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SOME PROBLEMS OF ’PARTITIO NUMERORUM’; III: ON THE 
EXPRESSION OF A NUMBER AS A SUM OF PRIMES. 


By 


G. H. HARDY and J. E. LITTLEWOOD. 
New College, Trinity College, 
OXFORD. CAMBRIDGE. 


1. Introduction. 


I. I. It was asserted by GOLDBACH, in a letter to EULER dated 7 June, 
1742, that every even number 2m is the sum of two odd primes, and this proposi- 
tion has generally been described as ’Goldbach’s Theorem’. There is no reasonable 
doubt that the theorem is correct, and that the number of representations is 
large when m is large; but all attempts to obtain a proof have been completely 
unsuccessful. Indeed it has never been shown that every number (or every 
large number, any number, that is to say, from a certain point onwards) is the 
sum of ro primes, or of 1000000; and the problem was quite recently classified 
as among those "beim gegenwärtigen Stande der Wissenschaft unangreifbar’.! 

In this memoir we attack the problem with the aid of our new transcen- 
dental method in ’additiver Zahlentheorie’.” We do not solve it: we do not 





1 E. Laxpau, ’Gelöste und ungelöste Probleme aus der Theorie der Primzahlverteilung und 
der Riemannschen Zetafunktion’, Proceedings of the fifth International Congress of Mathematicians, 
Cambridge, 1912, vol. 1, pp. 93—108 (p. 105). This address was reprinted in the Jahresbericht 
der Deutschen Math.- Vereinigung, vol. 21 (1912), pp. 208—228. 

? We give here a complete list of memoirs concerned with the various applications of 
this method. 

G. H. Harpy. 
7. ‘Asymptotic formulae in combinatory analysis’, Comptes rendus du quatrième 

Congrès des mathematiciens Scandinaves a Stockholm, 1916, pp. 45—53. 

2. ‘On the expression of a number as the sum of any number of squares, and in 

particular of five or seven’, Proceedings of the National Academy of Sciences, vol. 4 (1918), 

pp. 189—193. 
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even prove that any number is the sum of 1000000 primes. In order to prove 
anything, we have to assume the truth of an unproved hypothesis, and, even 
on this hypothesis, we are unable to prove Goldbach’s Theorem itself. We show, 
however, that the problem is not ’unangreifbar’, and bring it into contact with 
the recognized methods of the Analytic Theory of Numbers. 





3. ‘Some famous problems of the Theory of Numbers, and in particular Waring’s 
Problem’ (Oxford, Clarendon Press, 1920, pp. I—34). 

4. ‘On the representation of a number as the sum of any number of squares, and 
in particular of five’, Transactions of the American Mathematical Society, vol. 21 (1920), pp. 
255—284. 

2 Fi ‘Note on Ramanujan’s trigonometrical sum cg(n)', Proceedings of the Cambridge 
Philosophical Society, vol. 20 (1921), pp. 263—271. 


G. H. Harpy and J. E. LirrLewoon. 

7. ‘A new solution of Waring’s Problem’, Quarterly Journal of pure and applied 
mathematics, vol. 48 (1919), pp. 272—293. 

2. ‘Note on Messrs. Shah and Wilson’s paper entitled: On an empirical formula 
connected with Goldbach’s Theorem’, Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 
vol. 19 (1919), Pp- 245—254. 

3. ‘Some problems of 'Partitio numerorum’; I: A new solution of Waring’s Pro- 
blem’, Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen (1920), pp. 33—54. 

4. ‘Some problems of ’Partitio numerorum’; II: Proof that any large number is the 
sum of at most 21 biquadrates’, Mathematische Zeitschrift, vol. 9 (1921), pp. 14—27. 


G. H. Harpy and 8. RAMANUJAN. 


I. ‘Une formule asymptotique pour le nombre des partitions de n’, Comptes rendus 
de l'Académie des Sciences, 2 Jan. 1917. 

2. ‘Asymptotic formulae in combinatory analysis’, Proceedings of the London Mathem: 
atical Society, ser. 2, vol. 17 (1918), pp. 75—115. 

3. ‘On the coefficients in the expansions of certain modular functions’, Proceedings 
of the Royal Society of London (A), vol. 95 (1918), pp. 144—155. 


E. Lanpav. 


7. ‘Zur Hardy-Littlewood’schen Lösung des Waringschen Problems’, Nachrichten 
von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen (1921), pp. 88—92. 


L. J. MORDELL. 


Z. ‘On the representations of numbers as the sum of an odd number of squares’, 
Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. 22 (1919), pp. 361—372. 


A. OSTROWSKI. 


7. ‘Bemerkungen zur Hardy-Littlewood'schen Lösung des Waringschen Problems’, 
Mathematische Zeitschrift, vol. 9 (1921), pp. 28—34. 


S. RAMANUJAN. 


7. ‘On certain trigonometrical sums and their applications in the theory of num- 
bers’, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. 22 (1918), pp. 259— 276. 


N. M. SHAH and B. M. Witson. 


7. ‘On an empirical formula connected with Goldbach’s Theorem’, Proceedings of 
the Cambridge Philosophical Society, vol. 19 (1919), pp. 238—244. 
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Our main result may be stated as follows: if a certain hypothesis (a natural 
generalisation of Riemann’s hypothesis concerning the zeros of his Zeta-function) 
is true, then every large odd number n is the sum of three odd primes; and the 
number of representations is given asymptotically by 





— n? (PE lia) 
rt) ENN pl | ree ae |; 


p 


where ÿ runs through all odd prime divisors of n, and 


(15012) G=-l (2 + Sat 


the product extending over all odd primes &. 


Hypothesis R. 


1. 2. We proceed to explain more closely the nature of our hypothesis. 
Suppose that q is a positive integer, and that 


h = 9(q) 
is the number of numbers less than g and prime to g. We denote by 
x (n) = xx(n) (k=1,2,...,h) 


one of the À Dirichlet’s ’characters’ to modulus q!: x, is the ’principal’ character. 
By x we denote the complex number conjugate to x: x is a character. 
By L(s, xy) we denote the function defined for o>1 by 





Unless the contrary is stated the modulus is g. We write 


L(s) — L(s, Zz). 
By 
e=Pp+iy 








* Our notation, so far as the theory of ZL-functions is concerned, is that of Landau's 
Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, vol. 1, book 2, pp. 391 et seq., except that 
we use q for his 4, k for his x, and @ for a typical prime instead of p. As regards the Farey 
dissection’, we adhere to the notation of our papers 3 and 4. 

We do not profess to give a complete summary of the relevant parts of the theory of 
the L-functions; but our references to Landau should be sufficient to enable a reader to find 
for himself everything that is wanted. 
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we denote a typical zero of L(s), those for which y=o, 8 <0o being excluded. 
We call these the non-trivial zeros. We write N(T) for the number of os of 
L(s) for which o<y<T. 

The natural extension of Riemann’s hypothesis is 

HYPOTHESIS R*. Every o has its real part less than or equal to = 


We shall not have to use the full force of this hypothesis. What we shall 
in fact assume is 


HYPOTHESIS R. There is a number © 3 such that 
B<O 
for every o of every L(s). 
The assumption of this hypothesis is fundamental in all our work; all the 


results of the memoir, so far as they are novel, depend upon it?; and we shall not 
repeat it in stating the conditions of our theorems. 


We suppose that © has its smallest possible value. In any case or 


For, if @ is a complex zero of L(s), 0 is one of L(s). Hence 1 —o is one of 
L(1—s), and so, by the functional equation, one of L(s). 


Further notation and terminology. 


I. 3. We use the following notation throughout the memoir. 

A is a positive absolute constant wherever it occurs, but not the same 
constant at different occurrences. B is a positive constant depending on the 
single parameter r. O's refer to the limit process n -- ©, the constants which 
they involve being of the type B, and o’s are uniform in all parameters except r. 

@ is a prime. bp (which will only occur in connection with 2») is an odd 
prime divisor of nm. p is an integer. If g=1, p= 0; otherwise 


o<p<q, (p,q)=1. 


(m,n) is the greatest common factor of m and n. By m n we mean that n is 
divisible by m; by min the contrary. 

A(n), u(n) have the meanings customary in the Theory of Numbers. Thus 
A(n) is log & if n= w” and zero otherwise: u(n) is (—1)* if n is a product of 





! The hypothesis must be stated in this way because 
(a) it has not been proved that no ZL(s) has real zeros between = and 1, 


(b) the Z-functions as ociated with imprimitive (uneigentlich) characters have zeros on the line a =o, 
? Naturally many of the results stated incidentally do not depend upon the hypothesis. 
> Landau, p.489. All references to Landau’ are to his Handbuch, unless the contrary is stated. 
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k different prime factors, and zero otherwise. The fundamental function with 
which we are concerned is 


(7:81) f(x) = Slog w x”. 
(of 


To simplify our formulae we write 


DN =E (") 


q 

Also 

(x. 32) Cq(n) = © eg(n p). 

If yx is primitive, ; 

(x. 33) D nat) Nem) rim)“ 
= ei 


This sum has the absolute value? Vg. 


The Farey dissection. 


I. 4. We denote by I the circle 


1 
(I. 41) [xl—=e-Z=e *. 


We divide I into arcs &,, which we call Farey arcs, in the following manner. 
We form the Farey’s series of order 


(I. 42) N=IVn], 


the first and last terms being 2 and = We suppose that : is a term of the 
I IT 
series, and i and 7 the adjacent terms to the left and right, and denote by 


jpa (9 > 1) the intervals 





De I Py ur. 
Dalaran ed tg‘) 
9 : 2 I : : 
by jo1 and 71,1 the intervals Lo, y and fer 1): These intervals just 





1 4z,(m) =o if (m,q)>1. 
? Landau, p. 497. 
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fill up the interval (o,ı), and the length of each of the parts into which ;,,, is 


4 pis ie för ; 
divided by ; is less than aN and not less than oa If now the intervals 7p, q 


3 : À. 2 0 
are considered as intervals of variation of Le where 0 = arg x, and the two 
7 


extreme intervals joined into one, we obtain the desired dissection of I” into arcs &,, .! 
When we are studying the arc &,,,, we write 


2pni 


(I. 43) a=e 2) X = ep) X=, pers; 





(1. 44) Y=7+i0. 
The whole of our work turns on the behaviour of f(x) as [x|— 1, 7— 0, and 
we shall suppose throughout that TES When x varies on &,,g, À varies 
on a congruent arc öp,,, and 

12 


0—— (ar De 
3 q 


varies (in the inverse direction) over an interval —0'p¢<9<Op¢. Plainly Op,¢ 


24 PIE 
and 6',, are less than qN and not less than aN so that 


= A 
Op, a = Max (Op, q» Gag) re aN 


In all cases Y=®=(n + i0)-® has its principal value 
exp (—s log (n+:0)), 
wherein (since n is positive) 


TU. 


I À | I 
RS en) log (n + ul 

By N,(n) we denote the number of representations of n by a sum of r primes, 
attention being paid to order, and repetitions of the same prime being allowed, 
so that 


(I. 45) Date" = ! A E 


n=2 \ oF 





! The distinction between major and minor arcs, fundamental in our work on Waring’s 
Problem, does not arise here. 
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By »,(n) we denote the sum 


(I. 46) v,(n) = D log @, log ©, ... log @,, 
O,+0,+ oo +ar=n 

so that 

(x. 47) Iran) ar = (fl). 


n=2 


Finally S, is the singular series 





(1. 48) 


2. Preliminary lemmas. 


2.1. Lemma 1. If n=R(Y)>0 then 


(2. 11) f(x) = f(x) + f(x), 
where 
(2. 12) 1.1) = D A(n)x— D log (a + a +---), 
(q,n)>1 a 
2+ ix 
(2. 13) h(x = Y-sr'(s)Z(s)ds, 
250 


Y—S has its principal value, 





h 
L'.(s) 

- Z S) —= G , 
(220 = Sarg 
C;, depends only on p, q and yx, 

___#(g) 

12-15) Ci = få 
and 


V q 
PEO À fo: oe fe 
(2. 16) [Cr |S 7 
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We have 


fa (x) = f(x) — f(x) = D An) a” 


(gn)=1 


= 2 eg (PI) > Allg +j)e-Ua+Y 


2+ to 


. . I 7 . 
= Servi) Yada +i; | Tl late, 
j I ; Des : 


2+i0 
I ae 
71 Y-sr(s)Z(s)ds, 
2— io 





where 


+7) 





Z(s) = 3 eg (pj) A (lg 
( COUDES 


Since (q, 7) =1, we have! 








and so 


where 
T € dere > 
en Lea (pi) XK ())- 
j=] 


Since yz(7) =o if (¢,7)>1, the condition (g,j) —1 may be omitted or retained 
at our discretion. 
Thus? 


C; = > €g(pj) 


1<ji<g (g,3)= 1 


1<m<q, (g,m)=1 





! Landau, p. 421. 
* Landau, pp. 572—573. 
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Again, if k>ı we have! 


EN men x (p) À er, 
Cu —7 Lat) u) =— "PS eg (mm) zum). 


j=1 m=1 


If x, is a primitive character, 
a, 4 H 
D ea(m) xu(m) = (9, 7x), 
m=1 


I«(q, Xn) | == Va? 


Vq 
(Tr + 


If xy is imprimitive, it belongs to Q=7 where d>ı. Then y;’m) has the 
period Q, and 


q d—1 


Le, (m m) xr(m) = Lem ) xx ( (0) Zeit LQ). 


| \ Rit (4 ef: 67) 
The inner sum is zero. Hence C; =o ER the proof of the lemma is completed.’ 


2.2. Lemma 2. We have 


(42-127) If (m1 < A (log (g+1))4n ?. 
We have 
= An) )x SP hs +--+) = fl) fel). 


ee 
But 
[f(a |< N, log & I Ix | 


œ|g r-l 


< A log (q +x) log q >) |x |< A (log (q + 2)? Dew” 


r=1 r=1 


< A (log (g + 1))4 log E <A (log(q+1))4n ?. 





! Landau, p. 485. The result is stated there only for a primitive character, but the proof 
is valid also for an imprimitive character when (p, q) = 1. 

? Landau, pp. 485, 489, 492. 

> See the additional note at the end. 
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Also 
> log a < AVE, 
r>20<é 
and so 
FRIED, log @|x |?" < A(x —|z]) Vale 
r>2,0 n 
1 


1 
AL je A TE 


From these two results the lemma follows. 
2. 3. Lemma 3. We have 





L'(s) b Dh I sta I I 
(2. 31) Ti can SE PT ler): 
where 
Wey ale iz) 
Wz) = Bis 


the as, b’s, dD’s and b’s are constants depending upon q and x, à is o or 1, 


(2. 32) Dire br = 0 (&> 1), 
and 
(2. 33) o<Dd< À log (g +1). 


All these results are classical except the last.! 

The precise definition of d is rather complicated and does not concern us. 
We need only observe that d does not exceed the number of different primes 
that divide q,? and so satisfies (2. 33). 


2. 4I. Lemma 4. If o<n<. then 


h 


~My 
(2. 411) f(x) = ny HZ, HP, 
where 
(2. 412) Ge DT (eo lt, 
07 





! Landau, pp. 509, 510, 519. 
* Landau, p. 511 (footnote). 
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fi h as Mia 
(2. 413) |P}< AV q(logiq +1))4 fr N ld.1+7 2+1r 2). 
k=1 
en. Aber 
(2. 414) d = arc QT 


We have, from (2. 13) and (2. 14), 




















ar 
(2. 415) fale) = | YT) Ze 
2+io 

= \ Or rs So f (x) 

= | OR in 
say. But! 

2+i Lt f NE L"( 
I Mn LAS) BEN : ze EN Er 8 
(2. 416) SAN ar ytR+ D1 (e) Y er: | KI gr 
2— io 0 SÅ 
di? 
where 
7—s I‘ L'(s) 
k= | l'(s) (5 | 
fs) denoting generally the residue of f(s) for s=o. 
Now? 
L'(s) I & log Wy &, log ©, 
Lie) Et, * mie 
Ivf == Lu—s, 
2 2 2 2 Bits) 


where Q is the divisor of g to which x belongs, ¢ is the number of primes which 
divide g but not Q, @,,@,,... are the primes in question, and &, is a root of 


unity. Hence, if o = a we have 





’ This application of Cauchy’s Theorem may be justified on the lines of the classical 
proof of the ‘explicit’ formulae’ for g(x) and x(x): see Landau, pp. 333—368. In this case the 
proof is much easier, since Y”*T'(s) tends to zero, when |t|— », like an exponential ze 
Compare pp. 134—135 of our memoir ’Contributions to the theory of the Riemann Zeta-function 
and the theory of the distribution of primes’, Acta Mathematica, vol. 41 (1917), pp. 119—196. 

? Landau, p. 517. 
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| L'(s) | 
(2. 417) | L(s) <A log g + At log g + À log (|t| + 2) + À 
< A (log (¢+1))4 log (|t] +2). 


Again, if s——"+it, Y =n+10, we have 


1 
Ye 0 exp (i are tan I 














1 3 ; 
| Y¥-sr(s)|< A|Y]*(jt|+2) “exp (— Lx —are tan Nia) 
a (si 
ale es 
7| 4 J Fan ölt]- 
sul log (ltl + 2) © 
and so 
i 
LE LÉ & 
(25-418) I [vr L'(s) ds|< A (log (q + 1))4| ar le aye 
“4 271 L(s) 8 (9 
„irn ö 
1 La 1 
<A (logi(q+4))4| F | 2. 
2. 42. We now consider R. Since 
I I 
ER tn 
2 Fr 0 | ) 
we have 
RLF Dr YT NY =) 
s gal © 2 AIS 


= A,(b+6)—(d—b) (A, + A, log Y)+C,(a) + C,(a) log Y, 


where each of the C’s has one of two absolute constant values, according to the 
value of a. Since 


1 


o<b<ı, o<d<Alog (¢+1), |log PS Aloe, Zar! 
I 


we have 


wir 


(2. 421) |R|<A|b]4+ A log (g +1) 
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From (2. 415), (2. 416), (2. 418), (2. 421) and (2. 15) we deduce 


b 





hu (x)=— 5 + Or + Pr, 
Be 1 Bet 
Pal < A (log (q + 1) (lol + 2+1 ro 2), 
u(q) 
(2. 422) f(x) = — pr + ZH P, 

kö ae at 
(2. 423) |P1<A Vä 0log (a +)4(7 Zul St YO |: 
k | 


Combining (2. 422) and (2. 423) with (2. 11) and (2. 21), we obtain the result of 
Lemma 4. 

2.5. Lemma 5. If q>1 and yr is a primitive (and therefore non-principal *) 
character, then 











u) ART Dr = 3 Il te e), 
where 2 


(2. 521) Kur) rg. 2|L(o)|,.. (a=), 
1 
(2. 522) [Z(1) |=2 qv? |. L(0)|-, (a= 0). 
Further | 
(21055) 1—0< R(o)< 9, 
and 
ye! 
(2. 54) aay | <4 os (g+2)J4. 


This lemma is merely a collection of results which will be used in the proof 
of Lemmas 6 and 7. They are of very unequal depth. The formula (2. 51) is 
classical? The two next are immediate deductions from the functional equation 
for L(s).” The inequalities (2. 53) follow from the functional equation and the 





' Landau, p. 480. 
? Landau, p. 507. 
* Landau, pp. 496, 497. 
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absence (for primitive y) of factors 1 
to GRONWALL.! 
2. 61. Lemma 6. If M(T) is the number of zeros o of L(s) for which 


é,@,* from L. Finally (2. 54) is due 


CERN ARS EE 


then 


(2. 611) M\(T) < À (log (q + 1))4 log (T +2). 


The o’s of an imprimitive L(s) are those of a certain primitive L(s) corres- 
ponding to modulus Q, where Q|g, together with the zeros (other than s =o) 
of certain functions 


E, — I ey ame 


Vv , 
where 


AE AC} 








1 T. H. Gronwarz, ‘Sur les series de Dirichlet correspondant à des caractères complexes’, 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, vol. 35 (1913), pp. 145—159. Gronwall proves that 


3 
FAO] < A log q (log log q)® 
for every complex 7, and states that the same is true for real x if hypothesis R (or a much 
less stringent hypothesis) is satisfied. Laxpau (Über die Klassenzahl imaginär-quadratischer 
Zahlkörper’, Göttinger Nachrichten, 1918, pp. 285—295 (p. 286, f. n. 2)) has, however, observed 
that, in the case of a real x, Gronwall’s argument leads only to the slightly less precise 
inequality 


LG) < A log q Viog log q. 


Landau also gives a proof (due to Hecke) that 


Fay) <A log q 


for the special character (ZI) nesdefated with the fundamental discriminant —q. 


The first results in this direction are due to Landau himself (‘Uber das Nichtverschwin- 
den der Dirichletschen Reihen, welche komplexen Charakteren entsprechen’, Math. Annalen, 
vol. 70 (1911), pp. 69—78). Landau there proves that 


I 


IL] < A (log q) 


for complex 7. 
It is easily proved (see p. 75 of Landau’s last quoted memoir) that 


| L'(1)| < A (log 97, 


so that any of these results gives us more than all that we require. 
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The number of @,’s is less than A log (q+ 1), and each EH, has a set of zeros, 
on 6 =o, at equal distances 


2H 2H. 
log w,~ log (¢+1) 





The contribution of these zeros to M(T) is therefore less than À (log (q +1))’; 

and we need consider only a primitive (and therefore, if q > 1, non-principal) L(s). 
We observe: 

(a) that a is the same for L(s) and L(s); 


(b) that L(s) and L(s) are conjugate for real s, so that the b corresponding to 


L(s) is b, the conjugate of the b of L(s); 
(c) that the typical o of L(s) may be taken to be either 0 or (in virtue of the 


S 


functional equation) 1 —@, so that 


De) 2( + 





is real. 
Bearing these remarks in mind, suppose first that a— 1. We have then, 
from (2. 51) and (2. 521), 

















ne L(r) La) Be ( fuir er) ; ( rue a | 
q L(o) L(o) Il 7 3% i Il ; Sate | 
= AR) +S, 
since 
Blase 
=; 0) 
Thus 
(3.1612) |2%(d)+S8|<Alog(g+1). 


On the other hand, if a=o, we have, from (2. 51) and (2. 522), 


=A aie A kim ) 22 || say] ei | 


and (2. 612) follows as before. 


» |G) LG) 
q IL'(o)L'(o) 














2. 62. Again, by (2. 31) 


(2. 621) a m+b-: = w (=) + ESS +7) 
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for every non-principal character (whether primitive or not). In particular, when 
x is primitive, we have, by (2. 621), (2. 54), and (2. 33), 


it 
(2. 622) IN (b b+ 8|=|9 RE — b+ RW TET <A (log (q+ na. 


Combining (2. 612) and (2. 622) we see that 


(2. 623) S <A (log (q + 1))4 
and 
(2. 624) | IR()I <A (log (¢ +1))4 


2. 63. If now q > 1, and x is primitive (so that b=o), and s=2+:T, we 
have, by (2. 31), (2. 33), and (2. 624), 


Te SR Pre NU TRE 
De ee OU e 


RR () — R(b) + > (w (+) 


2 








på L'(s) 
L(s) 











+P HIRO =) 








< A + À log (g+r)+4 (log (q + 1))4 + À log (IT ]|+ 2) 
<A (log (g + 1))4 log (|7|+ 2), 





2 =D. 
Då ; ;< A (log (gr) Aloe TNF 
=, BP+LT— 7)? 


Every term on tbe left hand side is greater than A, and the number of terms 
is not less than M(T). Hence we obtain the result of the lemma. We have 
excluded the case g=1, when the result is of course classical. 

2. 71. Lemma 7. We have 


(20711) |b| < Ag (log (q + 1))“. 
Suppose first that 7 is non-principal. Then, by (2. 621) and (2. 54), 


(2. 712) || < A (log (q+ 1))4 + Fania | 











! Landau, p. 337. 
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We write 
(2. 713) ae dit Dy 


where > is extended over the zeros for which 1—0< R(o) <O and > over 


those for which H(e) —0o. Now 2, = S', where S' is the S corresponding to a 
_ primitive L(s) for modulus Q, where Q|q. Hence, by (2. 623), 


(2. 714) |, |< 4 (log (Q + 1))4 < A (log (a + 1))4 


Again, the o’s of De are the zeros (other than s— 0) of 





the @,'s being divisors of g and &, an m-th root of unity, where m==9(Q)<q}; 
so that the number of w,'s is less than A log g and 


Ey = e?"ioy, 
where either w, =o or 

3: I 

—<|a,ps=- 

Dar F2 


Let us denote by te a zero (other than s=o) of 1—6, ©, » by 0', a ov for which 
|o,|<1, and by or a ov for which |o,|>ı. Then 


(2. 715) Re ag: +2)|22|2+ De 


Vv Q'y ot, 








er e| 











Any o, is of the form 


2rı(m + wy) 


% log ©, 


where m is an integer. Hence the number of zeros o', is less than A log &, or 
than A log (¢+1); and the absolute value of the corresponding term in our sum 
is less than 


A _Alog@, 
4 <Aglo LE 
lo| [coy | q log (q 12 





og 716) 





! For (Landau, p. 482) €, = X(@,), where X is a character to modulus Q. 
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so that 
(2. 717) >| < Aq (log (g+r)}. 
oly 
Also 
2% 8 = 
gr ZE oo) Zi 
Q I 
2 m © 
<A (log @,) 2 n° <A (log (g+1))*. 


From (2. 715), (2. 717) and (2. 718) we deduce 
(2. 719) |2,|< 4¢ (log (9 +1))4; 


and from (2. 713), (2. 714) and (2. 710) the result of the lemma. 
2.72. We have assumed that y is not a principal character: For the 
principal character (mod. g) we have! 


LIT (1-0. 


a\q 


Since a=o, b=1, we have 








DT I 7 I I I\ 2 
= re ON ee 








D ET + lim (ES * )=b-1+5-, vt 


C(s) s—I 


mer | 





lb] <A log (9 + 1) + 








This corresponds to (2. 712), and from this point the proof proceeds as before. 





! Landau, p. 423. 


3 D refers to the complex zeros of L,(s), not merely to those of £(s). 
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2. 81. Lemma 8. If o<m<; then 


(2. 811) u(q) h 

f (a) = Vie +20 Gr + re 
where 
(2. 812) «= D 0 (0) Y-e, 

07 

v En A ÅL 

(2. 813) |P|< A Va (log Peay (ot 2+[Y]tö 2), 
ER ” 

(2. 814) d = arc tan [0] 


This is an immediate corollary of Lemmas 4 and 7. 


2. 82. Lemma 9. If o<n<, then 





(2. 821) f«)=y+P®, 
where 

_ u(g) 
(2. 822) PTT" 


1 | 
(2. 823) |@|< AVg (log (q+1))4 (a+ 241790 ÿ 2 log la +2})) 


Ae N 
(2. 824) d — arc tan Mm 
We have 
(2. 825) [Gxl< 2,12) BEST 2,17 (2) Ft; 


19 


where > extends over or's for which |y|> 1, D: over those for which |y|< 1. 


In D, we have 


Io) Ye = IT (8+ in || YF? exp 





0 
y arc tan - 
al 





1 
<Alyf ?| Y|-? exp (— Cr arc tan Pl} 


1 
<Alyl YF ene! 
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(since |Y|< A and, by hypothesis R, @<@). The number M(T) of o's for which 
|y| lies between T and T+ı(7T>o) is less than A (log (¢+1))4 log (T +2), by 
(2. 611). Hence ‘ 


1 co 1 
DT Fee < A (log (q+ 1))4 Im +1) 2 log (n+2)e-0" 


n = 0 


1 
< A (log (q + 1))4 ae. aks log | 


5 +2) 
Ö > 


1 
(2. 826) 2.Ir @ Y-¢|< A (log (g+1))4| vr: log (3 + 2): 


2. 83. Again, once more by (2. 611), 2: has at most A (log (g +1))4 terms. 


We write 
(2. 831) 2, > ‚ >: 


D applying to zeros for which 1 — © < 8 < O, and 2 , to those for which =o. 
Now, in 25 

{ 
| ¥=e| = Yij=" exp (7 arc tan à <A] IE: 


and in > |Z(e)|< A. Hence 
(2. 832) | |< 417 rd, IP @l< Al Yh? 1 < 4 (log (g+ 2))41 XI. 
Again, in DNA and 


I 


< Aq log (q + 1), 
HE 


by (2. 716); so that 


(2. 833) |2,.|< A >. IP (e)l =A Zz, TE 


I 
<A De lol < Aq (log (¢+1))4. 


From (2. 825), (2. 826), (2. 831), (2. 832), and (2. 833), we obtain 


1 
(2. 834)  |Gxl< A (log (g+1))4 (a+ Ye doe F Ÿ 4) ae 
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say; and from (2. 811), (2. 812), (2. 813), (2. 821), (2. 822) and (2. 834) we deduce 


h 
Lo > CxGr+P 


k=1 





h de u: ps 
< YC: Ga + 4 Va (log (a +1))4(q+ 0 2+[Y]*ö 2) 


k=1 


q 1 
SE I 
< FES Ht AVa ll ata) [yey Faire og (5 + 2) 


1 1 
< AVG (log (q + 1))4(qty ®+1 790°”? log |? +2); 
5 N 3 


that is to say (2. 823). 
2.9. Lemma 10. We have 


(2. 91) h=(q) Ag (log q)-4 
We have in fact! 
ed. RIM 
p(g) >(1— O)e Ra (9 > qv (d)) 


for every positive d, C being Euler's constant. 


3. Proof of the main theorems. 


Approximation to v,(n) by the singular series. 


3. 11. Theorem A. If r is an integer, r > 3, and 


(3. 111) (a) = 3 v,(n) ar, 
so that 
92112) y,(n) = > log ©, log @,:: log Tr, 


vo, FO Fr: + Örn 


then 
=] 


(3. 113) re(n) = yr + O(n’ ee 2 (log n)2) 0 (7 (r—1)!9r 





+ Landau, p. 217. 
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where 


co 


_ Se, 
a s- 2 al FOR 


It is to be understood, here and in all that follows, that O’s refer to the 
limit-process n—o, and that their constants are functions of r alone. 
If n>2, we have 


I dx 


(3.715) VUS (f(a))" zn+1’ 


the path of integration being the circle |x|= e=#, where H=-. so that 
je 
n 


Using the Farey dissection of order N =[Vn], we have 





g=1 p<g,(p,g)=1 


Ÿ I dx 
(3. 116) ne) N fers 
Ep, 


= D e,(— np) — (Ha 


270% 
‘p,q 
= > €g(— NP) Jp,q> 
say. Now 
(ee PISO Wale een 
< B(|Ofr—|+ |g"). 


Also'|X—*%] =e" AS Hence 


(252117) Ip,a = Ing + Mpg, 
where 
I dX 
(3. 118) log = 2 ni förenat 
Sp,q 
Opa 
(3. 119) pal 0 | | (or +|ogr—*pae). 


— 0'p,q 
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3. 12. We have n=H=—> and q< Vn, and so, by (2. 823), 


3 1 
(3. 121)  |®D|< Ant (log n)4+ A (log n)4 Val Y| 25 log F + | : 


where 0 = arc tan TL We must now distinguish two cases. If [0] <n, we have 
Peano A. 

and 

(3. 122) ValYt-°6 log (5 +2) <A ni? = An 4, 


If on the other hand n<[0|<6,4, we have 


LINE 
> A? » IY]> 4101, 


1 


1 
73107" 2. log n 


1 
(3.123) Val vr’ log F + 2) <AVg.[0F®.n 
1 1 


1 1 ay Pi Et 
= An" ?logn(g|0)?< An ?logn.n 4— An {log n, 


- 


since q|d|<g%,.<An ?. Thus (3. 123) holds in either case. Also 0>, and 
By (3. 121), 


1 
(28124) |o|< Ani (log n)4 


3. 13. Now, remembering that r>3, we have 
Opa Op,q 
lp r-1d0 SBh em | | YI-v-1d0 
— 0'p,q _p; js 


i Pe 
< Bie | (+0) z dé 


-0 


€ Bh-t-» n’-2; 
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and so 
Gp, 
(3. 131) D: | | Ogr-1|d0 < Bnr-? (Max|@|) I 
Prd _ py q 
P,q 
1 3 
< Bn? *°*4 log BB ih aration n)B, 


by (3. 124) and (2. gr). 
3. 14. Again, if arg æ—%, we have 


Op,q an 
3 [\rao= fittan 
— 6'p,q 0 


=2n > (log TJ) [rf <A > log m A(m)|xP™ 
a 


m= 2 


< A(1—|xf) > [D 108 k A) [x Pr 


m=2 k=2 


< A(x—|2|) Dm log m | a |?" 


m=2 





A bie 
STE En (; Yq) <A loam. 
Similarly 
lil< N log ll? < I Alm) alr <—4— < An. 
~ m: ı—|e] 
Hence 
Opa 2% 
(3. 141) 2 | mod < Max jor} [fran 
BI gy ; 


1 
< B nora log n.n’—3.n log n 


r—1+(0—4) 


<Bn (log n)?. 
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From (3. 116), (3. 117), (3. 119), (3. 131) and (3. 141) we deduce 


(3. 142) vr(n) = »2 eq(— np) lpg + O Gr (ep (log m), 


where I», is defined by (3. 118). 
3. 15. In /„. we write X =e—¥, dX =—e-Y¥dY, so that Y varies on the 
straight line from n+ 10,9 to n—if'n,g. Then, by (2. 822) and (3. 118), 





( ) 1—10'p, q 
3.151 Mu (at ter & 
kan) seal = FE ed à. 
n+p, q 
Now 
7 — 0 'p,q rte co 
(3. 152) = = | Y-renYdY + o| | In + iaf-rdo) 
1+ 0p. q n—io Ög 
ARR to | ;0|-"d0 
ae: (fs: | jö 
Ög 
where 
(dl == DG 0 wa) = en 
p<q 2q 
Also 
(3. 153) fe +10)-"d0< | o-rao <BO,, <BigVn) .. 
0q bq 


From (3. 151), (3. 152) and (3. 153), we deduce 





a Mure u(g)\” 
(3. 154) Zen Zeig] eq(— np) +Q, 
where 
(3. 155) 


| To per er 
[O1 BI gan < prit D (2) 
p,q q 


är (r—1) 2 1, 
< Bn? > (log g)#< Bn? (log n}£. 
q=1 
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Since r>3 and 0>-, ee ler ae 0-2); and from (3. 142), 


(3.154), and (3. 155) we obtain 





r—1 r rol Bee) 
(3. 156) vr(n) = ( fe > É 2 €g(—n p) + ob. ok 1) (log n)2) 





ae SAK 
FEN u(q) 5 r—1+ 8-2) 


3. 16. In order to complete the proof of Theorem A, we have merely to 
show that the finite series in (3. 156) may be replaced by the infinite series S,. Now 


1 pe 
Dr gat (log 9)? < Bn? (log n)®, 
q>N 


wy (EE ce (— 1 








and Mr TE (o— 3). Hence this error may be absorbed in the second term 


of (3. 156), and the proof of the theorem is completed. 


Summation of the singular series. 
3. 21. Lemma IT, I! 


(32211) 67 (nh) = Diep) 


where n is a positive integer and the summation eatends over all positive values of p 
less than and prime to q, p=o being included when q — 71, but not otherwise, then 


(275272) Ca(—n)= cg(n); 
(3. 213) Cqq! (n) = cq(n) eg (n) 
if (q, q') =1; and 

_ Ss, (2 
(3. 214) Cain) = dou (4); 


where 0 1s a common divisor of q and n. 
The terms in p and g—vp are conjugate. Hence cg(n) is real. As c,(n) 
and c,(—n) are conjugate we obtain (3. 212).! 





N 


1 The argument fails if g=1 or g=2; but a(n)= Gl Mm) = TGN) «(—n) =(— 1) 
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Again 


Ca(n)ca(n)= exp anti i + >) = d'exp FE 


D,p' pp 





where 
Peper pd. 


When p assumes a set of p(g) values, positive, prime to g, and incongruent to 
modulus g, and p' a similar set of values for modulus gq', then P assumes a set 
of p(g)p{q') = (¢q') values, plainly all positive, prime to gg’ and incongruent to 
modulus gq’. Hence we obtain (3. 213). 

Finally, it is plain that 


J ca(n)= Noah), 


d\q h=0 


which is zero unless q|n and then equal to g. Hence, if we write 


n(g)=g (ain), n()=o (q!n), 
we have 
D ca(n) =n (9), 
d\q 
and therefore 


Cq(n) = Dn (d) u (3) 


d\q 


by the well-known inversion formula of Möbius.! This is (3. 214).? 
3. 22. Lemma 12. Suppose that r>2 and 


2 Sy = yc —n). 
(3. 221) 2 (cet) 
T'hen 
(3. 222) Sk =O 








1 Landau, p. 577. 

? The formula (3. 214) is proved by Ramanusan (On certain trigonometrical sums and their 
applications in the theory of numbers’, Trans. Camb. Phil. Soc., vol. 22 (1918), pp. 259 —276 (p. 260)). 
It had already been given for n=ı by Laxpau (Handbuch (1909), p. 572: Landau refers to it as 
a known result), and in the general case by Jexsex (Et nyt Udtryk for den talteoretiske Funk- 


tion D u(n)= Min), Den 3. Skandinaviske Matematiker-Kongres, Kristiania 1913, Kristiania (1915), 


p. 145). Ramanujan makes a large number of very beautiful applications of the sums in ques- 
tion, and they may well be associated with his name. 


28 G. H. Hardy and J. E. Littlewood. 


if n and r are of opposite parity. But if n and r are of like parity then 





(3. 223) Se (pe el, 


where ÿ is an odd prime divisor of n and 








y 1 (— 1} 
(3. 224) C;= II (— 
@=3 
Let 
u(q)\” 
(3. 225) eal Cg(—n) = Ag. 
Then 


u(gg) =u(a)u(g), PCG) = p(a)p(), Cag (— NR) = Cg(— n) eg: (— Nn) 
if (q, g')=1; and therefore (on the same hypothesis) 
(3. 226) A gga A, Ag: 


Hence! 
S,=A,+A,+ As+--=1+4,4+--=[][ x0 
a 


where 
(3. 227) We =I1+AgtApetAget-:=1+ Az: 
since Ay, A,:,--: vanish in virtue of the factor u(g). 


3. 23. If w+n, we have 





u(®) = — 1, 9(@) = © — 1, „N =n (oO) = —T; 
(2231) A er 


If on the other hand @|n, we have 


Coin) = (TD) + Qu(r) = © — 71, 


(3. 232) Ag = u 





! Since | can) | < > ö, where 0|n, we have cg(n)= O(1) when n is fixed andg—om. Also 


by Lemma 10, o(q) > Aq (log g) 4. Hence the series and products concerned are absolutely 
convergent. 
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Hence 


Wo leer) 


@\n ain 





If n is even and r is odd, the first factor vanishes in virtue of the factor 
for which ww = 2; if n is odd and r even, the second factor vanishes similarly. 
Thus S,; =o whenever n and r are of opposite parity. 

If n and r are of like parity, the factor corresponding to @ = 2 is in any 
case 2; and 








ST ee 
lie N er 
as stated in the lemma. 


Proof of the final formulae. 
3. 3. Theorem B. Suppose that r>3. Then, if n and r are of unlike parity, 
(3. 31) vr(n) = o(n"—!), 


But if n and r are of like parity then 


(3: 32) y(n) © 4 rl p— x)" RE). 1) 


(p— ı)r 





where p is an odd prime divisor of n and 
(3- 33) c,=]] I 7 Dan | 


This follows immediately from Theorem A and Lemma 12.! 
3. 4. Lemma ;3. If r23 and n and r are of like parity, then 
y(n) > Bnt!, 
for n 2 nr). 








À ER ssulte alla to these are stated in equations (5. 11)—(5. 22) of our note 2, but 
incorrectly, a factor 
(log ny” 
being omitted in each, owing to a momentary confusion between v,(n) and N,(n). The v„(n) 
of 2 is the N,(n) of this memoir. 
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This lemma is required for the proof of Theorem C. If r is even 





nern 


(Dee >: 


If r is odd 


ee er ee) 4 


In either case the conclusion follows from (3. 32). 
3.5. Theorem C. If r>3 and n and r are of like parity, then 








vr(n) 


(3. 51) Mn) S fog a” 





We observe first that 


NN) D TES > LONE 


@, + Go +: ++9,=n mm +: +m,=n 


and 


(3. 511) »,(n) = > log w,--- log @, < (log n)" Nr(n) < Bn’— (log n)'. 
0 +@,+-:-+0,=n 


Write now 

(3. 512) ey big le. SN NOE 

where v', and N', include all terms of the summations for which 
De 2 Sime (O00 Ten 2 ee 

Then plainly 

(3. 513) ln) > (x — 0) (log ny N',(n). 


Again 
N",(n) sr > D I | 
chen? W110, 12.2 tO) nor 


< BON (n— Or). < Bn!—2,n2< Bar 173, 
@,<n!? 


v',(n) < (log RT N ln) Br tee lor ne 
But »,(n)> Bn™—! for n>n,(r), by Lemma 13; and so 
(3. 514) (log n)" N".(n) = o(vr(n)), vy(n)=o(v,(n)), 


for every positive 0. 
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From. (3. 511), (3. 512), (3. 513), and (3. 514) we deduce 
(1 — 0)” (log n) (N,— N",) <v,— »",< (log ny) Nr, 


(1 — 0)” (log n)" N, < », + ol») < (log nj" Nr, 





As 0 is arbitrary, this proves (3. 51). 


3. 6. Theorem D. Lvery large odd number n is the sum of three odd mimes. 
The asymptotic formula for the number of representations N,(n) is 


A n° DEEE) 
(3. 61) Sell... |: 





where » is a prime divisor of n and 


(3. 62) c,— Il E en 


@=3 


This is an almost immediate corollary of Theorems B and C. These theo- 
rems give the corresponding formula for N,(n). If not all the primes are odd, 
two must be 2 and n—4 a prime. The number of such representations is one 
at most. 


Theorem E. Every large even number n is the sum of four odd primes (of 
which one may be assigned.) The asymptotic formula for the total number of repre- 
sentations is 





mL uns el Sr 
(3. 63) Ni(n) na eee erm) 


where ÿ is an odd prime divisor of n and 
i 
(3. 64) C,=II an, 


This is a corollary of the same two theorems. We have only to observe 
that the number of representations by four primes which are not all odd is 
plainly O(n). There are evidently similar theorems for any greater value of r. 
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4. Remarks on ’Goldbach’s Theorem’. 


4. 1. Our method fails when r=2. It does not fail in principle, for it 
leads to a definite result which appears to be correct; but we cannot overcome 


the difficulties of the proof, even if we assume that 0 — The best upper 
1 
bound that we can determine for the error is too large by (roughly) a power n*. 


The formula to which our method leads is contained in the following 
Conjecture A. Every large even number is the sum of two odd primes. The 
asymptotic formula for the number of representatives is 





2 Dee 
(APT x) Malo) 020, 
where Pp is an odd prime divisor of n, and 
N I 
(4. 12) C,= Il El 


@=3 


We add a few words as to the history of this formula, and the empirical 
evidence for its truth.! 

The first definite formulation of a result of this character appears to be 
due to SYLVESTER”, who, in a short abstract published in the Proceedings of 
London Mathematical Society in 1871, suggested that 


(4. 13) N.) 1). 
where 

3<a<Vn, win. 
Since 


I (2=)-0 bon (Se få 


a<Vn a<Vn a<Vn a<Vn 





1 As regards the earlier history of 'Goldbach's Theorem’, see L. E. Drogen History of 
the Theory of Numbers, vol. 1 (Washington 1919), pp. 421—425. 

? J. J. SYLVESTER, ‘On the partition of an even number into two primes’, Proc. London 
Math. Soc, ser. 1, vol. 4 (1871), pp. 4—6 (Math. Papers, vol. 2, pp. 709—711) See also ‘On the 
Goldbach-Euler Theorem regarding prime numbers’, Nature, vol. 55 (1896—7), pp. 196—197, 269 
(Math. Papers, vol. 4, pp. 734—737). 

We owe our knowledge of Sylvester’s notes on the subject to Mr. B. M. Wirson of Trinity 
College, Cambridge. See, in connection with all that follows, Shah and Wilson, 1, and Hardy 
and Littlewood, 2. 
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and! 


I MOF 
hae 24) Il ( =| he log n° 





where C is Euler’s constant, (4. 13) is equivalent to 





=—C n en 
(4. 15) Wt) sagan, Ior np Al i 2) 


and contradicts (4. 11), the two formulae differing by a factor 2e-C— 1.123... 
We prove in 4. 2 that (4. 11) is the only formula of the kind that can possibly 
be correct, so that Sylvester’s formula is erroneous. But Sylvester was the first 
to identify the factor 


(4. 16) II é ==), 


to which the irregularities of N,(n) are due. There is no sufficient evidence to 





show how he was led to bis result. 
A quite different formula was suggested by STACKEL? in 1896, viz., 





Malm) Go AL (ps) 


This formula does not introduce the factor (4. 16), and does not give anything 
like so good an approximation to the facts; it was in any case shown to be 
incorrect by LANDAU ® in 1900. | 

In 1915 there appeared an uncompleted essay on Goldbach’s Theorem by 
MERLIN.* MERLIN does not give a complete asymptotic formula, but recognises 
(like Sylvester before him) the importance of the factor (4. 16). 

About the same time the problem was attacked by Brun®. The formula 
to which Brun’s argument naturally leads is 





! Landau, p. 218. 

? P. Sräcxer, "Über Goldbach's empirisches Theorem: Jede grade Zahl kann als Summe 
von zwei Primzahlen dargestellt werden’, Göttinger Nachrichten, 1896, pp. 292—299. 

8 E. Laxpav, ‘Uber die zahlentheoretische Funktion o(n) und ihre Beziehung zum Gold- 
bachschen Satz’, Göttinger Nachrichten, 1900, pp. 177—186. 

#J. MerLis, "Un travail sur les nombres premiers’, Bulletin des sciences mathématiques, 
vol. 39 (1915), pp. 121— 136, 

5 V. Brun, ‘Über das Goldbachsche Gesetz und die Anzahl der Primzahlpaare’, Archiv for 
Mathematik (Christiania), vol. 34, part 2 (1915), no. 8, pp. 1—15. The formula (4. 18) is not actually 
formulated by Brun: see the discussion by Shah and Wilson, ı, and Hardy and Littlewood, 2. 
See also a second paper by the same author, ‘Sur les nombres premiers de la forme ap+b), 
ibid., part. 4 (1917), no. 14, pp. I—9; and the postscript to this memoir, 
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14317) N.) 2 HR] (=); 
where 
(4. 171) A= IH (r=). 


3<@<Vn 


This is easily shown to be equivalent to 





a n es 
oe a" Cs (log AL); | 


and differs from (4. 11) by a factor 4e—?C = 1.263... The argument of 4. 2 
will show that this formula, like Sylvester’s, is incorrect. 

Finally, in 1916 STÄCKEL! returned to the subject in a series of memoirs 
published in the Sützungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, 
which we have until very recently been unable to consult. Some further remarks 
concerning these memoirs will be found in our final postscript. 

4. 2. We proceed to justify our assertion that the formulae (4. 15) and 
(4. 18) cannot be correct. 

Theorem F. Suppose it to be true that? 








n PET 
(4. 21) N,(n) © A (log a L f En À 
if 
n=z2°yeye,... (1, >20 aba SO) 
and 
n 

CRE ME (Tog 2) 
if n is odd. Then 

œ I 
(165) A=20, =I hot 

D=3 





1 P. Sräckez, ‘Die Darstellung der geraden Zahlen als Summen von zwei Primzahlen’, 8 
August 1916; ‘Die Lückenzahlen r-ter Stufe und die Darstellung der geraden Zahlen als Sum- 
men und Differenzen ungerader Primzahlen’, I. Teil 27 Dezember 1917, II. Teil 19 Januar 1918, 
Di Tellers Juli 1918: 

? Throughout 4.2 A is the same constant. 
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Write 


(4. 24) 2(n)= An IT (=) (n even), 2(n)=0 (n odd). 
p 


Then, by (4. 21) and Theorem C, now valid in virtue of (4. 21), 


(4. 25) Van) = > log & log @ © An), 
d+o'=n 


it being understood that, when n is odd, this formula means 


Further let 





these series being absolutely convergent if R(s) > 2, N(u)>ı. Then 


(4. 26) f(s) =A Dn“ J] (=>) 


— 2 
n=0(mod.2) ? P 





ate: —au n—au nl—au Be blue 
CRIE ST REY Bio) Tree 


a>0 


HV IR. 4) 
I 2 8 








a Mae Meee ut (a gu Aer. 
II (r+ 2 = Rip kee 


say. Suppose now that w—r1, and let 














n(u) = IL ( Le TT = IL ao. = (1 -24)0(u). 
Then 2 => En 
me 
Se N Ne) 
ll Se 
Hence 


A a A 
u—ı) 20,(s—2) 





(427) f(s) o> ASt) n(u) Ze Llu) eo se 
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On the other hand, when x —1, 


>, (n) x © (3 log waz)’ © Be 





and so! 
(4. 28) Yo (1) +20) +--+ va(n) oon? 


It is an elementary deduction? that 


g(s) = D v2(n) = 5 a ee tar 


ns se 





when s— 2; and hence? that (under the hypotheses (4. 21) and (4. 22)) 


(4. 29) fte) co ae 


s—2 
Comparing (4. 27) and (4. 29), we obtain the result of the theorem. 

4. 3. The fact that both Sylvester’s and Brun’s formulae contain an 
erroneous constant factor, and that this factor is in each case a simple function 
of the number e-€, is not so remarkable as it may seem. 

In the first place we observe that any formula in the theory of primes, 
deduced from considerations of probability, is likely to be erroneous in just this 
way. Consider, for example, the problem ’what is the chance that a large number 
n should be prime?’ We know that the answer is that the chance is approxim- 


Now the chance that n should not be divisible by any prime less than a 
fixed number x is asymptotically equivalent to 
Il 1-5); 
T 


T < X 








È 1 We here use Éibossen 8 of our paper Teen theorems concerning power series and 
Dirichlet's series whose coefficients are positive’, Proc. London Math. Soc., ser. 2, vol. 13, pp. 
174—192. This is the quickest proof, but by no means the most elementary. The formula 
(4. 28) is equivalent to the formula 


2 N,(m) co ew > 


used by Landau in his note quoted on p. 33. 

? For general theorems including those used here as very special cases, see K. Knopp, 
'Divergenzcharactere gewisser Dirichlet'scher Reihen’, Acta Mathematica, vol. 34, 1909, pp. 165— 
204 (e. g. Satz III, p. 176), i 
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and it would be natural to infer! that the chance required is asymptotically 
equivalent to. 


But? 


and our inference is incorrect, to the extent of a factor 2e—C. 

It is true that Brun’s argument is not stated in terms of probabilities ?, 
but it involves a heuristic passage to the limit of exactly the same character 
as that in the argument we have just quoted. Brun finds first (by an ingenious 
use of the ’sieve of Eratosthenes’) an asymptotic formula for the number of 
representations of n as the sum of two numbers, neither divisible by any fixed 
number of primes. This formula is correct and the proof valid. So is the first 
stage in the argument above; it rests on an enumeration of cases, and all refe- 
rence to ’probability’* is easily eliminated. It is in the passage to the limit 
that error is introduced, and the nature of the error is the same in one case 
as in the other. 

4. 4. SHAH and WILSON have tested Conjecture A extensively by comparison 
with the empirical data collected by CANTOR, AUBRY, HAUSSNER, and RIPERT. 
We reprint their table of results; but some preliminary remarks are required. 
In the first place it is essential, in a numerical test, to work with a formula 
N,(n), such as (4 11), and not with one for »,(n), such as (4. 25). In our 
analysis, on the other hand, it is »,(n) which presents itself first, and the formula 
for N,(n) is secondary. In order to derive the asymptotic formula for N,(n), 
we write 

v.(n) = D: log @ log w' ~ (log n)° N,(n). 
G+a'=n ; 


The factor (log n)? is certainly in error to an order log n, and it is more natural? 


to replace v,(n) by 
((log n)? — 2 log n+---) N,(n). 





! One might well replace & < Vn by @<n, in which case we should obtain a probability 
half as large. This remark is in itself enough to show the unsatisfactory character of the argument. 

? Landau, p. 218. 

3 Whether Sylvester's argument was or was not we have no direct means of judging. 

* Probability is not a notion of pure mathematics, but of philosophy or physics. 

5 Compare Shah and Wilson, Jl. c., p: 238. The same conclusion may be arrived at in 
other ways. 
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For the asymptotic formula, naturally, it is indifferent which substitution 
we adopt. But, for purposes of verification within the limits of calculation, it is 
by no means indifferent, for the term in log n is by no means of negligible 
importance; and it will be found that is makes a vital difference in the plausibility 
of the results. Bearing these considerations in mind, Shah and Wilson worked, 
not with the formula (4. 11), but with the modified formula 








N,(n) ~ e(n) = 20, =): 


n 
(log n)? — 2 log n Il I — 2 


Failure to make allowances of this kind has been responsible for a good 
deal of misapprehension in the past. Thus (as is pointed out by Shah and 
Wilson!) Sylvester’s erroneous formula gives, for values of n within the limits 
of Table I, decidedly better results than those obtained from the unmodified 
formula (4. 11). 

There is another point of less importance. The function which presents 
itself most naturally in our analysis is not 


f(x) = >: log wa? 
but 


g(x) = D A(n) a" = 2 log oy ete, 


@,l 
The corresponding numerical functions are not »,(n) and N,(n), but 


9.(n) = 34m) A(m'), Q.(n) = Dx 


m+m=n tot =n 


(so that Q,(n) is the number of decompositions of n into two primes or two powers 
of primes). Here again, N,(n) and Q,(n) are asymptotically equivalent; the diffe- 
rence between them is indeed of lower order than errors which we are neglecting 
in any case; but there is something to be said for taking the latter as the basis 
for comparison, when (as is inevitable) the values of n are not very large. 

In the table the decompositions into primes, and powers of primes, are 
reckoned separately; but it is the total which is compared with o(n). The value 
of the constant 20, is 1.3203. It will be seen that the correspondence between © 
the calculated and actual values is excellent. 


MLD, Dean: 
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Table I. 

n Q,(n) on) Q,(n) : p(n) 
30=2.3.5 6+4 =I0 22 0.45 
32/2 4+7 =ıl 8 1.38 
34 = 2.17 7.0.1413 9 1.44 
Lee AE he 8+8 = 16 17 0.94 
2l0=2.3.5.7 420 =42 49 0.85 
214 = 2.107 17 +0 = 17 16 107 
216 =.2°. 3° 28+0 = 28 32 0.88 
256 = 2° 16+3 =19 17 AIO 

2,948 = 24 50 + 17 = 67 63 1.06 
PONS „Ara 174 + 26 = 200 179 tea DI 
2,304 = 2°. 3° 134 +8 = 142 136 1.04 
2,3000 21153 67 + 20 = 87 69 1.26 
DATO = STR 7 LT 228 + 16 = 244 244 1.00 
3,888 = 2. 3° 186 + 24 = 210 197 1.06 
3,898 = 2.1949 9+6 = 105 99 1.06 
3,990 = 2.3.5.7.19 328 + 20 = 348 342 1.02 
4,0961 = 21? 104 + 5 =109 102 1.06 
4,996 = 27.1249 124 + 16 = 140 119 1.18 
4,998 = 2.3.79. 17 228 + 20 = 308 305 2401 
5,000 = 2°, 54 150 + 26 = 176 157 1912 
8,190 = 2.37.5.7.13 578 + 26 = 604 597 TOL 
8,192 = 218 150 + 32 = 182 171 1.06 
8,194 = 2.17.241 192 + 10 = 202 219 0.92 
10,008 = 2”. 3”. 139 388 + 30 = 418 396 1.06 
10010257. 11.13 384 + 36 = 420 384 1.09 
10,014 = 2.3.1609 408 + 8 =416 396 1.05 
80,030, ZU HRS ET. 13 1,800 + 54 = 1854 1795 11.03 
36,9605=12° 43457 7.11 1,956 + 38 = 1994 1937 2203 
20,270 = 2 1% 19711817 2,152 + 36 = 2188 2213 0.99 
AL680 = 2°.3°.5. 7.11 2,140 +44 = 2184 212% 1.03 
50,026 = 2.25013 702 + 8 = 710 692 15.03 
60,144 = 2% 1667 607 + 32 = 706 694 1.02 
170,166 = 2.3.79.359 3,734 + 46 = 3780 3762 1.00 
170,70 2.5.7 411.13.17 3,784 + 8 = 3792 3841 0.99 
170,172. == 2,3". 20 . 163 3,732 + 48 = 3780 3866 0.98 
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5. Other problems. 


5. 1. This last section is frankly conjectural, and is not to be judged by 
the same standards as $$ 1—3. 

The problems to which we have applied our method may be divided roughly 
into three classes. The typical problem of the first class is Waring’s Problem. 
Our solution of this problem is not yet as conclusive as we should desire, and 
we have not exhausted the possibilities of our method, even when allowance is 
made for still unpublished work; we cannot at present prove, for example, that 
every large number is the sum of 7 cubes or 16 biquadrates. But our proofs, 
so far as they go, are complete. 

The typical problem of the second class is that considered in $$ 1—3. The 
arguments by which we prove our results are rigorous, but the results depend 
upon the unproved hypothesis R. 

There is a third class of problems, of which Goldbach’s Problem is typical. 
Here we are unable (with or without Hypothesis R) to offer anything approaching 
to a rigorous proof. What our method yields is a formula, and one which seems 
to stand the test of comparison with the facts. In this concluding section we 
propose to state a number of further formulae of the same kind. Our apology 
for doing so must be (r) that no similar formulae have been suggested before, 
and that the process by which they are deduced has at any rate a certain 
algebraical interest, and (2) that it seems to us very desirable that (in default 
of proof) the formulae should be checked, and that we hope that some of the 
many mathematicians interested in the computative side of the theory of numbers 
may find them worthy of their attention. | 


Conjugate problems: the problem of prime-pairs. 


5. 2. The problems to which our method is applicable group themselves in 
pairs in an interesting manner which will be most easily understood by an example. 
In Goldbach’s Problem we have to study the integral 


I etre IE 
ur) (x) an +1? 
where 


ha 
n ? 


f(x) = D log @x0, x—Reiv—e à 
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or 


11 vy 1—ni) 
lat) fi (Reiv) f(Ret”) e Pdw. 


The formal transformations of this integral to which we are led may be stated 
shortly as follows. We divide up the range of integration into a large num- 
ber of pieces by means of the Farey arcs §&,,4, W varying over the interval 


Be 2PT 
q 


+ 0», 





=O. when x varies over &,,4. We then replace f(x) by the 


appropriate approximation 











u(g) € u(g) I 
p(a) È 2 p(g) I ( 2 PT 
an by u, and the integral 
0p,q 2 
‘ el—niu 
(5. 22) ea(—np) | : ‚du 
ny (a) 
dinar \n 
by 
el—iw 
(5. 23) Neg man få Tat w=2sne, (— NP). 


We are thus led to the singular series S,. 
Now suppose that, instead of the integral (5. 21), we consider the integral 
(5. 24) J(R) = 57, | Rev) f(Re-) iv dy, 


2 TE 
0 


where now k is a fixed positive integer. Instead of (5. 22), we have now 


ekiu 








du © «UD |, = Neg (kp). 


LOUE FT My 
Soul (Ey hu tal 
—0O'pg |, | É it | “om 
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We are thus led to suppose that 





Ba: u(g)\® 
(5. 25) I(R) oc En D (EL) ec (kr) 


1 
when R=e 7, n—. 
The series here (which we call for the moment S',) is the singular series S, 
with — k in the place of n. On the other hand 


2x 
I dé iw — Ti iw 
J(R) =, | Zilog av RY e@'v. N log o Re TV. ch RE Nae eae 
where 
a, = log & log (w +k) 


if both © and D +k are prime, and a, =o otherwise. Hence we obtain 





I 
dita BP? OO Res 


1 
Here R=e *, but the result is easily extended to the case of continuous ap- 


proach to the limit 1, and we deduce! 


(5. 26) Dar ons‘. 


T <n 


And from this it would be an easy deduction that the number of prime pairs 
differing by k, and less than a large number n, is asymptotically equivalent to 





N I 
(log nä 


We are thus led to the following 
Conjecture B. There are infinitely many prime pairs 


0,0 =Tw+Lk, 


for every even k. If Pi(n) is the number of pairs less than n, then 


n p—I 
Pı(n)»2(C, low Il ( + =) | 


where C, is the constant of $ 4 and p is an odd prime divisor of k. 








1 We appeal again here to the Tauberian theorem referred to at the end of 4. 2 (f. n. 1), 
This time, of course, there is no question of an alternative argument. 
? Note that S',=o if k is odd, as it should be. 
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It will be observed that the analysis connected with Conjectures A and B, 
which deal respectively with the equations 
n=D+T, W=wrk, 
is substantially the same. It is pairs of problems connected in this manner that 
we call conjugate problems. 
Numerical verifications. 


5. 31. For k=2,4,6 we obtain 








20,n 

(5. 311) Lele) ™ (log n)?” 
| _ 20,7 

(5. 312) ö P,(n) © (log nn)? 
, 40,0 

(5. 313) P,(n) AT og nn)? 


Thus there should be approximately equal numbers of prime-pairs differing by 2 and 
by 4, but about twice as many differing by 6. The actual numbers of pairs, 
below the limits 


100, 500, I000, 2000, 3000, 4000, 5000 











are 
| Le 24 | 35 | 61 | n gr 4 ae À 125 | 
9 26 41 63 | 86 | 107 121 | 
16 47 73 125 | 168 | 5 | 241 





The correspondence is as accurate as could be desired. 

5. 32. The first formula (5. 311) has been verified much more systematic- 
ally. A little caution has to be exercised in undertaking such a verification. 
The formula (3. 26) is equivalent, when k=2, to 


(5. 321) > A(m) A(m+2) »20;,n; 


m<n 


and, when we pass from this formula to one for the number of prime-pairs, the 
formula which arises most naturally is not (3. 311) but! 





1 This formula follows from (5. 321) in exactly the same way that 


reco Lia 


> Alm) © x. 


MAX 


follows from 
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(5. 322) P,(n) 020, | (og aj? 


indeed it is not unreasonable to expect this approximation to be a really good 
one, and much better than the formulae of 4. 4. The formula (5. 322) is nat- 
urally equivalent to (5. 311). But 


n 


de mn 2! 3! 4 
een + tog n* (log at ; 








and the second factor on the right hand side is (for such values of n as we 
have to consider) far from negligible. It is for this reason that Brun, when he 
attempted to deduce a value of the constant in (5. 311) from the statistical 
results, was led to a value seriously in error. 

We therefore take the formula (5. 322) as our basis for comparison, choosing 
the lower limit to be 2. For our statistics as to the actual number of prime- 
pairs we are indebted to (a) a count up to 100,000 made by GLAISHER in 1878? 
and (6) a much more extensive count made for us recently by Mrs. G. A. 
STREATFEILD. . The results obtained by Mrs. Streatfeild are as follows. 























2 
n | P,(n) 205 la Ratio 
2 

100000 1224 1246.3 1.018 
200000 2159 2179.5 1.009 
300000 2992 3035 . 4 TOITS 
400000 3801 3846. 1 LOLs 
500000 | 4562 4625 .6 1.014 
600900 5328 53805 1.010 
700000 6058 6118 .7 I OIO 
800000 6763 6840 . 2 D GNT 
900000 7469 7548.6 I. OI! 
1000000 8164 - 8245 . 6 1.010 








1 The series is of course divergent, and must be regarded as closed after a finite number 
of terms, with an error term of lower order than the last term retained. 

> J. W. L. GLaisHer, ‘An enumeration of prime-pairs’, Messenger of Mathematics, vol. 8 
(1878), pp. 28—33. Glaisher counts (1,3) as a pair, so that his figure exceeds ours by 1. É 
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5. 33. Similar reasoning leads us to the following more general results. 
Conjecture ©. If a,b are fixed positive integers and (a, b)=1, and N (n) is 
the number of representations of n in the form 


n=aw+bw, 
then 





N(n)— 0 





ran | 

(log n)? 

unless (n,a)=1, (n,b)=1, and one and only one of n,a,b is even.‘ But if 
these conditions are satisfied then 





20985 oy p—ı 
N G6 (log mr Illy) 


where C, is the constant of § 4, and the product extends over all odd primes p which 
divide n,a, or b. 
Conjecture D. If (a,b)=ı and P(n) is the number of pairs of solutions of 


aw —ba=k 
such that © <n, then | 
n 
Pen 


(log n) 


unless (k, a) =1, (k, b) =1, and just one of k, a, bis even. But if these conditions 
are satisfied then 


SC aa Nn p—I 
POS dog ap Ml (p= 2) 


where Pp is an odd prime factor of k, a, or b. 

It should be clear that the theorems proved in $$ 1—3 must be capable of 
a similar generalisation. Thus we might investigate the number of representa- 
tions of n in the form 


n=aw+bw + cv"; 


and here proof would be possible, though only with the assumption of hypo- 
thesis R. We have not performed the actual calculations. 





1 This is trivial. If n and a have a common factor, it divides Dw', and must therefore 
be @, which is thus restricted to a finite number of values. If n,a,b are all odd, or a 
must be 2. 
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Primes of the forms m? +1, äm? + bm +c. 


5. 41. Of the four problems mentioned by Landau in his Cambridge address, 
two were Goldbach’s problem and the problem of the prime-pairs. The third 
was that of the existence of an infinity of primes of the form m°?+1.! 

Our method is applicable to this problem also. We have now to consider 
the integral 


20 
J(R) = 2, [AR s(Re ine van, 
0 


where f(x) is the same function as before and 


I(x) = Name. 


m=1 


The approximation for 9(x) = 9(Re—iv) on &,,, is 


SEX = 2 
9 (Rein) oo 2 Vär ra (74 [pP] 
2 q \n 
where 


q 
Spg = Dd ea(h? p) 
hol 


and Sp, is the conjugate of S,,: and we find, as an approximation for J(R), 





(q) pe id 

I HAY) ee e—*“au 

BEE ES EA ae | 

4Vz 57 1 P9) 2 p) | (2 We + 
— D, ¢ Fe — iu) RE TU 


We replace the ntegral here by 


(we) 


il du 
tips I : 
ao “ iu) Ve + iu 


! The fourth was that of the existence of a prime between n? and (n+ 1)° for everyn>o. 

The problem of primes am? + bm +c must not be confused with the much simpler (though 
still difficult) problem of primes included in the definite quadratic form ax + bxy+ cy’ in two 
independent variables. This problem, of course, was solved in the classical researches of DE LA 
VArLéEe Poussin, Our method naturally leads to de la Vallée Poussin's results, and the formal veri- 
fication of them in this manner is not without interest. Here, however, our method is plainly 
not the right one, and could lead at best to a proof encumbered with an unnecessary hypothesis 
and far more difficult than the accepted proof. 





= x Van; 
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and we are led to the formula 
(5. 411) J(R) » Vauns, 
where S is the singular series 


(5. 412) S= = Spa Ca (— D). 


Repeating the arguments of $ 5. 2, we conclude that the number P(n) of primes 
of the form m°+1 and less than n is given asymptotically by 


Vn 


5. 42. The singular series (5. 412) may be summed by the method of $ 3. 2. 
Writing 
S=- YAg=1+4,+ 4,4", 


there is no difficulty in proving that Agg = Ag A if (g,9)=ı. Hence we 
write ! 


S => Il Lo 
where 


Xo = 1+4dotA4m+'=1+A,. 


02, A, —0, Ys=1. li w>2,? 


1 1 
Ele a 
Se = (2) is Va Sa (Pi 4 Vo, 


and 
1 g—1 
AVES MO genial) y (2) (— p) 
(8 — 1) VT per 
1 
Run me Meat = 
zZ TD — I Le TD —- I\® 





! Even this is a formal process, for (5. 412) is not absolutely convergent. 
? See DirIcHLET-DEDERIND, Vorlesungen über Zahlentheorie, ed. 4 (1894), pp. 293 et seq. 


48 G. H. Hardy and J. E. Littlewood. 


Thus finally we are led to 
Conjecture E. There are infinitely many primes of the form m°+1. The 
number P(n) of such primes less than n is given asymptotically by 


where 


5. 43. Generalising the analysis of $$ 5. 41, 5. 42, we arrive at 

Conjecture F. Suppose that a,b, c are inlegers and a is positive; that (a, b, c)=1; 
that a+b and c are not both even; and that D — b? — 4ac is not a square. Then 
there are infinitely many primes of the form am?+bm+c. The number P(n) of 
such primes less than n is given asymptotically by 


eC Vn 
que Valogn Il fac ) 





where ÿ is a common odd prime divisor of a and b, e is 1 if a+b is odd and 2 
if a+b is even, and 


(5. 4321) C= 1. A): 


It is instructive here to observe the genesis of the exceptional cases. If 
(a,b,c)=d>ı1, there can obviously be at most one prime of the form required. 
In this case x, vanishes for every @ for which @ | d. If a+b and c are both 
even, am®+bm+c is always even: in this case x, vanishes. If D=—k?, then 


4a(am® + bm + c) = (2am +b)’ — 
and 


4a@ = (2am + b)? — k? 


a finite number of 





values of m. In this case no factor x, vanishes, but the product (5. 4321) 
diverges to zero. | 

5. 44. The conjugate problem is that of the expression of a number n 
in the form 


(5: 441) n = am? +bm +. 
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Here we are led to 

Conjecture G. Suppose that a and b are integers, and a>o, and let N (n) 
be the number of representations of n in the form am®+bm+%. Then if n, a,b 
have a common factor, or if n and a + b are both even, or if b’ + aan is a square, then 


(5. 442) N(n)=o on: 


In all other cases 


: © Vn ook | I (b?+4an 
de role) TL (ea 
T= 3,0 d 








where ÿ is a common odd prime divisor of a and b, and « is x if a+b is odd and 
2 if a+b is even. 
The following are particularly interesting special cases of this proposition. 
Conjecture H. Every large number n is either a square or the sum of a prime 
and a square. The number N(n) of representations is given asymptotically by 


(5. 444) Vo en | pees (2). 


There does not seem to be anything in mathematical literature corresponding 
to this conjecture: probably because the idea that every number is a square, 
or the sum of a prime and a square, is refuted (even if ı is counted as a prime) 
by such immediate examples as 34 and 58. But the problem of the representa- 
tion of an odd number in the form & + 2m? has received some attention; and 
it has been verified that the only odd numbers less than 9000, and not of the 
form desired, are 5777 and 5 993. 

Conjecture I. Every large odd number n is the sum of a prime and the double 
of a square. The number N(n) of representations is given asymytotically by 


(5. 445) Nn) og Il se (Gil: 
T 





1 By Srerx and his pupils in 1856. See Dickson’s History (referred to on p. 32) p. 424. 
The tables constructed by Stern were preserved in the library of Hurwitz, and have been very 
kindly placed at our disposal by Mr. G. Pölya. These manuscripts also contain a table of 
decompositions of primes 4 = 4m + 3 into sums q =p + 2p', where p and p' are primes of the 
form 4m + I, extending as far as q = 20983. The conjecture that such a decomposition is always 
possible (1 being counted as a prime) was made by Lagrange in 1775 (see Dickson, J. e., p. 424). 
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5. 45 We may equally work out the number of representations of n as 
the sum of a prime and any number of squares. Thus, for example, we find 


Conjecture J. The numbers of representations of n in the forms 
n=@tm!+m), n=w@+mi tm; +m; +m}, 


are given asymptotically by the formulae 














dh P—ı 
(5. 451) N(n) co Cren Il fs al Il or =) 
er ea a | res tesa | a oi 
where 
DET cere LE si 2 

MSIE i “2 ee; 
and 

ki I 2 a(R Fb. 2) 
(5. 452) N(n) 5 Cen Il PPT ); 
where 

rl I 

(5. 4521) o-If + SA 


Here » is an odd prime divisor of n, and representations which differ only in the 
sign or order of the numbers m,, My, ... are counted as distinct. 
The last pair of formulae should be capable of rigorous proof. 


Problems with cubes. 


5. 5. The corresponding problems with cubes have, so far as we are aware, 
never been formulated. The problem which suggests itself first is that of the 
existence of an infinity of primes of the form m°+2 or, more generally, m° + k, 
where & is any number other than a (positive or negative) cube. 

Here again our method may be used, but the algebraical transformations, 
depending, as obviously they must, on the theory of cubic residuacity, are 
naturally a little more complex. As there is in any case no question of proof, 
we content ourselves with stating a few of the results which are suggested. 

Conjecture K. Jf k is any fixed number other than a (positive or negative) 
cube, then there are infinitely many primes of the form m°+%k. The number P(n) 
of such primes less than n is given asymptotically by 


1 


4 ns 2 | 
(51051) Pineal Ho 
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where 
@=ı (mod. 3), wk, 


; I i é | | 
and (— k). is equal to x or to — = according as — k is or is not a cubic residue of w. 


Conjecture L. Every large number n is either a cube or the sum of a prime 
and a (positive) cube. The number N (n) of representations is given asymptotically by 


4 


MOSS OP 


ON —— 
logn 


the range of values of w being defined as in K. 

Conjecture M. If k is any fixed number other than zero, there are infinitely 
many primes of the form I?+m?+k, where Il and m are both positive. The number 
P(n) of such primes less than n, every prime being counted multiply according to 
its number of representations, is given asymptotically by 


RÖ ea 
P(n) ni res D) I+ Ag), 


where ÿ and w are odd primes of the form 3r+1, pk, wk, and 





di 2 
fo nen) 
if —k is a cubic residue of ©, 
ß A + 2B—2 
ARN AREAN 


in the conlrary case. The positive sign is to be chosen if 


the negative in the contrary event. And A and B are defined by 


A=2a—b,3B=b,4@=4°+27B. 
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In particular, when k=1, the number of primes l° + m° + 1 is given asymp- 


totically by 
ea 
3 n A—2 


2 log „Al tae ar 








primes susceptible of multiple representation being counted multiply. 

Conjecture N. There are infinitely many primes of the form k? +1? +m, 
where k,l, m are all positive. The number P(n) of such primes less than n, primes 
susceptible of multiple representation being counted multiply, is given asymptotically by 


Ps | Pi ek 


where @ is a prime of the form 3m +1, and À has the meaning explained under M. 


Triplets and other sequences of primes. 


5. 61. It is plain that the numbers wo, & +2, © +4 cannot all be prime, 


for at least one of the three is divisible by 3. But it is possible that 
©,@+2,@+6 or @,@+4,%+6 should all be prime. It is natural to enquire 
whether our method is applicable in principle to the investigation of the 
distribution of triplets and longer sequences. 
The general case raises very interesting questions as to the density of the 
distribution of primes, and it will be convenient to begin by discussing them. 
We write 
(5. 611) o(x) = lim (a(n +x)—zx(n)), 


n— © 


so that o{x)=o([x]) is the greatest number of primes that occurs indefinitely 
often in a sequence n+1,n+2,...,n+[x] of [x] consecutive integers. The 
existence of an infinity of primes shows that o(x)>ı for z>1, and nothing 
more than this is known; but of course Conjecture B involves o(x) > 2 for a> 3. 
It is plain that the determination of a lower bound for o(x) is a problem of 
exceptional depth. 

The problem of an upper bound has greater possibilities. We proceed to 
prove, by a simple extension of an argument due to Legendre}, 





! See Landau, p. 67. 
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Theorem G. Jf e>o then 


IE A 
SAN lg Ru), 
where C is Euler’s constant. More generally, if N (x, n) is the number of the integers 
n+I,n-+2,...,n+[x] that are not divisible by any prime less than or equal to 
log x, then 


Brat ies tte 70 ee WO 
O(a) nage es n)<(I+e)e he le) 
It is well-known that the number of the integers 1, 2,..., [y], not divisible 


by any one of the primes p,, p,,..., Py, 18 


24] 2075 


where the :-th summation is taken over all combinations of the » primes 7 at 
a time. Since the number of terms in the total summation is 2”, this is 


NE + A EV A a NR EL: er 
: PA PTE SES He u(x le | É EUCH 


We now take »,,p,,..., py, to be the first » primes, write n+ and n 
successively for y, subtract, and take the upper limit of the difference as n—. 
We obtain 


But 


as y— w.! If we take y=log x, and p, to be the greatest prime not less than y, 
we have 


x 
ne DR Per colle 
vy <p, < logs, 8 le log J 


o(z)<(I+e)e- (el: 


RE es 
log log x 


the desired result. 





! Landau, p. 140. 
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An examination of the primes less than 200 suggests forcibly that 


0(x) < w(x) (22): 


But although the methods we are about to explain lead to striking conjec- 
tural lower bounds, they throw no light on the problem of an upper bound. 
We have not succeeded in proving, even witb our additional hypothesis, more 
than the »elementary» Theorem G. We pass on therefore to our main topic. 

5. 62. We consider now the problem of the occurrence of groups of primes 
of the form 


ON Le DS Orten: 
where @,,4;,...., dm are distinct positive integers. We write for brevity 
fm(2)= I A(@) A@+ a,)... Al@ + am) a”. 
w=2 


Then, if (h, k) =1, we have 


(5. 621) rm fin (r?.e,.(h)) = > Aa) A(W+a,)...4(W+am)r?7t™ e, (wh) 


= =|2 A®@)... A(W +am_1)rT eV Ter (Th). DAT Te FP etm F dy 
0 


27 
= ioe I Bos k ) fire-ir)e'm'? dp. 
& 


2ha 


J 


IMG = +0, r—1, 0— 0, and 9 is sufficiently small in comparison with 
I —7, then 
ma x(q) 
f(re Dee 
where 
even OC 
(9) p(q) 


Let us assume for the moment that 





I 
Imre) 0 Oma (Fr) à = 750 


if y= 7 +0,r—1, and @ is sufficiently small. Then our method leads us to write 
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2ha 


20 
73] rel” 5 ) prev) mis dep 
5 


ef?) TS _ dé 
q a (1 —red)(r—re-'P9) 








v2. ) dm (P+ +4 








“Psd 
Wb AN p.. :h\r [amp 
re 2 2(0)om (0 + el À ) 
on replacing the integral by one extended from — sr to x. Thus (5. 621) 
suggests that 
Im (0) 
(5. 622) fm (7) © Len 


where gm, is determined by the recurrence formula 








| | h en À p h Am? 
(5. 623) Im (7) = Da x(q) Jm—1 2 är A el q 
P,q 
and 
h 
(5. 624) go (7) = 200. 
From this recurrence formula we obtain without difficulty 
Sr gn(0)=Su= >  Mrtzwel} ei 
1 #47 


71,913 +--,Pm: Im r=1 r= 


where g, runs through all positive integral values, p, through all positive values 
less than and prime to q,, and Q is the number such that 


Fe Pie? a a ı Re, (Pa QO) = 7T. 


Q nu" I Im 
If we sum with respect to the p’s, we obtain a result which we shall write in 
the form | 
(5. 6251) Om = = 24 G15 us.) Im)» 


91,92,» Im 


We shall see presently that the multiple series (5. 6251) is absolutely con- 
vergent. 
For greater precision of statement we now introduce a definite hypothesis. 
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Hypothesis X. If m>o, and r—1, then 


Se 
(5. 626) Im (1) > Ties r ? 
where Sm is given by (5. 625) and (5. 6251). 
Our deductions from this hypothesis will be made pee and we shall 
describe the results as Theorems X 1, X 2,... 
5. 63. From (5. 626) it follows, by the argument of 4. 2, that 


x 


(5. 631) Pi%23070,,02 ..., Om) D Sm (log a)’ 


as æx—o, where the left-hand side denotes the number of groups of m+ 1 primes 
n,Nn+G,...,N +Am of which all the members are less than x. 

We proceed to evaluate S,,. In the first place we observe that A(q,,q:,..., Gm) 
is zero if any g has a square factor. Next we have 


(5. 632) A(Q19'1, la». Gm Q'm) =A(Qis Qos ©» : Gm) A(Q'3 Y'a +. +> Am); 
provided (g,, q's) = 1 for all values of r and s. For, if we write 


Pry Pr PreGet Dede de, 
qv Qr Ir Yr Ir 





so that q,=q-q',, and suppose that p, and p', run through complete sets of 
residues prime to q, (or q',) and incongruent to modulus gq, (or g',), then p, runs 
through a similar set of residues for modulus 4,.° Also (Q,Q')=1 and so 
(PO P'Q; 00) = 1.” Hence, since 





> 


sr P BER _PQ'+P'Q 
u ann; 
the Q associated with >= is QQ'. Since y(gq’) = x(q)xz(q') if (q, q')=1, (5. 632) 


follows at once. 
Assuming then the absolute convergence, more conveniently established 
later, of the series and the product, we have 


(5. 633) Sn = SA (dis Gants Yun), = IX (DA IX (GH) = MXN OR 


Partitio numerorum. III: On the expression of a number as a sum of primes. 57 
where 
1094) A) = "TI HD Lo; 1, I, mi, 1) + > AG: Git Dias sok) Eee 


taeda, Tet M) Al Td, top TS 


and where 2 is extended over all A’s in which r of the m places are filled by 


@s and the remaining m—r by 1’s. 
Our next step is to evaluate the A’s corresponding to a prime &. Writing 





== — — ze we have first, when only one place, say the first, is filled 
1=9,9=1ılr>n),p=olr>1),Q=-@, 


(5. 635) A(@,1,1,..., 1) =(x(@))? Yeola,p) =xco(a,). 
Do) 


When r>ı places, say the first r, are filled by w’s, we have similarly 


A(w,@,@,...,1) =x" d'eo(ap, +: +4,P,)x(Q), 





PL D2, «Pr 
where the p’s run through the numbers 1,2,..., @—1, and Q is determined by 
(P,Q)=1, Dit tr 

Clearly 
Q=1 (Sp=o (mod. &)), Q= @ (>) p=Eo (mod. @)). 
Hence 


(5. 636) Aw, 0,0, ...,1) =a] Yeo (Yar) + 
steeds) 


Pi, y s=l 


ren slå) 


pitpet:::=0 s=1 


— ph | II Cœ(as) — a > ea DIT po) |. 
s=1 Ppıtp3+ ON) 
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Now 
B= 2 ea = (Zar) 
pit pot - 
is evidently a function of @,a,,..., a, which is unaltered by a permutation of 
d,...,4. We denote it (dropping the reference to &) by Bm(a,, a, ..., Ar); 
the suffix m being used to recall that a,,a,,...,a,, or rather the a’s that 
replace them in the general case, are selected from a,, @,,..., Gm. 
Then 
(5:637) Blå daj «oj ar) fö 2 577 (Zr leet ape ONE POSER 
D2, P3,+++)Py p2tpst---=0 
ze 1) Da teas tar — a) pr) — Yea (la — a,).Ps +: + (ar — Ay) Pr) + 


> Py 
2: T 
= I co (a; —a4,)— Hesa — 
s=2 s=3 


Here we are supposing r>2. We shall adopt the convention B,,(as) =o. 
5. 64. We now digress for a moment to establish the absolute convergence 
of our product and multiple series. We have 


(5. 641) ca(k)=@m—1 (Tk), cao(k)=—1 (wk). 


Hence, when @ is large, every ca occurring in (5. 635), (5. 636), or (5. 637) 
is equal to —1.! It follows that . 


K 
T° 





liga 0, mk avs 4) Kas > 
and so, since A(g,,9:; -..) is the product of A’s each involving only a single 
prime w, that the multiple series and the product in (5. 633) are absolutely 
convergent. 

5. 65. Returning now to X(@), we have, for r>1, 


r . 
A®,9,@,...I)= «art! (Leo (a) a Bm(a,, a, es @r)]> 


s=] 


the result being true for r=1ı in virtue of (5. 635) and our convention as to 
Bm(as). Hence 





1 It is here that we use the condition AE TUE 
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mbar) , Anl = 1+ Dart Peotay (as) oder > Balas a, 7 dr 


r=1 r=2 


m 


=I+t (Il Ger wea(a,))—3} FR wa‘ ar Ons 


r=1 r=2 
= Ym — WE Zn, 


say, where 


(5. 652) Ce = > Bade Ay, «08, ay), 


the summation being taken over all combinations (without reference to order) 
of a,,..-, Am taken r at a time. 
Now 


(5.653) Yarı—(I —x) Yn= a x—(1—x) +2] (x +xzco(a;))(1+%Co (Aam+ı) —1 +2) 


r=1 
m 
—=x+(1— x) + LC UI + Co(Am+1)) TH 1+ XCœ(a)). 


Also 


I 
Cres ve = Or + > B (Amt, a; By, +005 Ana) (NEA 


! . . 
Here >, denotes a sum taken over the combinations of a,,@.,...,; 4m, r—ı at 


a time; and the equation holds even for r=m+1 if we interpret C,, m+1 a8 zero. 
Hence, by (5. 637), 


= 
I 
Öka RT + > N Ca(as — Am +1) — Bm (a, > Any woos d,—1) 
s=1 


r 
I 
Fa Cr + D Il Ca (a; — Am +1) > evel: 


s=1 


and therefore 


m+l m+1 m+l 


(5. 654) Lngi= DE Om im Da Yles — Am +1) — D a" Omr-ı 


r=2 r=2 s=1 


rai (I=) Zm + x (EG 3 x Ca (Ar, — Am+1)) mir 1). 


r=1 
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Using (5. 651), (5. 653), and (6. 654), and observing that z(1 — 2) = — wx?, we 


obtain 
(5. 655) Xm+1(@) — (1 —%) Xm(@) = x’ (1+ ca(am+1)) JE (x + vea(a,)) — 
r=1 


m 
— ax] (x + xem (a, — am+1)). 
r=1 
To this recurrence formula we add the value of X,(w) for m=1, viz. 


(5. 656) X, (oa) =1+A(T)—=1+1cœ(a;). 


5. 66. We can now deduce an exceedingly simple formula for X,,(@), viz. 








(5. 661) | Xul®) 4) 

where 

(5. 662) YAY, == (OO did. ae) 

is the number of distinct residues of 0,a,,@,,...,;@m (mod. &). 


This is readily proved by induction. Let us denote the right hand side of 
(5. 661) by X'm; and let us consider first the case m=1. 

If a,=o (mod. @) we have v=1I,ca(a)=@-—1; if a,=o we have v—2, 
ca(a,)=—1. In either case X, = X',. 

Now suppose the result true for m, and consider X,,1. There are three 
cases: 

(i) Gm¢41=0 (mod. &). Here 


a , 

Ym+1= Vm) None == Tes; Xn = (I 2%) A 
On the other hand 1 + calan+ı) = ©, Ca(Ar — Am +1) =Ca(ar); the right hand side 
of (5. 655) vanishes; and so i 


Xm+i= (1a) Xm = (I —#) X'm = Km. 


(li) Gm41=a,,=0 for some r,<m. Here again %m4:—7m. On the one 
hand we have, as before, X'n+ı=(I—x)X'm. On the other 


I + Co (Qm+1) = 0, I + XCœ (Ar, — Am4i) =1 Ze ca(0)=0; 
— I 


the right hand side of (5. 665) vanishes, and Xm 4i— X'm41 as before. 
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Qi) Aam+ı= 0, Am+ı = a,(r<m). Here v„+1=V"mtı=»v+ı. Also all the cs 
concerned are equal to — 1. Hence 


Xm+i— (1 — XC) Xm = — WL (i — XL) =2(1 — xml, 
Brain X == X' m; 
Xm+i = (I—2).(I— x)" (14+ (vy —1)x) +x(r — x) 
= (I — x) (7 + vx) = X' mii. 


This completes the proof. 
We now restate our conclusions in a more symmetrical form. 
Theorem X ı.! Let b,,6,,..., bm be m distinct integers, and P(x; b,,b,,...,bm) 


the number of groups n+b,,n+b,,...... ,n +0, between ı and x and consisting 
wholly of primes. Then 
(5. 663) Payne) 


when x— ©, where 


(5. 664) Se || (FF) 


v=v(@;b,,b,,...,Dm) is the number of distinct residues of b,, b,,..., bm to mo- 
dulus ©, and 








: du 
Lim(x) ma (log u)m 5 
Further 
(5. 665) G(b,, 055 sey Dm) IE CmH (6, , b,, AN NANA bm) 
where 
| ar Mm—1T — m 
(3. 666) Cm = IH (be ee 
@>m i 
In N, TI — 
(5. 667) falling: b;, Dach bn) = [| (=| NE), 
aim a\d 
@>m 


and 4 is the product of the differences of the b’s. 





! To avoid any possible misunderstanding, we repeat that these theorems are consequences 
of Hypothesis X. 
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The change from 0,a,,...,@m to b,,b,,...,bm is obtained by writing 
n—b, for n and m for m+ 1. The expression of G as the product of the con- 
stant C,, (depending only on m) and the finite expression H follows immediately 
from the fact that v=m if  - 4, © >m. 


5. 67. There are plainly many directions in which it would be possible to 
extend these investigations. We may ask, for example, whether there are 
indefinitely recurring pairs, triplets, or longer sequences of primes subject to 
further restrictions, such as that of belonging to specified quadratic forms. We 
have considered one problem of this character only, which is interesting in that 
it combines those contemplated in Conjectures B and E. Is there an infinity 
of pairs of primes of the forms m?+1, m?+3? The result suggested is as follows. 

Conjecture P. There are infinitely many prime pairs of the form m? + 1, m? + 3. 
The number of such pairs less than n is given asymptotically by 

3CVn 3Vn © (@—v) 


Q (n) © log n)? (log ln 





where v is o, 2, or 4 according as neither, one, or both of — x and — 3 are quadratic 
residues of @. 


Numerical verifications. 


5. 68. A number of our conjectures have been tested numerically by Mrs. 
STREATFEILD, Dr. A. E. WESTERN, and Mr. O. WESTERN. We state here a few 
of their results, reserving a fuller discussion of tbem for publication elsewbere. 

The first of these numerical tests apply to conjectures E and P. In applying 
such tests we work (for reasons similar to those explained in 4.4 and 5.32) not 
with the actual formulae stated in the enunciations of those conjectures, but 
with the asymptotically equivalent formulae 


n 








I ur D 1/77 
(5. 681) je (n) ae) x o | Vz 18 co ; C LiVn 
and 
| 3 Boch 3 on 
. 68 SO Clit, Vn- 
(5. 682) Q(n) © à | Va (log ii oo 2 1, Vn 


The number of primes less than 9000000 and of the prime form m? +1 is 
301. The number given by (5. 681) is 302.6. The ratio is 1.005, and the agree- 
ment is all that could be desired. 

The number of prime-pairs m?+1 and m?+ 3, both of whose members are 
less than 9000000, is 57. The value given by (5. 682) is 48.9. The ratio is 


Partitio numerorum. III: On the expression of a number as a sum of primes. 63 


.858. The numbers concerned are naturally rather small, but the result is perhaps 
a little disappointing. 

A more systematic test has been applied to the formulae for triplets and 
quadruplets of primes, the particular groups considered being 


©, W+2,0+6; ©, @+4, @+6; 
Gi 2,0 70.2 08, ©, 74,0 + 0,10 +10. 


Tbe two kinds of triplets should oceur with the same frequency. On the other 
hand there should be twice as many quadruplets of the second type as of the 
first. For o, 2, 6, 8 have 4 distinct residues to modulus 5 and o, 4, 6, Io but 
3, while for all other moduli the number of residues is the same; and the ratio 
5—3: 5—4 is 2.: The actual results are shown in the following table. 






































Triplets. 
x P, (x; 0, 2,6)| 2 C, Li, (x) Ratio P; (x; 0, 4, 6) | Ratio | 
— L | . | 
10° 260 270. 78 1.041 249 | 1.087 | 
27.109 417 440.71 14087 425 1.037 
310, 566 589 . 89 I. 042 588 | 172003 
AN. EG? 718 7270043 Lon? 748 0.972 
DUT OP 833 857.10 1.029 881 0.973 
6” To? 950 980 . 92 1.033 1008 0.973 
LO 1073 1100.16 1.025 1133 org 
8. 10° 1195 1215.64 1 0178531 1231 | 0.988 
9.10° 1295 1327.97 1.025 Par | 0.998 
106 1398 1437 . 59 1.028 1443 | 0.996 
Quadruplets. 
x P, (x; 0, 2,6, 8)| 3 C, Li, (ax) Ratio P(x; 0,4,6,10)| 27 C, Lt, (x) tatio 
10° 38 40.41 1.063 80 80 . 82 1.010 
2RTO- 52 61.18 eg 124 122435 0.987 
Brito” 70 78.62 190723 160 197.24 0.983 
4: 10° | 87 94 . 28 1.084 194 188.55 0.972 | 
BA tO” 103 108.75 1.056 219 217.50 0.993 
6. 10” 117 122.36 1.045 239 244.71 1.024 
7, 10° 133 135.29 7.017 263 270.59 We O20 ee. 
8. 10° 141 147.69 1.047 285 295 . 39 1.036 | 
ON TO? 156 159 . 64 1.023 299 210829 1.068 
10° 166 hee a 1.031 316 | 342.42 1.084 
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Here C, and C, are the constants of Theorem X 1. The results are on the whole 
very satisfactory, though there is a curious deficiency of quadruplets of the 
second type between 800000 and 1000000. 


5. 691. We return to the problems connected with the function 


o(x) = lim (x(n+x)—x(n)). We shall adhere to the notation of Theorem X 1, 


and shall suppose in addition that x is integral and that o<b,<b,<..-<bm, 
It follows from Theorem X x that, if H(b,,b,,...,bm)—0, groups n+b,,n+b,,..., 
n+bm consisting wholly of primes continually recur, and we shall say, when 
this happens, that 6,,0,,..., dm is a possible m-group of b’s. We say also that 
the 2-+b,,...,7 +bm is an m-group of primes. If, in a possible group, m = o(x), 
where a= 0,,—b, +1, we shall call the group, either of primes or of b’s, a maxi- 
mum group. A set of x consecutive positive integers we call an x-sequence; 
and we say that the group n+b,,...,n+b„ is contained in the (bm — 6, + 1)- 
sequence b, <c<b„, and that its length is bu —b, + I. 

Theorem X 2 10/00 0. 7707 have a missing residue (mod. a) for each 
wm <m, then these b’s form a possible group. 

This is an immediate consequence of Theorem X 1, since » < @—1 for w > m. 

Theorem X 3. Let M(x,n) be the number of distinct integers c,,C),..., CM; 
in the interval n<c<n+x, which are not divisible by any prime less than or 
equal to 


and let 


Then 


Let o(x,u) be the number obtained in place of o,(x) when the o(x) that 
occurs in the definition of o,(x) is replaced by u. Clearly we have 


(5. 6911) o(%, uw — 1) > e(&, u) 2 0(®) 
and 
(5. 6912) ea) > ete, u—n)— [À] + 
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Further, 
(5. 6913) t= ole, u) <u 
implies 

g(a, u) = (x). 
For let d,,d,,...,d, be an increasing set of positive integers with the properties 
(characteristic of a set of r=o(x, u) such integers) that (a) there is an n such 
that n+d,,...,n+d, are not divisible by any prime less than or equal to wu, 
and (6) d-—d,+1<2. Then n+d,,...,n+d, form a ’possible’ group of b’s, 


since they lack the residue o for every prime less than or equal to +. Hence 
o(x)>v =oe(x,u), and so, by (5. 6911), o(x) = oz, u). 

Next we observe that o(x, u) =o(x) for u — x, since the inequality r<u is 
clearly satisfied in this case. Let now u, be the least u, greater than or equal 
to o(x), for which oz, u,) = ço(x). Then o(z)<w,<x. We have then 


(5. 6914) ot, to) = 0(%), O(%, uw — 1) > e(x), 
and so 

oa) > ei; 
by (5. 6913). Thus 


ty Sete, 110 —1) See tu) + || +x ec + [ET + 
My 170 


x 


<e@+[ 


| + 1 = (x). 
Hence 


o(x) = o(x, to) > ol(x, o(x)) = 0, (x). 


But it is evident that o,(x) > (x), and therefore 0,(x) = o(x). 

It follows from the theorem that, in a maximum group of primes of length 
x, the remaining numbers of the x-sequence are all divisible by primes less than or 
equal to p(x). We shall see presently that (on hypothesis X) o(x) < o(x) + log x 
for large values of x. 

5. 692. We consider now the problem of a lower bound for o(x). Let ps 
denote the s-th prime. 

Theorem X 4. Let r=r(n) be defined, for every value of n, by 


Pr EN < Pr+1: 


Then Pr+1, Pr+s +++) Pr+n 18 a possible n-group of b’s. 
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For the primes less than or equal to n are 9,,P;, ..., pr and the b’s lack 
the residue o for each of them. 

From Theorem X 4 we deduce at once 

Theorem X 5. If & = Prin — Pr+1 FI, Pr ENN < Præ1, then 


o(x)>n. 


As a numerical example, let n = 76501. We have 97525 = 76493, £7596 = 76507. 
Hence 


Y= 7525, PN +7 = 84026, Pn+r = 1076503 


x = 1076503 — 76507 + I = 999997. 
Thus 
0(1000000) > 76501. r 


We may compare this with the numbers of primes in the first, second, and third 
millions, viz. 


78498, 70433, 67885. 


Theorem X 5 provides a lower limit for o(x) when x has a certain form: 
we proceed to consider the case when x is unrestricted. 
Theorem X 6. We have 


for sufficiently large values of x. 
When m is large 
= ig m log log 2) 
Pm = m (log m + log log m) — m + O Fe a 


Let 








säl be log el]. 
A Fe: y)? | * Tog y 


Then we have, by straightforward calculations, 


meer 7 
2 Er log # * © 





log RE 4} | 
log y 





Take n —p,. Then 





Hire I +0 (* LE} ; 
log y log y 
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log ey‘) 


I 
Par =y (I tc o log y 


log y 


L = Pntr — Pr+i FI < Pntr — Pr 


2 
= y | 2 offren] WR 








log y log y 2logy ° 
when y is large. Thus 
y y y (log log y)? 
> >> = == — — = ee ee 
nenne leav., Moe wh) à | (log y)° 
z 
> . 
log 2 


Since y is arbitrary, so is z, and the theorem is proved. 

5. 693. We conclude our discussion of o(x) with an account of one or two 
particular cases. For a given x it is, of course, theoretically possible to deter- 
mine the maximum number of integers in an x-sequence that are not divisible 
by any prime less than x. On hypothesis X, this number is o(x). Thus 
L. AuBrY ! has shown that 30 consecutive odd integers cannot contain more than 
15 primes (or more than 15 numbers not divisible by 2, 3, 5, or 7). Thus 
0(59)<15. On the other hand if we take, in Theorem X 5, n=15, r=6, we 
see that the 15 primes from 17 to 73 give a possible group of b’s. Hence, on 
hypothesis X, 


BO Oo, AIS CR 


and so o(59)= 15. The value of (59) is 17. 

Similarly a 35-sequence cannot contain more than 10 numbers not divisible 
by 2, 3, or 5, but the ro primes from 13 to 47, and therefore the numbers o, 4, 
6, 10, 16, 18, 24, 28, 30, 34, form a possible 1o-group of b’s, so that o(35) = 10 = 
= (35) — 1. A striking example of a maximum prime group n+b,,...,n+b,,, 
corresponding to this group of b’s, is provided by n = 113143. 

The best example of a close approach by o(x) to w(x) occurs when x = 97. 
Consider the 24 primes from 17 to 113. They are a possible group of b’s if they 
have a missing residue for each prime less than 24. We have only to test 17, 
19, 23, and we find that 17 lacks the residue 8, 19 lacks ı and 11, and 23 lacks 
3, 12, 16, and 22. Hence on hypothesis X, 0(97)> 24. On the other hand it 





*# LE. DICKSON, l. ¢., vol. 1, p. 355. 
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may be shown that a g7-sequence cannot contain 25 numbers not divisible by 
2, 3, 5, 7, IT, or 13. Let us denote the range n<xz<n+g6 by R„. There 
is one and only one value of n, not greater than 2.3.5.7=210, for which 
R, contains 25 numbers not divisible by 2, 3, 5, or 7, viz. n=1o1. If then 
n<2.3.5.7.11, and R„ contains 25 numbers not divisible by 2, 3, 5, 7, or 11, n 
must be one of the numbers 101 + 210 m (Mm = 0,1, ..., 10); and on examination 
it proves that we may exclude all cases but m— 10. Repeating the argument 
we see that, if n<2.3.5.7.11.13, and À, contains 25 numbers not divisible by 
2, 3 5, 7, II, or 13, then n must be one of the numbers n = 2201 + 2310m 
(m=o0,1,...,12). All these turn out to be impossible and, since any À, may 
be reduced (mod. 2.3...13), it follows that no À, can contain more than 24 
numbers not divisible by a prime less than or equal to 13. A fortiori it follows 
that 0(97) < 24, and so (on hypothesis X) 0(97) —24. Since (97) — 25, the dif- 
ference o — x is here unity. Beyond x — 97 it would seem that o(x) falls further 
below a(x), at least within any range in which calculation is practicable. 


Conclusion. 


5. 7. We trust that it will not be supposed that we attach any exaggerated 
importance to the speculations which we have set out in this last section. We 
have not forgotten that in pure mathematics, and in the Theory of Numbers in 
particular, ’it is only proof that counts’. It is quite possible, in the light of 
the history of the subject, that the whole of our speculations may be ill-founded. 
Such evidence as there is points, for what it is worth, in the opposite direction. 
In any case it may be useful that, finding ourselves in possession of an apparently 
fruitful method, we should develop some of its consequences to the full, even 
where accurate investigation is beyond our powers. 





Postscript. 


(x). Prof. Landau has called our attention to the following passage in the 
Habilitationsschrift of Picrz ( Über die Häufigkeit der Primzahlen in arithmetischen 
Progressionen und über verwandte Gesetze’, Jena, 1884), pp. 46-47: — 

‘Ferner wiederholen sich gewisse Gruppierungen der Primzahlen mit gewisser 
Regelmässigkeit, so ist z. B. die durchschnittliche Häufigkeit der Gruppen von 
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je 2 Primzahlen, die in gegebenem Abstand aufeinanderfolgen, für die ungefähre 
I 

(x)? 

nach dem gegebenen Abstand mit verschiedenen constanten Faktoren behaftet 


Grösse + der Primzahlen, proportional wobei allerdings dieser Ausdruck je 


ist, die Häufigkeit einer Gruppe von 3 Primzahlen proportional — und so 


(7a)? 
FOR be sas Die nähere Ausführung dieser und andrer Gesetze ... werde ich ein 
andres Mal folgen lassen.’ 

All of this is of course in perfect agreement with the results suggested in 
our concluding section. | 

(2) We must add a few words concerning the memoirs of Stäckel referred 
to on p. 34. These have only become accessible to us during the print- 
ing of the present memoir, and it is not possible for us even now to give any 
satisfactory summary of their contents; but Stäckel considers the problem of 
‘prime-groups in much detail, and it is clear that he has anticipated some at 
any rate of the speculations of 5.6. The method of Stäckel, like that of Brun, 
rests on the use of the sieve of Eratosthenes, followed by a heuristie passage 
to the limit; but Stäckel’s problem is much more general, and he has gone much 
further than Brun in the determination of the constants in the asymptotic for- 
mulae. It seems to be the principal advantage of our transcendental method, 
considered merely as a machine for the production of heuristic formulae, that 
these constants are determined naturally in the course of the analysis. 

(3). We should also refer to a later memoir of Brun (‘Le crible d’Eratos- 
thene et le théorème de Goldbach, Videnskapsselskapets Skrifter, Mat.-naturv. 
Klasse, Kristiania, 1920, No. 3). Brun proves, by elementary methods, (1) that 
every large even number is the sum of two numbers, each composed of at most 
9 prime factors, (2) that the number of prime-pairs @, @ + 2, less than x, cannot 
exceed a constant multiple of x (log x)~?. 

Brun’s work enables us to make a substantial improvement in the elemen- 
tary theorem G. Using the inequalities proved on pp. 32—34 of his memoir, we 
can show that 


Ax 


aS Tarte! 


(4). Prof. Landau has pointed out to us an error on p.9. It is not neces- 
sarily true that C;=0 when yr is imprimitive: our argument is only valid when 
Q is divisible by every prime factor of q. 

The inequality (2. 16) is however correct. Suppose first that g=w* (A> 0). 
Our argument then holds unless Q=1; in this case x, is the principal character and 
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q, : ad 
| Ze. (m) Zz, (m)|=1< Va. 
m =|1 


This inequality is then easly generalised to all values of g. If g=g,g,, where 
(9,,9.)=1, then every x (mod. g) is the product of a x, (mod. g,) and a x, (mod. 
q,)- and it is easily proved that 


| 3 e (m) x(m)| = | 21 (92) 22 (9) I en (mı) x. (mi) Yen (ms) 42 (Mo) 


<VqVg—Va- 


The conclusion now follows by induction. 


MEMOIRE SUR LE CALCUL AUX DIFFERENCES FINIES. 


Par 


N. E. NORLUND 


à LUND. 


Introduction. 


1. Posons pour abréger 


_F @to)—F (x), 








A F (x) z 
Va) eto) + Fk), 
Je me propose d’étudier les solutions des deux équations suivantes 
A F(a) = (2), (1) 
TEARS Pr): (2) 


p(x) étant une fonction donnée. Au sujet de ces solutions il y a une observa- 
tion curieuse à faire. Les développements en séries qui se présentent tout d’abord 
à l'esprit divergeront en général. On peut, il est vrai, en former d’autres qui 
convergent, mais néanmoins ce sont les développements divergents qui sont les 
mieux faits pour mettre en évidence les propriétés des solutions. Je veux dire 
qu’on peut rattacher à ces séries certaines expressions limites dont on peut avec 
avantage se servir. Sur ce point je me suis inspiré des belles recherches de 
M. Mirrac-LerFFLerR sur le prolongement analytique d’une fonction donnée par 
sa série de Taylor. 

Dans ces dernières années on a publié de nombreux travaux sur les séries 
divergentes parmi lesquels nous citerons ceux de MM. Borez, Harpy, M. RIESZ 
et H. Borr. Le calcul aux différences finies vient ajouter un nouveau chapitre 


à la théorie de ces séries. Dans ce premier Mémoire je n’ai nullement tiré tout 
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le parti possible des series divergentes dont je m’occupe, mais les communica- 
tions ultérieures que je vais donner sur le même sujet montreront que l’accomplisse- 
ment de la théorie des équations aux différences finies dépend essentiellement des 
extensions qu’on peut donner aux recherches susdites. Ces extensions reposent 
sur les recherches de M. VOLTERRA sur les fonctions permutables mais elles de- 
mandent des explications assez longues. Pour cette raison je les réserve pour un 
autre mémoire. | | 

Les équations (1) et (2) admettent une infinité de solutions. Soient II (x) 
et p(x) deux fonctions périodiques qui satisfont aux équations suivantes 


ILE w) = 112), 
p(x + ow) = — p(x) 


mais qui sont d’ailleurs arbitraires. On obtient la solution la plus générale de l’equa- 
tion (1), respectivement de l’équation (2), en ajoutant à une solution particulière la 
fonction II (x), respectivement la fonction p(x). Parmi les solutions en nombre 
infini j'en distingue une que j'appelle la solution principale et qui est celle qui 
présente un réel intérêt. Je ferai successivement diverses hypothèses relativement 
à la fonction g(x). Supposons d’abord w positif et x réel, et soit p(x) une fonc- 
tion qui admet, pour x >b, une dérivée continue d’un certain ordre, soit d’ordre 
m, telle que 


lim z'’tep 9) (x) = 0 


oo 


pour toute valeur positive de «. Considérons la série 


2 À (— 1) 9 (e + su). (3) 


$=0 


Cette série satisfait formellement à l’équation (2) mais elle diverge en général 
D’autre part, la série 


V | 
G, (x|@) = 2 I(— 1} plx + 8a) eV +80) (4) 


s=0 


converge pour toute valeur positive de 7. Je démontre dans le paragraphe 5 que 
G,(x|w) tend uniformément vers une limite quand » tend vers zero. Cette limite 
sera, par définition, la solution principale de l’equation (2). Je la désigne par 
G(xlw). Cette solution est égale à la somme de la série (3) dans le cas particulier 


ou cette série converge. 
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De même, la série 
D 


—w D p{x + sw) (5) 


8=0 


satisfait formellement à l’équation (1). Malheureusement cette série diverge en 
général, mais considérons l’expression suivante 


D 
on 


F,(«|o) = | p(x) ed — w PATE + sw) e="@+so), (6) 


Y =() 
a £ 


L’integrale et la série convergent pour toute valeur positive de ». Je démontre 
dans le paragraphe 9 que F,(x|w) tend uniformément vers une limite quand » 
tend vers zéro. Cette limite sera, par définition, la solution principale de l'équation 
(x). Je la désigne par F(x|w). Dans le cas particulier où la série (5) converge 
notre solution ne diffère de la somme de cette série que par une constante. La 
solution principale de l’équation (2) est ainsi uniquement déterminée et la solution 
principale de l’équation (1) est déterminée à une constante additive près car elle 
dépend de la constante arbitraire a. Je désigne quelquefois ces deux solutions 
par les symboles suivants 


0) 


G(x|o) = Sr Ya 


x 


ù 
F(x|®) =? Gifs 


w 


a 


On a done dans le cas actuel 


D 


’ 1 
Sr Fr gee lim 2 Pie I) p(x+ sw) e-"letso), (7) 
. o NO gel 
2 2 2 | 
Sr (2) \z=lim | p(z) e"?dz— w 2 p(x + sw) e—1(e+so) |, (8) 
10) 17 —>0 Le $=0 


a 


Les opérations que définissent ces deux limites sont inverses aux opérations \/ 


@ 


et Ä car on a 
@ 
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Le but de ce Memoire est d’etudier les proprietes des deux solutions princi- 
pales et de faire voir comment elles s’expriment explicitement à l’aide de la 
fonction g(x). Les fonctions F(x|w) et G(x|w) sont continues pour toute valeur 
positive de w et pour toute valeur de x qui est plus grande que b. Dans le 
paragraphe 13 je démontre qu’elles admettent des dérivées continues d’ordre m par 
rapport à x et que ces dérivées tendent vers des limites finies quand x augmente 
indéfiniment. Celle propriété est caractéristique pour les solutions principales. 11 
n’y a aucune autre solution qui possède la même propriété. 

Comment se comportent nos fonctions pour les valeurs positives et très 
grandes de x ? Soit r le plus petit entier tel que 

lim N (x) =o. 
T —> © 


Posons 


; I 2: 
Q (a) fr @dr+ BD, 


vel 


a 


les B, étant les nombres de Bernoulli, les C, étant certains entiers qui s’y ratta- 
chent.! Dans le paragraphe 11 on démontre que 


lim [G(x|w) — P(x)]=0, (9) 
lim [F (x|w)— Q(x)| =o. ; | (9') 


Il en résulte que les deux solutions se représentent par les séries suivantes 











' Dans ce qui suit nous parlerons souvent de ces nombres et des polynomes de Bernoulli et 
d’Euler. Nous supposerons connues les propriétés essentielles de ces polynomes. Pour ce qui 
concerne ce sujet je prie le lecteur de vouloir bien se reporter à mon Mémoire sur les poly- 
nomes de Bernoulli, Acta math. 43 (1920), p. 121—196. 
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G(«|w) = P(x) + I (2) fo (© + sw) — \/ P(x + sw)], (10) 
F(x|w) = Q (x) —w à [p(x + sw) ger sw)], (10) 


s=0 


qui convergent uniformément dans l'intervalle x > b. 
Quand le nombre positif w tend vers zéro les solutions principales tendent 
vers des limites finies. On a en effet 


lim Soc) Vax=o(a), 


oo 


Tr 


lim ras [ ote) ar. 


© — 0 
a 


On peut aller plus loin et développer les deux solutions suivant les puis- 
sances entiéres et positives de w de la maniére suivante 


V /« ER: 
G@lo)-2 (2) 1 O(a), (11) 
F(x|w) = Iv@a=+ Dw = or) (a). (TT) 


v=1 
a 


Nous ferons l’étude approfondie de ces deux séries qui, dans la plupart des 
cas, divergent. Nous démontrerons en particulier qu’elles représentent les fonctions 
au premier membre asymptotiquement pour les valeurs positives et très petites de w. 

Dans le paragraphe 26 nous supposerons que (x) est une fonction analyti- 
que, holomorphe dans un petit angle 9 entourant l’axe des nombres positifs, et 
que l'égalité 


lim  o(r)erskl= 6 


Iz] >» 


ait lieu uniformément dans l’angle 9 pour toute valeur positive de «. Nous 
démontrerons que les limites (7) et (8) existent et que G(z|w) et F(x|w) sont des 
fonctions analytiques de x et de w holomorphes pour toute valeur de ces vari- 
ables qui est à l’intérieur de l’angle 9. 
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Il y a intérêt à réaliser le prolongement analytique de ces fonctions. Parmi 
les cas que nous étudierons le plus simple est le suivant. Soit p(x) une fonction 
analytique et uniforme admettant à distance finie n points singuliers p,,B,,.../n. 
Supposons qu’il existe un nombre non négatif k tel que l’inégalité 


I p(x) |< ef+ el 


ait lieu pour toute valeur positive de «, si [x| est suffisamment grand. Dans 
les paragraphes 33 





36 nous démontrerons que les deux solutions principales sont 
des fonctions analytiques des deux variables x et w qui sont uniformes dans le 
plan des x et qui y admettent les points singuliers x = ß,, 6,—w, By —2&,.... 
(v=1,2,..n). Donnons à x une valeur différente des ß,. Comme fonction de w 


SY x LJ 4 ® AR 
G(x|w) est encore uniforme à l’intérieur du cercle lo] == et elle y admet une 


infinité de points singuliers, tous situés sur n rayons vecteurs et admettant le 
point = o comme point limite. 


| oy ON. hehe 270 
La fonction F(#|w) existe à l’intérieur du cercle lol 3 mais elle est non 


uniforme au voisinage du point w=o. Soit B le résidu de p(x) dans le point 
x=, la fonction F est de la forme 


F(x|o) = — B log « + fonc. uniforme de w. 
F(x|w) admet, à l’intérieur du cercle |o| = aie une infinité de points singu- 


liers tous situes sur n rayons vecteurs que j’appelle les vecteurs singuliers. Quand 
x décrit un petit cercle autour d’un des points £, un des vecteurs singuliers fait 
une rotation complete dans le plan des w. = 

Nos deux solutions satisfont aux relations remarquables suivantes 


G(z|w) — G(a—w|— ow) = p(x), 
F (x|o) —F(«—o|— w) = I (2), 
p et II étant des fonctions périodiques telles que 


p(x +w)=— p(x), 
Jie +9) 11702 


A la fonction (x) il appartient ainsi deux fonctions périodiques. Nous indique- 
rons plusieurs expressions fort remarquables de ces fonctions. Elles s’expriment 
explicitement à l’aide de la fonction p(x) par exemple de la manière suivante 
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s= + 
p(x) = 2 lim > (— I) plx + sw) e~2(etso? 
1) — 0 $s—— 0 
re s= + 
II (x) = lim | [re ene dx— ww >; p(x + 8w) | 
n 9 A ER 


Nous etudierons comment se comportent les fonctions @ et F au voisinage du 
point singulier essentiel o=o. Si la partie réelle de x est plus grande que les 
parties réelles des nombres £, nous démontrerons que la serie au second membre 
de l’equation (11') représente asymptotiquement la fonction F(x|w) dans l’angle 


Le arg w > — 2 et la fonction F(x|w)— IL(x) + 2x à B dans l'angle >” > arg w> a 
2 2 
De même la serie au second membre de l’équation (11) représente asymptotique- 


ment la fonction G(x|«) dans l’angle Sa arg He et la fonction G(x%|w) — p(x) 


dans l’angle RS arg w > 5 . Au contraire si la partie réelle de x est plus petite 
2 
que les parties réelles des nombres f, la dernière série représente asymptotiquement 


la fonction G(x|w) dans langle = > arg w> = et la fonction E (x |w) — p(x) dans 


gt meee 
l’angle — > arg «w > — En particulier on a 
2 


NÅ 


lim G(x|w) = p(x), 


@—0 


« tendant vers zéro le long d’un rayon vecteur quelconque différent des vecteurs 
singuliers. De même 


dre Palo) = par. 


@ —> 0 
a 


Cette égalité asymptotique a lieu à l’intérieur d’un certain angle. Mais quand 
w franchit un des vecteurs singuliers la valeur asymptotique de F(x|w) fait un 
saut brusque. Ce saut est égal à une des périodes de l’integrale 
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Nous étudierons dans le cours de ce Mémoire les diverses expressions analytiques 
qui sont les plus propres à représenter nos fonctions. Parmi les développements 
en séries je signale particulièrement les deux suivants 


La première de ces séries converge pour toute valeur de x qui n’est pas un point 
singulier de G(x|w),; la seconde série converge pourvu que la partie reelle de x 
soit plus grande que les parties réelles des nombres f,,« étant supposé positif 
et plus petit qu’un certain nombre. ’ 

Le problème qui nous occupe dans ce mémoire a été effleuré par EULER et 
ABEL. L’établissement de la formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin fut un 
premier pas vers le but. La remarquable série divergente qu’avait indiquée EULER 
a été transformée en une intégrale définie par PLANA! et ABEL?. Le résultat de 
ces auteurs fut rigoureusement établi pour la première fois par CAucHyY*. En fai- 
sant certaines hypothèses relativement à la fonction f(t), CaucHy démontre qu’on a 





L (0 + it) Hoi) — 0) + I 
6 I A) 


ce qui est sensiblement le même résultat qu’avaient trouvé Plana et Abel. Parmi 


=) at = 0) (w) + f(o)]— frow 


les travaux récents sur la formule sommatoire d’Euler je dois surtout citer un 
ouvrage important dû à M. LinDELör“. 
M. GuicHARD a consacré un beau mémoire à l’etude des solutions de l'équation 





' Note sur une nouvelle expression analytique des nombres bernoulliens, propre à exprimer 
en termes finis la formule générale pour la sommation des suites, Mém. Acad. Turin 25 (1820), 
p- 403—18. 

? Solution de quelques problèmes à l’aide d’integrales définies, Magazin for Naturviden- 
skaberne 1,2 (1823); Œuvres complètes 1 (2e édition), Christiania 1881, p. 21—7. 

3 Mémoire sur les développements des fonctions en séries re Mem. Acad. sc. 
Paris 6 (1827), p. 603—12 [1826]; Œuvres (1) 2, Paris 1908, p. 12—9. 

* Quelques applications d'une formule sommatoire générale, Acta Soc. scient. Fennicae 31 
(1902); Sur une formule sommatoire générale, Acta math. 27 (1903), p. 305—11. Le calcul des 
résidus et ses applications à la théorie des fonctions, Paris 1905. Dans le dernier ouvrage on 
trouve aussi des renseignements bibliographiques détaillés. 

5 Sur la résolution de l'équation aux différences finies G(æ+1)— G (x)= H(x), Ann. Ee. 
Norm. (3) 4 (1887), p. 361—8o. 
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F(x+1)—F(x) = (x). (12) 


M. GUICHARD envisage une intégrale de la forme 





B 
" m(z)e2riz 
P(x) = | ende (13) 
A 


prise le long d’un segment de l’axe imaginaire. Cette intégrale a des lignes de 
discontinuité ou coupures du genre de celles qui ont été considérées pour la pre- 
mière fois par Hermite. L'intégrale représente, dans un certain rectangle, une 
solution analytique de l’équation (12). Mais, même si p(x) est une fonction en- 
tière, cette solution est non uniforme et admet une infinité de points critiques 
logarithmiques. Pour remédier à cet inconvénient M. GUICHARD fait tendre A et 
B vers linfini. Il démontre ainsi que l’équation (12) admet toujours une solution 
entière, si (x) est une fonction entière. Cette solution se représente dans la 
bande o<R(x)< 1 par l'intégrale 


+20 
of vande 
F (x) me 


—in 





E(x) étant une fonction entière convenablement choisie. Si Æ (x) =I cette inté- 
grale ne diffère pas au fond de celle qu'avait considérée Cauchy et Abel. 

M. APPELL! a abordé l’équation (12) d’une autre manière. Si p(x) est un 
polynome 


p(x) =a, tae te bana” 


on sait trouver un polynome qui satisfait à l’équation (12). On a en effet 


F (x) = B,(w) +B, (a) ++ Basa (a), 


An 
WEI 
les B;(x) étant les polynomes de Bernoulli. Mais si p(x) est une fonction entière 


co 
P (x) = Dar 
n=0 


la série 





I == Bu(2) 





1 Sur les fonctions périodiques de deux variables, J. math. pures appl. (4) 7 (1891), p. 157—76. 
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nest pas toujours convergente. M. APPELL retranche du polynome B,(x) les n 
premiers termes de son développement en série trigonométrique. En désignant 
par #,(x) la fonction entière ainsi obtenue il démontre que la série 





F (x) = Y= Pa (2) 


converge uniformément et représente une fonction entière qui satisfait à l’équa- 
tion (12). 

Cette démonstration a été retrouvée par Hurwitz'. Ce géomètre fait en 
outre remarquer qu'il y a toujours une solution méromorphe quand (x) est une 
fonction méromorphe. 

M. ArpELL a encore considéré des fonctions de deux variables et démontré 
ce qui suit: Étant données deux fonctions entières p,(2,y) et p,(x,y) de deux 
variables indépendantes, vérifiant l'identité 


Pp, (2, y +1) — GQ, (x,y) = px +71, y)— @, (x,y); 


il existe une troisième fonction entière F (x,y) vérifiant les deux équations 


F(e+r1,y)—F (x,y) = (x, y), 

F(x,y+1)—F(x,y) =p (x,y). 
Un autre cas remarquable a été envisagé par M. E. Picarp®. Supposons que 
p(x) soit une fonction uniforme dans tout le plan, admettant la période 277 et 
étant holomorphe dans une bande de largeur très petite comprenant l’axe imagi- 


naire. Soit w un nombre positif. M. Pıcarp démontre l'existence d’une solu- 
tion uniforme de l’équation | 


F (« +0) —u F() = g(a) 
ayant la période 277i et étant holomorphe dans la bande 
0 < R(x) < w. 


En général il n’y a qu’une seule solution F (x) qui satisfait à ces conditions. Mais 
si w est égal a ev”, y étant un entier positif, nul ou négatif, il y a une infinite 
de solutions qui sont de la forme 





1 Sur l'intégrale finie d’une fonction entière, Acta math. 20 (1897), p. 285—312. 
? Sur une classe de transcendantes nouvelles, Acta math. 18 (1894), p. 135—6. 
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Et (at) + ce”?, 


c étant une constante. 

M. CARMICHAEL! a indiqué une nouvelle démonstration du théoréme de M. 
Guichard. Cette démonstration repose sur la résolution d’un systéme doublement 
infini d’équations linéaires. 

L’intégrale (13) a, aussi été étudiée par H. WEBER? qui a retrouvé une partie 
des résultats de M. Guichard. Parmi les travaux se rapportant à notre sujet nous 
citerons encore deux mémoires de MM. BRoDÉN® et Barnest. | 

Un extrait de ce Mémoire a été publié dans le Bulletin des Sciences mathé- 
matiques (août et septembre 1920). On y trouve aussi quelques indications sur 
les applications qu’on peut faire des résultats susdits à la théorie générale des 
équations aux différences finies. 


Variables réelles. 


Propriétés générales des solutions prineipales. 


2. Soit w un nombre positif et x une variable réelle. Soit (x) une fonc- 
tion? réelle ou complexe qui est continue pour toute valeur de x > b et supposons 
que l'égalité 


lm air) er? = 0 


T—> D 


ait lieu pour toute valeur positive de 7. Nous commencerons par déduire quelques 
propriétés des fonctions F et G qui decoulent presque immédiatement de la de- 
finition. Considérons les fonctions F, et G, définies par les expressions (6) et (4). 
L’integrale et les series qui entrent dans ces expressions convergent pour toute 
valeur positive de 7 et les series convergent uniformément par rapport à x. Elles 
représentent donc des fonctions continues de x, si x>b. Soit B un nombre 
positif quelconque qui est plus grand que b. Nous supposerons que les fonctions 
F,(x|w) et G,(x|w) tendent vers les limites F(x|w) et G(x|w) quand » tend vers 








! On the theory of linear difference equations, Amer. J. math. 35 (1913), p. 163—71. 

2 Uber Abel’s Summation endlicher Differenzenreihen, Acta math. 27 (1903), p. 225—33. 

> Bemerkungen über sogenannte finite Integration, Arkiv för Matematik, Astronomi och 
Fysik 7 (1911), n° 6. Einige Anwendungen diskontinuierlicher Integrale auf Fragen der Diffe- 
renzenrechnung, Acta Universitatis Lundensis, nova series t. 8 (1912) n° 7. 

4 The linear difference equation of the first order, Proc. London math. Soc. (2) 2 (1904), 
p. 438—69. 

5 On suppose que la fonction w(x) ne dépend pas du paramètre w. 
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zero et cela uniformément dans l’intervalle! b<x<B. Il en résulte que F(x|w) 
et @(x|w) sont des fonctions continues de x pour toute valeur de x>b. On 
voit immédiatement que ces fonctions satisfont aux équations (I) et (2). On a 
en effet 

F,(« + o|w) — Ff, (x|w) = wp (x) e="?, 

G,„(2+0o|o) + G, (x|@) = 2 p(x) ee”. 


En faisant tendre n vers zero il vient 


A F(@|a) = 9 (2), | (1) 
V G(xlo) = p(x). (2) 


@ 
x 


Soit n un entier positif quelconque. Remplacons dans l’équation (6) x succes- 


20 NT 


5 (uv . , . 
sivement par x + n° + moe + w; en ajoutant ensemble les n équations 





ainsi obtenues on trouve 


n —1 4 


s=0 





Si l’on fait tendre » vers zéro on voit que la fonction F'(x|w) satisfait a la relation 





Le 8 & 10) 
DP let Plo) nF lel (14) 
On démontre de la même manière que 
Es 3 sw, \ w w 
Lowe (e+ 10) -—%6 (215) (15) 
n etant un entier positif pair, et que 
"Ss 3 Si ; w | 
21 a (e+ lo) = 6 (215) (x6) 


s=0 


n étant un entier positif impair. En posant n = 2 dans les équations (14) et (15) 
on trouve en particulier 





* Nous démontrerons plus loin que cette hypothèse est satisfaite dans tous les cas que 
nous Considérons dans ce mémoire. Seulement dans le paragraphe 29 nous avons modifié un 
peu la définition des fonctions F, et Gy. 
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F@lo)=VF(el20), (17) 
G(a]o) = À F(&lz0). (18) 

En soustrayant membre à membre ces deux équations on trouve 
G (z10) = * [F(x|o) — F (x|20)]. (x9) 


La fonction @ s’exprime donc par la fonction F. J’aurais par conséquent pu me 
borner à considérer l’équation (1). Mais puisque l’équation (2) est plus simple 
que l’équation (1) il m'a paru intéressant de traiter séparément les deux cas.! 


Cherchons maintenant d'évaluer l'intégrale suivante 
° t+ 
I fretode. (20) 


(vu 
Ir 


Soit e un nombre positif. On sait trouver un nombre n, tel que 
1F,(xlo) — F(x|w)|<e, Si O,< 1 < M» 


quel que soit + dans l'intervalle B>x>b. Par conséquent 








T + o æT + o 
I I 
= | Prelods—* | rod < &. 
w , 10) 
En faisant tendre n vers zero on trouve 
c+0 æ + 
im I a I 
lim — | F,(zlw)dz = | F(z|w)dz. 
) 
>0W, ( 
T T 


D'autre part, puisque la série qui entre dans l’expression F, converge uniforme- 
ment par rapport à x, on peut intégrer terme par terme et l’on trouve 


z+0o co c+0 
fe 


Be | F, (clo)d2 = | ter de | D oz + so) e-n(2+so)dz 





! On peut aussi remarquer qu'il parait peu satisfaisant de déduire les propriétés de la 
fonction uniforme G de celles d'une fonction non uniforme F. 


84 N. E. Nörluna. 


oo co T 


= | p(z)e="?dz — [ow en? dz = fs (2) e—"* dz. 


a T a 


En faisant tendre le nombre positif n vers zero dans cette égalité il vient 


x + © Ir 
, 


= fred [pede (21) 


T a 


Cette intégrale s’annule donc en particulier si æ= a. 
En intégrant par rapport à x dans les deux membres de l’équation (19) on 


trouve 
T+ 0 x ne 
> [eeloaz= [td | Fel2o)dz (22) 


et l’on démontre aisément que la dernière intégrale est égale à 


+ oo x 
= | F (z|2w) dz = Ss p(x)dx) V x. 
Dr a WW 


Cette égalité est vraie pourvu que l’expression au second membre tende uni- 
formément vers une limite. On peut encore d’une autre manière évaluer l’inté- 
grale (20). Divisons les deux membres de l’équation (14) par n et faisons tendre 
n vers l’infini. Le premier membre tend vers l’integrale (20). Le second membre 
tend donc aussi vers une limite et l’on trouve 


|") = fred. 


De l'équation (16) on déduit de même en faisant tendre l’entier n vers Vinfini 


lim F 


n —> @ 





at 


1,1 (d@]o) w 
Golo) +2 | a de lim 6 (1%) 


n — 0 





T 


Mais le premier membre est égal à (x) en vertu de l’équation (2). On a donc 


ir G 217) = (2). 


n —> wo 
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Je dis que les opérations définies par les limites (7) et (8) sont les inverses 
aux opérations V et A. En effet, on a d’une part 
@ @ 


comme nous venons de Je démontrer. 


Quelle est maintenant la valeur de la somme 
T 


NOTE On a évidemment 


a 


a 


NOTICE ENCORE 


Par conséquent 


a A 2 (23) 
On voit de m&me que ; 
SE pla) Varna). En 
Les équations (17) et (18) peuvent s’écrire sous la forme suivante 
Sve) ne-V Sve) Ax (25) 


a a 
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Vrt ve AN rt vz (26) 


On peut en tirer deux autres relations remarquables. On a en effet 


r+o x 
I 
=. ol) Na+, Sole) As 
20 20 
a+ © a 
x a+ © 
= 7 St) def peas 
Par conséquent 
2 T ata 
Vote) = Yrke | pleas. 


En remplaçant g(x) par G(x|w) dans cette équation, on trouve, en tenant compte 
de l’équation (22) | 


x a+ © 
Seel) Ae =Felew)—5 | Pela, 


ou encore 


Considérons enfin la somme \ À we) z. On a évidemment 
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Pas conséquent, en vertu de l’équation (26) 


xv a+o 
ye 


Ant) pe reve, Jrad. 


@ 


a 


Si l’on remplace p(x) par la fonction F(x|w), cette équation prend la forme 
suivante 


YE Else), 


S(S7@44) Yr Sve pe 


a a 


ou encore 


Toutes ces propriétés des solutions principales se déduisent presque sans aucun 
calcul et ce n’est pas là un des moindres avantages de la définition que nous 
avons adoptée pour ces fonctions. Mais il y a d’autres propriétés qui sont plus 
cachées. Pour les découvrir nous allons nous servir de certaines formules som- 
matoires. 


La formule sommatoire de Boole. 
3. Soit E,(x) le polynome d’Euler, c’est à dire le polynome qui satisfait à 
l’equation 
E,(x+1) +ÆE,(x) — 22". (1) 
Soit Z,(x) une fonction périodique qui satisfait à l’équation 
EB, (« +1) =— E, (x) 


et qui est égale au polynome d’Euler Z,(x) dans l’intervalle o<x<1. La fonc- 
tion Z, (x) est uniquement déterminée par ces deux conditions. Des propriétés des 
polynomes d’Euler il résulte que 


dif (x) er. 
a Ev (2). 
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En posant «=o dans l'équation (1) on obtiendra 
E, (x) = — ff, (0), st VE 0: 


E, (x) est donc une fonction continue de x qui admet des dérivées continues des 
ordres 1,2,...,7—1. Mais la dérivée d’ordre v est discontinue dans les points 
20, LT, L2,2..,-car. 2, (2) est égale à +1 dans les intervalles 2n <æ<2n+1 
et égale à — 1 dans les intervalles 2n—1<x<2n, n étant un entier. 

Soit h un nombre quelconque dans l'intervalle o<h <1. Soit p(z) une fonc- 
tion qui admet une dérivée continue d'ordre m dans l'intervalle x <2<x+w. Con- 


sidérons l'intégrale suivante 


1 


Teen = (y | 


v 





Em Na pin) (a w 2) d 2. (2) 


En intégrant par partie on trouve, si m>1, 


ay -1 


=, nm — 1) (m—1) 
(m— py im (A) [9 (rv + w) + p (2)]+ Rm-ı. 





Anm 


On a done 


Rm=— > > E, (h) [gy (x + w) + p™ (x)] + R,. 


Il est facile d’evaluer l'intégrale R,.. On a en effet 


1 h 1 
Ro [Bundy (e+ 0242 = 0 | (+ wz)d2—0 | g(a + w2)dz 
0 0 De 


= 2p(x+hw)—p(x) — p(x + w). 


En substituant cette valeur dans l'équation précédente on trouve 


—1 


De ho) EN 2 EB, (h) [90 (x + w) + g (x)] + Bm. (3) 


y=( 


Cette formule a été indiquée, sans terme reste, par Boole! dans le cas particulier 
h=o. Quand m augmente indéfiniment la serie convergera seulement dans des 
cas très particuliers. Le terme reste de la formule de Boole a été trouvé par 





' A Treatise on Differential Equations (2e éd.) London 1865, p. 107 —9. 
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Darsoux', SCHENDEL?, HERMITE? et StiELTISES*. On peut remarquer que si l'on 
h . . la [4 
remplace Ah par” et fait ensuite tendre w vers zéro, l'équation (3) se réduit à la 


formule de Taylor avec son terme complémentaire. 
Indiquons rapidement quelques applications simples de cette formule. Soit 
p(x) = Em+n(x) et posons © — 1, h=o dans l'équation (3); il vient 





Em+n (x) = > % it id Co min» + (— 1)" ı (m+n)! 


Er 2 2(m—.ı)!n! 


1 
för (2) En (x + 2)d 2. 


0 


: I 
Mais en posant h = „on trouve 





1 
m—! . 
I m+n\E, MN nmi (AO : I 
0 
En faisant tendre x vers zéro dans ces deux équations on trouve en particulier 


1 


fen (2) En (2) dz = (—x)™+! 


0 


m\n! Ces: 
(m+n+ı)t- 2mtr ’ 





m et n étant des entiers non négatifs quelconques, et 


m'n! Ein 
(m + n + 1)! om+n+i" 





1 
fö. E + il En(z)d2=(— 1)" 
0 


Dans la dernière équation on suppose que m+n est impair. 
Supposons en second lieu que (xz) =e*. Nous aurons 








e? +7 e® +1 m! 
0 


Tete 
ho et m+ı CH = 
Se Bh) + ar Ibe Pevrdz. (4) 
971 


vem) 





! Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable, J. math. pures appl. 
(3) 2 (1876), p. 291—312. 

? Die Bernoulli schen Functionen und das Taylor'sche Theorem. Jena 1876. 

® J. reine angew. Math. 116 (1896), p. 144—5; Œuvres 4, Paris 1917, p. 443—4. 

“ Correspondance d’Hermite et de Stieltjes 2, Paris 1905, p. 311—2. 
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Cette série a servi à Hermite! comme définition des polynomes Z,(h). Si nous 


(0 





prenons (x) = sin x nous aurons, en posant ee 
sin (n—*) WO m— Ey at 
Aneel aes IE A 
Br Di I) Co Eve tatin (5) 
cos — vero 
2 
ou 


(— I)? wt! “Bison (I — 2) 
{ (2m)! 





Ln = cos [e—1) wdz 


Cu 
2 COS — 
2 





SR. 
(apo (Ems (h=2) sin (2— Jo dz. 
w (2m—1)! 2 
2 cos 


En prenant p(x)—cosx nous trouverons de même 








| RE ls 
CO € x a à (2 y) ! EN) bi Bm, (6) 
ou 
IR 
= m+1,,2Mm+I = 
jip a eres sin [e—Jode 
(2m)! 2 


(0 
2 COS 
2 


2 1 
ei. m+i,,2m+2 3 ; ön 
MEN. ea .—2)odz. 

2 cos © (2 LES 5 
22 





Si l'on fait tendre m vers l'infini les trois dernières series convergeront pourvu 
que |w|<. En posant en particulier h=1 dans l'équation (5) et en remplaçant 
w par 2w, on trouvera 


m— ose wt! ö 
tgw—= > (— 1)+ (av pays dire (7 


v=0 








2 |.,C op [44 
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où 





COS (uv 


1 
(— 4)" ont CE, m (2) 
Ra= | en cos (22 — I) w dz 


0 





= (be a 20 | Erm-ı (2) 


sin (22 — dz. 
COS (v (2m — 1)! z Ue 


En posant h=, dans l’équation (6), on trouvera de même 


sec BIOS EE (opi beet pee 
(2 y) 
yo) 


ou 


4 


2 
en m 2m+1 3 2 — m+1 JM? 2m+1 
N: 4)" 20 er sin 2 w2dz = DEN i Ba m+ (2) cos 2 w2dz. 


COS (v COS (v (2 m + I)! 
0 


LS | 











De ces expressions du terme reste on déduit aisément les séries trigonométriques 
qui représentent les polynomes #,„(x) dans l'intervalle o <x<1. Pour trouver 
les coefficients de ces séries il suffit de multiplier les deux membres de l'équation 


(7) par cosw et de poser w=rr s+ = s etant un entier positif. 


4. On sait que LEIBNIZ a démontré que la série alternée 


a 


> (— p(s) 


Pa) 
est convergente, si p(x) est une fonction non croissant avec x, ayant pour x 
infini, la limite zero. A l’aide de la formule de Boole on peut decider de la 
convergence de cette serie en des cas plus generaux. Supposons que la fonction 
p(x) tende vers zéro, quand x augmente indéfiniment, et qu’elle admette, pour 
a>b, une dérivée continue d’ordre m telle que l’intégrale 


] lp (alaz 
; 


converge. Dans ces conditions la serie 


Y(—29(e+5) (8) 


s=0 


sera uniformément convergente dans l’intervalle x > b. 
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En effet posons h=o et w = 1 dans l’&quation (3) et remplacons 2 succes- 
sivement par x+1,%+2,...2+n—ı. En combinant les n équations ainsi 
obtenues on obtiendra, pour a> b, 


2 D (—1}p(x+ 8) 
s=0 


=> EHE x) —(— 1)" pl (a + n)]+ (— 1)" | En) g(x z)dz. (9) 





vot 
0 


Rappelons le théoréme suivant di a MM. Harpy et LirrLewoop!: Si une fone- 
tion tend vers une limite, quand x augmente indéfiniment, et admet une dérivée 
d’un certain ordre qui est continue et bornée, alors les dérivées d’ordres infé- 
rieurs tendent nécessairement vers zero quand x tend vers l’infin. De nos 
hypothèses relativement à la fonction g(x) il résulte donc que 

lim g(x) =o, YO, 1325. hom Te 

T — D 
Cela posé, faisons tendre n vers l’infini dans l’equation (9). Le premier terme 
au second membre tend uniformément vers une limite et l’intégrale 


00 


| Brae) pm) (x + 2) dz 


0 


est absolument convergente parce que la fonction H,,_,(z) est bornée. La série 
(8) est donc uniformément convergente et sa somme est égale à l’expression 
suivante 








(m 


y (— 1} p(x BIS re p (ae) + | = för = g™ (x + 2) dz. 
0 


sen ( vy=0 


Si m— 1 le théorème ne diffère guère du théorème de Leibniz. Mais en choisis- 
sant m convenablement on peut décider de la convergence de plusieurs séries 
intéressantes qui ne rentrent pas dans le cas de Leibniz. On voit par exemple 
que la série 


‚sin (s*) 
2 Ga log, s 








! Proc. London math. Soc. (2) 9 (1911), p. 437—8; (2) 11 (1913), p. 422—3. 
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sera convergente, si o <a<1. Il en est de même de la série 


D + pars (log,s) 


log, s 
r et p étant des entiers positifs quelconques. Ici on a posé pour abréger 


log, s = log (log, s). 


Démonstration de l’existence de la fonction G(x|w). 


5. On peut aussi, à l’aide de la transformation de Boole, en des cas assez 
étendus, décider de la sommabilité d’une série divergente. Soit p(x) une fonction 
qui admet, pour x >b, une dérivée continue d’ordre m telle que la série 


7,8 


(— 1) pm) (x + sw) (10) 


) 


I 


s 


converge uniformément dans lintervalle b5<x<b+w. Soit B un nombre positif 
quelconque qui est plus grand que b. Je veux démontrer que l’expression 


G(z|w) = 2 lim D (— 1)*—p (a + sw) e-nt+so) (11) 


0 
rn 


tend uniformément vers une limite, x variant dans un intervalle fini quelconque 
b<a<B. Cette limite est donc la solution principale de l’équation 


V G(x) = p(x). 


Notre hypothèse relativement à la série (10) entraîne que 


lim qe) (tr) =o. 








oo 
On en conclut aisement que 
lım PE Gales. peers Dm: (12) 
z— x” 
En particulier on a 
lim 2 _ 
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La série au second membre de l’équation (Ir) convergera donc pour toute valeur 
positive de n et pour toute valeur de x>b. Cela posé, reprenons l’équation (3) 
et remplacons x successivement par «+W,%+2w,...%+(n—1)w. En combi- 
nant les n équations ainsi obtenues on trouve 


2 > (— I) plx + hw + sw) = > a E,(h) (p(x) — (— 1)" PM (@ + now) ] 


s=0 "=0 





seal p™ (x + w2z)dz. 


+ wm | Bons (Re) 


Dans cette relation substituons q(x)e-7* au lieu de (x), nous aurons 
| x 


at 
2 > (— 1}Sp(x + ho + sw) e="'zthatso) 


s=0 


= DE, Delp) ere] (— 1)" FS By (h) De [plz + no) en ern od] 


ee) | En (hb —2) Dz [p(x + w2) eto] daz. 


0 


Laissons 7 fixe et positif et faisons tendre n vers l’infini. Le second terme au 
second membre tendra vers zéro en vertu de l’équation (12). On a par conséquent 
22 RN 
= v — 
2 > (— ı)’p(x +hw + sw) en'ethotso) — > 13 Hy(h) D.[o(2)e 7 
s=0 v=0 


a 


| Ba —2) DT [gle + oz) e+ 6a] gz) IR 





Faisons maintenant tendre » vers zero. Le premier terme au second membre 
convergera uniformement vers une limite. Le second terme s’exprime par un 
nombre fini d’integrales de la forme 


wo 
» 


P, = | Em (h— 2) pr (x + wz) em1@+02) dz, Y= 0,1, 2, Er 


Je dis que P, tend vers zéro avec 7, si v>o. Pour le voir considérons l’intégrale 
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(2) = | Behe) erhordz. 


2 


Cette intégrale divergéra sin=o. Mais elle converge pour toute valeur positive 
de » et elle tend vers une limite finie quand n tend vers zéro. En effet, on a, 
sin>o, 


stl L 
a aD | Ween (ha ten 1°! dt 


s=0 


wo 
s=0 


1 
— 0102 Non) re ji aie (h— D t) e— nat dt 
0 


1 


| Bn —i(h—2—thenetdt. 


e—1 02 


Te 72 
0 


Quel que soit » la dernière intégrale est une fonction périodique de z avec la 
période 2. Quand » tend vers zéro elle tend vers une limite finie 


1 La ; 
lim (a == | {ieee Gas 


Mm 





n— 9 


On sait donc trouver un nombre positif. C tel que pour toute valeur positive de 7 
| W(2) | < C'e-1®z 


et cela quel que soit z. En particulier, quand z augmente indéfiniment pendant 
“ que 7 reste positif et fixe, la fonction 2?y(z) tend vers zéro quel que soit p. 
Cela posé, soit » un des nombres ı,2,...m et considérons P,. En intégrant par 
partie on trouve 

P, = 7 e177 (0) po”) (x) + wr | prt Nae wz)Wl2)dz. 


0 


Le premier terme au second membre tend vers zéro avec 1 parce que Ww(o) tend 
vers une limite finie. La valeur absolue du second terme est plus petite que 


7 0 [mn alemaz. (14) 
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Mais de l’égalité (12) il résulte qu’on sait trouver un nombre positif N tel que 
I (2) | < cor R Si 2 > N 


quel que soit le nombre positif e. En désignant l’intégrale (14) par Pi on a done 
a 2. 
Py <Y ef pint) (x)[dz + mee fe ene dz 
x N 


et par conséquent 


iva) 


| z2le-2dz, 


N 
Pi < | [gir (w) |dz + 20 
zx 


Le premier terme au second membre de cette inégalité tend vers zero avec n. 
Comme « est aussi petit que l’on veut, nous avons donc démontré que P, tend 
uniformément vers Zéro, si » >o, quel que soit x dans l’intervalle b <x < B. 

Il nous reste d’envisager le cas v=o. Posons 


f(z) = | Bn (A — 2) p™ (x + wz) dz. (15) 


Je dis que cette integrale converge uniformément. En effet on a 


ntp+! sie 
fin (h— 2) pm) (x + wz)dz — D Em-ı (h — 2) pl (x + wz) dz 
n+p _ 1 
N a 2) | Bn (A — 2) p™ (x + wz + sw) dz 
a 0 
1 Fur 
= | By = (h—==2) > (— 1) gr) (x + wz + sw)dz. 
ö s=n 


Mais puisque la série (10) converge uniformément dans l’intervalle b< x < B on 
conclut aisément qu’il en est de même de l'intégrale (15). Cela posé, considérons 


Po et intégrons par partie; on trouve 


Le) 


Po = ep to) oxy o | f(z) e=mtetoa dz, 
0 
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Soit e un nombre positif. On sait trouver un nombre N, qui ne dépend pas 
de x, tel que 


IC) < €, sige NV, 


On a done 
. EM ss 
D of feyernerorrds| <nwe i | | {(z)|dz + enw fetes dz 
Ö 0 N 
N 


SW, ent | | f(z) |dz Je senletoN), 


0 


Quand » tend vers zéro le dernier membre tend vers &. Comme & est aussi petit 
que l’on veut on en conclut que P, tend uniformément vers f(o) quand » tend 
vers zero. Nous avons ainsi démontré que le second membre de l'équation (11) 
tend uniformément vers une limite et qu’on a 


| Ên —2) 9 (e + o)dz (16) 
0 


G(a+hol|o) = 


pourvu que o<h<ı. On en conclut en particulier que G(x|w) est une fonction 
continue de x pour toute valeur de x>b. 
Soit par exemple p(x)—=logx. On trouve! en prenant m=ı et h=o 


logx\V = log x — D (— 1) log (1+ =) 
SlogeVa og x >. 1)§ log u 
s=0 
Il résulte du théorème du paragraphe 4 que la série au second membre converge 
pour toute valeur de x qui n’est pas un entier négatif ou nul. 
Soit en second lieu @(x) — 2", » étant un entier non négatif. En prenant 
m = » +1 l’équation (16) se réduit à la relation suivante 


Se Vx—E, (x). 


Le polynome d’Euler Z, (x) est done la somme de la série divergente 


2 lm 2) (zit 8. 





1 Quand w = 1 j'écris V et A au lieu de V et A. 
@ @ 
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On peut vérifier ce fait un peu plus directement de la manière suivante. Si 
n>0 on a 

oe —E 

(1) iets eee 


IC» 


s=0 
En dérivant » fois par rapport a n on trouve 
“ai ene 


V = Vv p—1 (a@+s) — (__ L FEN 
Di 1)*(% +8) ER ( I) “D, Item 


s=0 


(17) 


D’autre part en développant suivant les puissances de 7 on aura 





N% 
=D = En). 


y=0 


En faisant tendre n vers zéro dans l’équation (17) on trouve donc 


lim 2 > (— 1) (x + 8)” ent) = E,(x).! 


7—>0 


s=0 


ie I ; ; 
En posant en particulier + = o ou x — 3 on voit que les entiers C, et H, se repré- 


sentent par les limites suivantes 


C, = lim 2 I, (— 1):(28) ens. 


j= 0 


s=1 


HE, = lim 2 > (— 1)”(28 Hı)re 32, 


N 4 s=0 


La formule sommatoire d Euler et de Maclaurin. 


6. La formule de Boole est voisine d’une autre formule sommatoire que 
nous allons maintenant étudier. Soit B, (x) le polynome de Bernoulli, c’est a dire 
le polynome qui satisfait a l’equation 


B, (x + I) == =; (x) = y x"! ' 





1 Cette équation peut aussi s’écrire sous la forme suivante 


Ey (x) = lim 2 (o Dey LL 
o—1 0+ 
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et qui est égal au nombre de Bernoulli B, dans le point x—o. Soit B, (x) une 
fonction périodique avec la période ı qui est déterminée par la condition suivante: 


B, (x) = B, (x), DISONS fica 


On a évidemment 


B, (1) = B, (0), Si YZT. 


La fonction B,(x) est donc continue dans le point a =1 et par conséquent pour 
toutes les valeurs de x, si v=1. Des propriétés des polynomes de Bernoulli il 
résulte que 





dB, HA à 
- = ) == Dy (x), Re 
Be (x) admet par conséquent des dérivées continues des ordres I, 2,...”—2. 


Mais la dérivée d’ordre »—-1 est discontinue dans les points x=0, +1, +2,... 
car B,(x) est égal a ar dans l’intervalle o<xz<ı. Cette fonction périodique 


fait donc un saut brusque égal à 1 quand x passe par un entier. 

Soit comme plus haut o<Ah<1, et supposons que la fonction p(z) admette 
une dérivée continue d’ordre m dans l’intervalle x<z<x+w. Envisageons l’inte- 
grale suivante 

a 
En = — on [? rie pen) (x + wz) dz (1) 
m! 
0 
En intégrant par partie on trouve, si m>1, 


oe 


Bm = — RZ = 


[gtr (8 + w)— pi @)] + Am-ı. 
En repetant cette operation m — 2 fois on obtient 


Ra N Bulk ) Ape (a) + Ry. (2) 


y | 


yo2 


Intégrons encore une fois par partie, nous aurons, en tenant compte de ce que 
B, (kh —z) est discontinue dans le point z=h, 
to 
R, = p («+ hu) — 0 B, (h Ara, fre z)dz. 


T 
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En substituant cette expression dans l’equation (2) on obtient 


T+ 0 
, m 


plx +ho) = 5 | p (2) d2 + > = By (h) A PO—? (x) + Ban: (3) 


o 
vl 


T 


.C’est la célèbre formule sommatoire d’Euler. Le terme complémentaire a été 
étudié par un grand nombre d’auteurs et notamment par Poisson!, JACOBI?, 
MALMSTEN?, DARBOUX’, SCHENDEL®, SONIN* et LINDELOF®. 

Nous allons nous servir de cette formule pour démontrer l’existence de 


ra. 


Mais indiquons d’abord quelques applications élémentaires de la formule d’Euler. 


la limite 


Prenons @(x) = Bmyn(x), et posons w=1, h=o dans l’équation (3), nous aurons 


1 


à = NS m n ‚mrn—v fo m (m A n)! i z 
Bm4n(X)= Då | i | B,x (— 1) en | Bm (2) Bn(x +2) dz. 
y= 5 
Mais en posant h = = on obtient 
| D | 1 
HE SIN) Dee nennt T 
Bin [2 T N) = | 3 | av a (=D en | Bm 2 ES = By (x +2) dz. 
y=) 6 


Faisons tendre x vers zero. La première équation se réduit à 


1 
6 fe m +1 mint 
| Br (2) Bn (2) dz ( 1) (m+n)! Bmin, 


0 


m et n etant des entiers positifs quelconques. De la seconde équation on deduit 
de méme que: 





1 Mém. Acad. Sc. Paris 6 (1823), p. 571. 

? J. reine angew. Math. 12 (1834), p. 263—72; Werke 6, Berlin 1891, p. 64—75. 

5 J. reine angew. Math. 35 (1847), p. 55—82; réimprimé Acta math. 5 (1884), p. 1—46. 
4 Ann. Ee. Norm. (3) 6 (1889), p. 257—62; C. R. Acad. Sc. Paris 108 (1889), p. 725—7. 
EC. 
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HER Dr, 


I 
= ee ec LE MERE RS ee : ’ 
| Bm (e + 2) Bu(2) de = (— xyes RON in 


pourvu que m+ 7 soit pair. 
Posons en second lieu p(x) =e”, nous aurons 


eve dz. (4) 





1% 
co +) [= (h — 2) 


ho u v 

we () 

IE By 2 

Be v! Boas I m! 


y=) Ö 


La fonction au premier membre est donc la fonction génératrice des polynomes 
de Bernoulli. Cette fonction génératrice a servi de base à plusieurs auteurs dans 
l’etude des polynomes de Bernoulli. L'expression du terme complémentaire de 


la série n’a pas, je crois, été donnée auparavant. 
. . (U) 
Si nous prenons (x) = sin 2 nous aurons, en posant © == — ; 

2 





a 





() sin (1— à (Uv m-—1 v+1 
= En 2 (=D BR vti(h) + Rn 
cd (29 +1)! ° ; 
2 SIN = Aa 





ou 
a 
San beet! ( Boxylh—z) . I , 
hr El ) am + ) Sr ©) dz 
(2m)! 2 


2 sin 2 
3 0 











ee ee ‘| w dz 
a (2m— 1)! 2 
2 Sin — 
2 
En posant p(x) = cos x on obtient de même 
( COS (n— | (0 m er 
VW u“ j 
ER A = — 1)! —— poy Biss ; 
2 ( 1) „ıB: (h) + (5) 


. ct 
2 SIn — 
2 
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où 
By 
— 1] mt! „ml Ba h—? I 
Ra SCENE [Fet Al z——)wdz 
v (2m)! 2 


. ( 
2 SIn 
2 
1 x 
RI | Bom+' (h— 2) 
| (2m+1)! 





j I 
sin (2 — ‘| w dz. 
2 


Quand m augmente indéfiniment ces trois séries convergeront pourvu que |w|< 2. 
Posons en particulier h =1 dans la dernière serie, nous aurons le développement 
bien connu 





(0 (a) oy COR 
3 cot 5 =), (— 2 (2 „)ıPır t Em, (6) 
v=0 
où 
1 
+. m+1,,2m+1 ff” 
he ER a | Bom (2) cos {vds 
v (2m)! 2 


Ce! 
2 SIN x 


“= 





I 
— TY tig PB, 2) I 
er 17 ON I (2) sin [2— Jo de. 


2) 


tl 
2 SIN - 
2 


Mais en prenant h — = dans l’equation (5) on obtient 


m 








d to 
jw COSÉC w = 2 (— 1)” = Diy + Bin, 
yp)! 
= (2»)! 
ou 
if 
2 
== ij m +1 20 2m +1 De 2 
Fe ) 7 ( ) — m ( Pas 22wdz 
sin w (2m)! 


1 


2 
PAT m +1 2 wW 2m +2 Ba 2 \ 
A (2 w) | m +1 (2) sin 22wd2. 





sin w (2m +1)! 


7. A l’aide de la formule d’Euler on peut décider de la convergence de 
certaines séries qu’il paraît difficile d’aborder par d’autres voies. On connaît le 
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théorème suivant, dû à MAcLAURIN! et à CaucHy?: Soit p(x) une fonction, posi- 


tive à partir d’une certaine valeur de x, continuellement décroissante et tendant 
vers zéro quand x augmente indéfiniment. Alors la série 


co 


> 9 (s) (7) 


s=1 


sera convergente ou divergente suivant que l’intégrale 


| p(x)dx (8) 


1 


aura ou non un sens. MM. Bromwicu® et HARDY? ont démontré que ce théorème 
reste vrai dans certains cas où la fonction n’est pas décroissante. Soit g(x) une 
fonction tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment et admettant, pour 
x > I, une dérivée continue d’ordre m telle que l’intégrale® 


on 


1 
sera convergente. Supposons en outre que 


Ho no) 0. 
so 
Dans ces conditions la série (7) sera convergente ou divergente suivant que l'intégrale 
(8) aura ou non un sens.‘ 
En effet posons w=1 et h=o dans l’équation (3) et remplaçons 2 succes- 
sivement par I, 2,...n—1. En ajoutant ensemble les équations ainsi obtenues 
on trouve 





1 A treatise of fluxions 1, Edinburgh 1742, p. 289—90. 
? Sur la convergence des séries, Œuvres (2) 7, Paris 1889, p. 267—79. 

3 Proc. London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 327—38. 

M (2) 9 Kıgir), p. 126—44. 

5 Cette intégrale sera convergente par exemple si o(”) (x) tend vers zéro en variant toujours 
dans le même sens quand x augmente indéfiniment, ou encore si l'intégrale 


a 
JA | olen) (x)| dx 
1 
a un sens. 
6 Ce théorème est essentiellement le même que celui de M. Hardy (l. ec). Je l'ai énoncé 
sous une forme un peu plus générale mais la différence des deux énoncés n'a guère d'importance. 
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| p(x Jdx— Np) = D = (gem) (x )— 9) + fo 2 


x sel vel 


u 
1 1 








gi) (x)dx, (9) 


n étant un entier positif quelconque. Faisons tendre n vers linfini. Nos hypo- 
thèses relativement à la fonction q (x) entraînent que 


lim g(x) = 0, v=0,1,2,...M-—T; 


z—n 


c’est ce qu’on voit en tenant compte du théorème de MM. LirtLEwoop et Harpy 
mentionné dans le paragraphe 4. Le second membre de l’équation (9) tend par 
conséquent vers une limite quand n augmente indéfiniment. Il en est donc de 


même du premier membre et l’on aura \ 
n n—1 m B, en dr ee x) E 
Jim | | nnd Zo] = pe dbs! | Zu tea) 


Die 2 Our ea 


Cette fonction satisfait aux conditions du théorème, si 3 > 0. Considérons l’intégrale 
(To) 


changeons la variable et posons 2“ =z, nous aurons 


a 
n n 


sin (2) dx _ sinzdz 
Er ke) be te : 


1 1 


L’integrale (ro) sera donc convergente, si? > 1 — «, et divergente, si@<1—a. Jlen 
est par conséquent de méme de la série 


a1 sin (st) 
DER : 
8? 


s=0 
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8. Remarquons en passant que le lemme précédent permet d'étendre un autre 
théorème de Caucay! que M. BorEL? a étendu un peu en lui donnant la forme 
suivante: Les séries 


Kh 


co 
Dpt), Data)  (a>r) 
s=1 s= ! 
sont en même temps convergentes ou divergentes si (x) est une fonction positive, 
continuellement décroissante et tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment. 
Soit w(x) une fonction qui tend vers l'infini avec x et qui, pour x > p, admet 
une dérivée continue et positive qui satisfait à l'inégalité 


p'(x+0)< KW'(x), 


K étant une constante et o <Ü< 7. 
Je dis que les séries 


wo ee) 


Dols), De(w(s)) W (s) 


o= 1 s=1! 


sont en méme temps convergentes, si p(x) est une fonction positive non croissant avec x. 
En effet la série 


et l’intégrale 


| m (x) dx 


1 


sont en même temps convergentes ou divergentes. D’autre part on a 


1 


DT 
Jr ((x)) U(x) da <p (Y(p)) d'(p +0) < Kp(#(p)) d"(p), 


pti 
fo (1 (2) (a) dx > pp + 1)) U(p +0) > LL (P+ x) (p+) 
p 


par consequent 


! Cours d'Analyse, Paris 1821; Œuvres (2) 3, Paris 1897, p. 123—5. 
? Lecons sur les séries à termes positifs, Paris 1902, p. 2—3. 
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m 
m—! m 


DE > | wveyweax> x À owls w). 


s= e s=p+1 
p Pp p 


De ces inégalités il résulte que la série 


Ip (s)) Ys) 
et l’integrale 


ao 


ye 


| p (w(x)) V'(x) dx 


1 - 


convergent ou divergent toutes les deux. C. à. en, 
On voit ainsi par exemple que les séries suivantes 


oo 


Iple)e, Peles, = a>o 


sel s=| 


pe) 


Note), Sa) 


8 slogs 





s=1 





slogslog,s...log,_;s 


= p(logr s) 


sont en même temps convergentes ou divergentes si g(x) est une fonction 
positive non croissant avec x. 
Voici un autre théorème qui est d’une plus grande portée. Les séries 


> p(x), Yply(s)) p(s) 


sont en méme temps convergentes ou divergentes dans les conditions suivantes: 
La fonction (x) tend vers zéro quand x augmente indéfiniment et elle admet, 
pour x> 1, une dérivée continue d’ordre m telle que l’intégrale 


if | pr) Id 
1 


a un sens. La fonction wY(x) tend vers l’infini avec x et elle admet, pour xv > 1, 
une dérivée continue d’ordre m+ı qui, à partir d’une certaine valeur de x, ne 
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change pas de signe quand x augmente, On suppose en outre que la dérivée 
W'(x) tende vers une limite quand x augmente indéfiniment. 
En effet la série 


D 


> p(s) 


g- I 


sera convergente ou divergente suivant que l’intégrale 


D 
. 


| p (x) dx 


l 


aura ou non un sens. Posons 


f(a) = p(W(x)) (x). 


On a 


Si l'intégrale 


ACTE 


1 


a un sens le théorème résulte du lemme du paragraphe précédent. Mais 
on s’assure aisément qu'il en est ainsi car des hypothèses que nous venons de 
faire il résulte que, quand x augmente indéfiniment, les dérivées 


ww) (x) v=2,3,...M 


tendent vers zéro en variant toujours dans le même sens à partir d’une certaine 
valeur de x. La dérivée fe” (x) est de la forme 


Jon (ac) = pe (wp (ae) [4 (rt + Kerle) Wal... [Wt (a) for. 


L'intégrale 
[ be (Ca) (a) da 


est par hypothèse convergente; il en est donc de même de l’intögrale 


a 


| 1900 (w(x) [4 (wy yr" dx. 


t 
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D’autre part on sait trouver une constante C telle que 


co 


nn 
» 


| | po) (wh (x)) [Y"(x) } I RI. [Wer (a) Poti [dx < C | | YO @)lde, v > Ts 


Mais l’integrale au second membre converge parce que YU) (x) ne change pas de 
signe à partir d’une certaine valeur de x et W—")(%) tend vers une limite quand 
x augmente indéfiniment. Le théorème est ainsi démontré. 


Nous venons de voir que la série 


N sin (s“) 
À Be , (0) SoS 


sel 


| 
converge ou diverge suivant que @«+P—ı sera positif ou non. En posant 
I" (x) =logx ou Y(x) — log, x on en conclut que les deux séries suivantes 


> sin ((log s)*) | 


s (logs)? 


RE apa 
slogslogss... log». s (logrs)” 


convergent, si ?>1—c«, et divergent, si @<1—a. Mais ceci est une parenthèse 
que je me hate de fermer pour revenir au probleme qui forme l’objet principal 


de ce Mémoire. 


Demonstration de Vexistence de la fonction F (#|«). 


g. Considérons la solution principale de l’equation 


LF (x) = p(x), 


oO 


définie par la limite 


D —> 0 


F («|w) = lim LE (2) e— 12 d2— US P(% +30) em +30) À (11) 


s=0) 


a 


Soit w un nombre positif. Supposons que 
1° la fonction p(x) admette, pour x >b, une dérivée continue d’ordre m qui tend 


vers Zéro, quand x augmente indéfiniment, 
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2° l’intégrale 


ao 
» 


|ön(— Dame + w2)de (12) 


0 


converge! et cela uniformément dans l'intervalle b <a <b+. 

Soit B un nombre positif quelconque plus grand que b. Je veux démontrer 
que l’expression (11) tend uniformément vers une limite dans l'intervalle b < x < B. 
Nous avons supposé que 


lim pm (a7) =o; 


rw 


Il en résulte que 


, 


; pm!) x 
lim f a as 


TD —> D xv 


et en général 
lim — 0! HR LATE VONT. (13) 
x 


En particulier on a 


La serie et l’integrale? qui entrent dans l’expression (11) convergeront done pour 
toute valeur positive de n, et pour toute valeur de x >»). Cela posé, remplaçons 
la fonction f(x) par g(x)e-"* dans la formule d’Euler (3) et puis remplagons x 
successivement par æ+w,æ+2w,...æ+(n—1)«w. En ajoutant ensemble les n 


équations ainsi obtenues on trouve l'identité suivante 


ao 

V : 
! La condition 2° est en particulier satisfaite si la série Som (x+sw) converge uni- 

S= 1) 


formément dans l'intervalle b < x < b+w. Elle est satisfaite encore si l'intégrale 


flm 
$ 


a un sens. Infin la condition 2° est remplie si la fonction &(#)(x) est monotone à partir d'une 
certaine valeur de a; c'est ce qui résulte d'un théorème classique de Dirichlet parce que l'intégrale 


est nulle quel que soit p. 
N ae = 
? On suppose, pour fixer les idées, que a 2b. 
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Crna 
aa n—! 


Ir (2) en? d2— w > Pp (0 + ko + sw) e—n(e+ho+sw) 


a s§=0 
a 


vom | 


tv" 
mp: yy Po (h) Dee [p(x + no) e-"(e+n0)] 


y=| 


n 


wtf 
ne | Bn(h— 2) D2 [plwt oz)e-" +09] dz, 


qui est valable quel que soit x > b. Faisons tendre n vers l'infini, pendant que » 
reste positif et fixe. De l’égalité (13) il résulte que le troisième terme au second 
membre tend vers zéro. On aura donc 


co 
@ 


| p (2) e—"* dz — w > p(x + ho + sw) ee +hotso) 


C4 s=0 


a 
T 


zw a 
= | player dz + Yr By (h) DI [plane] 


LE yo! 
a 


[ee] 


(ym! 2 
+ er) By (h—2)D7 [p(w+wz)e-neton]dz (14) 

! 
Je fais maintenant tendre » vers zéro. Le premier et le second terme au second 
membre tendent uniformément vers des limites finies. Le dernier terme au second 


membre s'exprime par m +1 intégrales de la forme 
a 


| | Bm(h — 2) pm» (x + wz) en@to2)dz, == 0, 1.2, Ve 


Soit d’abord » =o. En intégrant par partie on trouve 


wm 


P, =f (0) 12 — nw | f(z)enuetoaldz, 


0 


où l’on a posé pour abréger 
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HA | Bn (h— 2) p™ (x + wz) dz. 


‘ 
z 


Soit « un nombre positif. De l'hypothèse 2° il résulte qu’on sait trouver un 
nombre N, indépendant de x, tel que 


lf(z)|<e, si z>J, 


quel que soit x dans l’intervalle 6<a< B. On aura donc 


co N co 
Ino | LE) Carr FAP Ino | f(z) enteo dz|+ enw | e—n(z+o2) dz 
0 6 N 
N 
< nw fold + ee nletoN). 


0 


Quand » tend vers zero le dernier membre de cette inégalité tend vers &. Comme 
e est aussi petit que l’on veut, on a donc uniformément 


lim P, = f(o). 


n — 0 


Soit maintenant »>o. Je veux démontrer que P, tend vers zero avec 1. Dans 
ce but considérons l'intégrale 


wy (2) = = Br (h = 2) e-n@2dz. 


Quand n tend vers zero cette integrale tend vers une limite. En effet, on a 
evidemment 


1 
e 102 


W(z)=— = re | Blt —2—t)emetdt. 
0 
Mais puisque 
+1 
| Bm (t) dt = 0 


T 


on peut écrire cette expression comme il suit 
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1 
ae — p—nat 
pee | Bh a T—, 


I ES, en” © 





. 
0 


La dernière intégrale est une fonction périodique de z avec la période 1. Quand 
n tend vers zéro on voit aisément que cette intégrale tend vers une limite finie 
qui est d’ailleurs égale à 


1 
| Bu —2—t)tat = 


0 


Ban+ı (h ae) 
m+ı 





On sait done trouver une constante © telle que, pour toute valeur positive de » 
|y(@)|<C emo? 


et cela quel que soit z. En particulier, quand z augmente indéfiniment pendant 
que » reste positif et fixe, la fonction z?wW(z) tend vers zéro quel que soit p. 
Cela posé, considérons P,, où l’on suppose que I <»<m. En intégrant par partie 
on trouve 


oo 
» 


Py = — 1 (o) Ge) (@) 6-14 we le | gmt) (x + wz) W(z) dz. 


u 


0 


Le premier terme au second membre tend vers zéro avec 7. La valeur absolue 
du second terme est plus petite que 


Mais de l’egalite (13) il résulte qu’on sait trouver un nombre positif N tel que 
| pm") (z) | < ez’, siz>N, 


quel que soit le nombre positif «. L’expression (15) est donc plus petite que 


(ee) 


N 
) \ — + — san pp = 
n” C lv uy ie) rede + Cap |? bean? dz: 
z N 


Le premier terme tend vers zéro avec n. Le second terme est égal à 
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oo 


eC | VEDETTE 2e 


a/ 


nN 


et cette intégrale tend vers &C(» — 1)! quand n tend vers zéro. Comme « est 
aussi petit que l’on veut on en conclut qu’on à uniformément 


lim P, =o, Verto, ... Ml. 


7 — 0 


Par conséquent, le second membre de l’équation (14) tend uniformément vers une 
limite quand » tend vers zéro, et nous aurons 


T [0,0] 


N m ww ; m+ı LP. 
F(x + hw|w) = | p(z)dz + Berne) + Sat | Bh 290 (0 + v2)da (16) 


v y= 
a 





0 


quel que soit le nombre Ah dans l’intervalle o<h<ı. Il en résulte en particulier 
que F(x|w) est une fonction continue de x dans l’intervalle x > D. 

10. Le théorème que nous venons de démontrer est vrai encore si l’on 
suppose que la dérivée gy”) (x) soit continue, pour x >b, et que l’integrale 


oo 
A 


J | 0) (x) | da 


b 


ait un sens. Pourtant notre démonstration doit être modifiée un petit peu parce 
que dans le cas actuel il peut arriver que 


lim pm) (x) = 00. 


we o 


Mais la dérivée d’ordre m— 1 tend nécessairement vers une limite finie c quand 
x augmente indéfiniment. En considérant P, on n’a pas besoin d’intégrer par 
partie, mais on peut écrire cette intégrale comme il suit 


@ co 
yy p 


P,=nc | Bn(kh— 2) e-nltao2) dz + | nBm(h— 2) (gt) (x + wz) — c) enter) dz, 


«/ u 


0 0 


La premiere intégrale tend vers une limite finie, comme nous l’avons vu, et l’on 
démontre comme plus haut que la seconde intégrale tend vers zéro avec 7. On 
a donc 
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lim P, =o. 

1 or) 
La démonstration précédente s'applique d’ailleurs sans modifications. On peut 
faire la même remarque relativement à la démonstration de l’existence de la 


limite 


que nous avons donnée dans le paragraphe 5. 
En faisant varier w sur un segment quelconque de l’axe des nombres positifs 


on voit en outre que les limites 


Sri) Ve Sr (x) Ax 


convergent uniformément par rapport à w. Les deux solutions principales G(x|w) 
et F(x|w) sont donc, pour w > o, des fonctions continues de w. 

Considérons un cas particulier. Posons p(x) = vx”-', » étant un entier posi- 
tif. Cette fonction satisfait à nos conditions. En prenant h == o et m= », l'équation 
(16) se réduit à la relation suivante 


y S PZN a D (Qi 


0 


C’est à dire que les polynomes de Bernoulli se représentent par la limite: 


B, (x) = » lim | fe en dx — > (x + 8)" Be || (17) 


ei) 
s=0 
0 


On peut vérifier cette égalité de la manière suivante. Si 7 est positif on a 


D —NT 
Nemert — © 
I à 


s=0 





ao 


| ere da =>, 
N 


0 


En dérivant » — 1 fois par rapport à n, on trouvera 
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Di + 8)?" e-n(o+s) = (— ni DE 


sen 


ONE 


I — eo" 


oc 


mrs ene dx me (D)? 
é 7 


0 


Quand n tend vers zero la série et l’integrale tendent vers l’infini. Mais sous- 
trayons membre à membre les deux dernières équations et rappelons qu’on a, 
au voisinage du point n=o (cf. (4) paragraphe 6.)! 





25 ERS Dit). (18) 


Substituons ce developpement, nous aurons 


oo 
co 


fe Coins Je > (Peel euere) — > = TR Bs (2) 


/ s=0 s=v 


0 





En faisant tendre » vers zéro on retrouve l’équation (17). 


Valeurs asymptotiques des solutions principales, 


11. En démontrant l'existence des fonctions G(xz|w) et F(x|w) nous avons 
obtenu en même temps les deux développements suivants 


ive) 
m—1 


G (a + holo)— > E,(h) p(x) + en | Em-ı(h— z)p (x + wz)dz, (19) 


v=0 0 


(wet! 


F(x +holo)= | ple)dz + Io Bungee) += | Bh — 2) pla + we)de. (20) 





wu 





! Des équations (18) et (17) on peut tirer ces deux autres relations 


By(x)= lim (p Do 22108 P 


0 — 1 p—1”? 


et : 
By (x) = v lim (Do 2 : | 
1 


e—ı loge 


CESR 
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Quand m augmente indéfiniment nos développements seront rarement convergents, 
comme nous le verrons dans la suite. Néanmoins ces deux séries jouent un 
rôle capital dans l'étude des propriétés des solutions principales; on peut opérer 
en toute sûreté avec elles en tenant compte du reste. D’abord elles mettent 
immédiatement en évidence comment se comportent nos solutions pour les valeurs 
positives et très grandes de x. En effet, soit A=o et posons pour abréger 





P(2) = goa), 


Vv ! 2° 


Q(x) = lots + D (a). 





On aura 
Geo) = PC + Geena | Bm —2) 9 et Aa (21) 
0 
F(|0)=Q(2) + ET J Bm(— 2) 9°™ (a+ 02z)dz, | (22) 


0 


Par hypothèse les intégrales aux seconds membres convergent uniformément par 
rapport à x. Ces deux intégrales tendent donc vers zéro quand x augmente in- 


définiment. On a par conséquent 


lim [G(x|w)— P(x)]=o, (23) 
lim [F(x|w) — Q(x)]= 0. (24) 


Les deux limites que nous avons prises comme définition des solutions princi- 
pales ont l'avantage de pouvoir servir dans ces cas assez étendus. Mais, dans 
le cas actuel, on peut en trouver d’autres qui sont quelquefois d’une application 
plus facile. En effet, des équations aux différences finies 


il résulte qu’on a, pour toute valeur entière et positive de n, 
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G(x|w)=2 > (— 1} plx + sw) + (— 1)" G(x + nwlw), (25) 


s=0 


F(x|v)=—o Jo(x+so) + F(x + nolo). 


s=0 


On peut écrire la dernière équation comme il suit 


F (x|o)=Q(x4+nw)— w Sole + sw) +[F(x +no|w) — Q(x + no)]. 


3=0 


Faisons tendre l’entier n vers l'infini. Le dernier terme au second membre tendra 
vers zero, en vertu de l’equation (24), et l’on aura 


n—1 


F (x|w)=lim [Q(x + nw) — w > p(x+sw)]. (26) 


RSS E s=0 


De l’equation (25) on déduit de même 


G (x |w) = eRe + sw) + (— 1) P(x + now) +(—1)" [G4 (x + nolo) — P(x + no)]. 


s$=0 


En faisant tendre n vers l’infini on trouvera 


n—1 


G(z|o)=lim [2 > (— 1) p(z + sw) +(— 1)" P(x+ nw). (27) 


n —> © s=0 


Ces deux egalites ont lieu uniformément dans l'intervalle x>b. Si nous posons 
par exemple p(x)=x?, nous obtenons 


n—i 


B.(2)=lim [2 2) (— 1) (2 + 8)? + (— 1)" (etn)@+n—n)], 


u nn 


SIE [—3 St + or + (x + ny(z+n—1)(x+n— 1). 


2 
N co, s=0 


On peut aisément transformer les expressions (26) et (27) de maniére a en former 
des series convergentes. On a en effet 


n—i n—1 


Q(x + nw) — 7) D px + sw) =Q(x) — 0 PALIE: + sw) — A Q(x + sw)], 


s=N s=0 


2 SE 1): p(x + sw) +(— I) P(x+nw)=P(2) + 2 2(—1)[p(r+s0)—V P(x+sw). 


S=0 s=0 
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Quand n augmente indéfiniment les premiers membres tendent uniformément vers 
les fonctions F et G, on a par conséquent 


F(x|o) =Q(z)—o Zlp(x +30) — À Q(x+ su)], (28) 


s=0 


a 


G(x |w)=P(«) +2 3 (— 1}p(x + so) — V P(x+sw)]. (29) 


s=0 
Ces deux series convergent donc uniformément dans l'intervalle x > 6. En faisant 


h=, dans les équations (19) et (20), et en posant pour abréger 


m—!1 
w” E, 


PGi. y! gala), N 


ya () 


1 No Da cel w 
Qu(a)— nid + Le) 


a 


on trouve de méme 


s=0 


F(x]v)=Q,(2)—o Yl ple + 50) — AQ (a + sw, (30) 
G(a|w) = P,(x) +2 S(—1)*[p (a + sw) — V Pye + sw), (31) 


N (Uv . pte opps . 
où l'on suppose que 7 >b+-—. Mais ces series ne different pas essentiellement des 
2 


séries (28) et (29). 
Dans toutes ces formules on peut évidemment choisir m comme le plus petit 

entier tel que 

lim p™) (x) =o. 

pe 
En déterminant m ainsi on donne aux séries la forme la plus simple. Mais il 
convient de remarquer que rien ne permet d’affirmer la convergence absolue des 
series dont nous venons de demontrer la convergence uniforme. En augmentant 
la valeur de m on augmente souvent la rapidité de la convergence et il arrive 
que les séries convergent absolument pour toutes les valeurs de m qui surpassent 
un certain nombre. Il est d’ailleurs facile d’en préciser les conditions mais je ne 
m’y arréte pas. 
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Soit par exemple (x) —Vx. En prenant m=r, on trouvera P(x)= Vxetpar 
conséquent 





SVaVz-Va+ Son WVers-Verern) 


s=0 


Il résulte de notre analyse que cette série converge uniformément dans tout do- 
maine fini. Mais la convergence n'est absolue pour aucune valeur de x. D’autre 
part, en prenant m= 2, on trouvera — 


Bia! os, 
(x) =Va Mr 


et la série correspondante convergera absolument pour toute valeur positive de x. 


12. Resserrons un peu les hypothèses et supposons que (x) satisfasse aux 
conditions du paragraphe 10. Nous avons vu que G(x|w) et F(x|w) sont, pour w > o, 
des fonctions continues de w. Qu'est-ce qui se passe quand « tend vers zéro, 
pendant que x reste fixe? Pour le voir reprenons l’équation (20) qui est valable 
pour toute valeur positive de w. Posons pour abréger 





mr | Enka) (a + wz)dz. 


0 


On sait trouver une constante C telle que 


a @ co 


| Rm+il< Cum | [pr (x + wz)|dz= Cu” | | p™ (2) |dz < Cwr | | p™) (2) |dz. 


e/ 


0 b 


La fonction |w-”R»+,| reste donc plus petite qu’une constante, quand w tend 
vers zéro. Mais comme on a 


Bay = ©" Bn (h) gl" (2) + Roms 


2! 
on en conclut que 


lim ern At 
Mm 0 (v 


De même, en considérant la série (19) et en posant 
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Rn 
a 


ERFAR | Ems (h—2) gl (x + w2) dz 
0 





on démontre que la fonction 








reste au-dessous d’une limite finie quand w tend vers zéro. On a donc en 
particulier 
lim G(x|w) = (x), 


oo 


T 


lim F(x|w) = | p(x) dx, 


~ 
© — 0 es 


a 


w tendant vers zero par des valeurs positives. Ces deux égalités s’accordent avec 
un résultat que nous avons obtenu dans le paragraphe 2. Mais on peut affirmer 
quelque chose de plus. Supposons que la fonction g(x) soit indéfiniment deri- 
vable, pour + > b, et que l'intégrale 


flm 
b 


converge si v> m. Dans ces conditions il resulte de ce que nous venons de dire 
que les series de puissances 


> ww” 
G(x + hwlw) > N a E, (h) p™ (x), 
4 © 
co” 
F(x+hulw) > | p(x)dx + > Fr (A) pr) (x) 
vu yal 

représentent les fonctions aux premiers membres asymptotiquement pour les valeurs 
positives et très petites de w. Ces égalités asymptotiques sont surtout remarquables 
dans le cash=o. 


Les dérivées des solutions principales. 


13. Des deux dernières séries on peut encore tirer un autre résultat important. 
Supposons que la dérivée gl”) (x) soit continue, pour æ > b, et que la série 


je >) 


Ÿ gum x + 90) 


s=0 
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converge uniformément dans l'intervalle 6<a<b+w. On aura 


(et halo) = fe) (2)d2+ 5 ©" h) pb (x) 
1 
eas ;B h V (m) (+ d 
mie wat —2z) > p (x + wz + ws)dz. (32) 


s=0 


0 


Soit m>ı. En dérivant par rapport à h on trouvera 


1 
dF(x+ hu) cu” m se © 
6 Nic pr San B, (h) p® (x) + (m il Bras (h—z) © qi) (x + w2 + ws)dz. 
0 s=0 





En faisant h =o cette équation peut s’écrire comme il suit 


d BERN 
Erw Ar- SP DA gla). (33) 


Derivons m — ı fois par rapport a h, nous trouverons 


1 
för hw) == in) (x) + +wB, (h) po) (a) tu? | B, (h — 2) yom [2 + wet ws)dz. 


s=0 





6 


Dans la derniére intégrale la fonction sous le signe est discontinue nn le point 
z—h. Decomposons l'intégrale en deux 





EURE 
Ja 
ds Gi À 
et derivons encore une fois par rapport à h, nous obtiendrons 
1 
m [+ CO oo 
2 i 1e) == QU) (x) + o| 21° (x + wz + ws) dz— 21 (x + ho + sw) 


Le) 
» 


= qi) (x) + | gi) (2) dz — w > g™ (x + how + sw). 


[94 s=() 
T 
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En faisant h =o, on aura 


oo 

= nz TT A pm) (x) — w 21 (x + sw) (34) : 
De notre hypothèse relativement à (x) résulte qu’on peut rendre la valeur de 
la dernière série aussi petite que l’on veut en choisissant + suffisamment grand 
et que pm") (x) tend vers une limite. Par conséquent, la fonction F (x|w) admet, 
pour x >b, une dérivée continue d’ordre m par rapport à x, qui tend vers une limite 
finie, quand x augmente indéfiniment. Cette propriété est caractéristique pour la 
solution principale. Car toute autre solution est égale a la solution principale 
augmentée d’une fonction périodique de x. Et une fonction périodique qui pos- 
sède la propriété que nous venons d’énoncer est égale à une constante. La solution 
principale de l’équation 


A F (x) = p(x) 


est donc la solution ayant une dérivée continue d’un certain ordre (> 0) qui tend 
vers une limite quand x augmente indéfiniment. 


14. De même considérons l’equation 


V G(x) = pa), 


@ 


et supposons g(x) continue, pour x > b, et la série 


[0 >} - 


Dd (= 1) pm (x + 80) 


g=0 


uniformément convergente dans l'intervalle b < x <b+4w. On aura 


MI y | 
G(a+ holo) = à = E, (h) p (x) 


1 
oo 


| En (h—z) >) (— 1)§p™ (x + wz + ws) dz. (35) 


s=0 


qy™ 
(m —ı)!, 
0 
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En dérivant par rapport à À on trouve 


dG(x+hw) "Kw UAE 
et ho) IS ph) gh (x) 


v=0 





1 


m—i 
() N ( 
a Am Hr 2) > ( T }s pt) ( XL + w2 + ws)d2. 


s=0 


0 


En faisant h =o cette équation s’écrit 


d = MANS 
de ST V = Sa (x) ME: (36) 


En derivant m—ı fois par rapport à h et en posant ensuite h =o on trouvera 


1 





Sul, Lu gm") (x) +0 | E, (—z) >) (— 1} pm) (x + oz + ws) dz 
0 s=0 
c+® À 
| > (— 1)? pm) (z+ sw) dz. 


Dérivons de nouveau relativement à x, nous trouverons 


d”G (%|«) V $s m 1 
er =2 >) (— 1): pm (x + sw). (37) 


Par conséquent, la fonction G(x|w) admet, pour x > b, une dérivée continue d'ordre 
m qui tend vers zéro quand x augmente indéfiniment. On peut ici faire la même 
remarque que dans le cas précédent. Cette propriété distingue la solution principale 
de toute autre solution. 

Si Pon suppose qu’on ait 


lim æ pm) (x) = o, 


o> 00 
où p>T, il résulte immédiatement des équations (37) et (34) que 


! lim ar! G@) (z|w) =o 


T —> D 
et que 


lim x?! (PO (x|@) — c) = 0, 


zo © 
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c étant une constante. En particulier, si p(x) est indéfiniment dérivable, et si 
l’on suppose que, quel que soit p, on sache trouver un entier m tel que 


lim 2? ph (a=, 


zn 


si »>m, il résulte de notre analyse que les fonctions G(x|w) et F (x|w) sont 
indéfiniment dérivables par rapport à x et qu’on a, quel que soit p, 


lim ar G (x|o) = 0, 


CCE 00 


lim ar FW (x|w) = 0, 


T —> © 


AX 


pourvu que » ait été choisi suffisamment grand. En appliquant, un nombre 
quelconque de fois, aux fonctions G(x|w) et F(x|w) nos deux opérations de 
sommation on arrive donc toujours à des expressions convergentes. Ces opéra- 
tions donnent ainsi naissance à deux suites infinies de transcendantes nouvelles. 
Je vais consacrer un second mémoire à l’étude de ces sommes itérées. En parti- 


culier les limites 
5 Go), 


T 


Srtelo) INT 
o 


a 


existent. Cette propriété caractérise, elle aussi, les solutions principales, car ces 
deux limites cessent d’exister, si l'on remplace G ou F par une solution différente 
de la solution principale. En effet, si p(x + w)—— p(x), on a 


io 2) 


In" p(w + sw)e—78 = p(x) » cos, 


s=0 s=0 


et cette expression augmente indéfiniment quand » tend vers zero. De même, 
si w(x + w) = (2), la limite 


existe seulement dans le cas où w(x) est. une constante. 
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La fonction gamma et quelques autres fonctions qui s’y rattachent. 


15. Examinons quelques cas particuliers. Soit p (x) = nr et posons pour 


abreger 
g(2) = SE (38) 
(x) = S = (30) 
1 


Les fonctions g(x) et 'F(x) sont donc, par définition, les solutions principales des 
équations suivantes 


AP (2)=~. 
Dans ce qui suit nous considérons souvent, à titre d'exemple, ces deux transcen- 
dantes. STIRLING a envisagé pour la premiére fois, je crois, la fonction g(x), et 
la fonction P(x) a été étudiée par LEGENDRE, Poisson et Gauss.! De l’&quation 
(18) paragraphe 2 il résulte que les deux fonctions sont liées entre elles par la 
relation 


gla) FP (z+3) — P(x), 


De l’équation (38) on conclut immédiatement que 





gx) = DE | (40) 


car cette serie converge (cf. paragraphe 4.). La convergence est uniforme dans 
tout domaine fini qui ne renferme aucun des points <= 0,— 1, —2,..., mais la 





! Au sujet de ces fonctions et de la fonction gamma voir: 
N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunction, Leipzig 1906, où l’on trouve une biblio- 
graphie detaillee. 
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serie n'est pas absolument convergente. En prenant m= 1 dans l'équation (20) 


on aura P(x)= Par conséquent 


I 

a 
AO RT (En 

Melee NE 


s=0 





et cette série converge absolument pour toute valeur de x qui n’est pas un en- 





tier négatif ou nul. En prenant m= 2, on aura P(x) = = Fee 2 


= et par consequent 
2%? 








STORE (Us 
I) = om Zee + oi) 


Cette série est plus rapidement convergente que celle qui précède. En prenant 
m — 4 on trouvera la série suivante 


a : en e+s+2) 
> \ 3 
glo en RN 








(c<+s) (ce +s+1)* 
dont la convergence est plus rapide encore. On peut ainsi a volonte augmenter 
la rapidite de la convergence, mais en revanche le terme general de la serie de- 
vient de plus en plus complique. 

De l'équation (26) on déduit, en posant m=o, 


P (x) — lim [log n — = | (41) 


s=0 


En définissant la constante d’Euler C par la limite 





C — lim [ott +t. +2 tog n| 
2583 n 


n — © 
on trouvera donc en particulier 
F(x)= —0C 
En faisant m =o, l'équation (28) se réduira à la suivante 
I 
1+———}]. 
eh 


a+s 


£=0 





¥ (x) =log «— D] BE Rp 
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Posons + — 1, il vient 


D 


C= DT -Ieg (1 + al: 


s=1 


En ajoutant membre & membre les deux derniéres équations, on obtient 





¥(a)=—0+ D] EE] (42) 


s=0 


Les valeurs asymptotiques des fonctions g et # se déduisent des équations (23) 
et (24) qui se réduisent aux suivantes 


lim g(x) = 0, 
T — 00 


lim [F(x)— logx]=o. 


De 


Mais on peut obtenir une approximation plus grande. En effet les series (19) et 
(20) prennent dans le cas actuel la forme suivante 








IS „E»(h) De dz 
2 1) PT + | Em-i(2—h) CAPTER (43) 
0 
Loos SE Bi), (7 de 
P(x+h)=l1og x 2 EL + | Br (44) 
0 


où l’on suppose que x>0. Quand m augmente indéfiniment ces deux séries de 
puissances divergeront mais elles représentent asymptotiquement les fonctions aux 
premiers membres pour les valeurs positives et très grandes de x. 

De l'équation (39) on peut aisément déduire une intégrale définie qui a été 
trouvée par Gauss.! En effet, si t>o, on aura 


a —tzx 
eters) — EN, 
1 —e-! 


s=0 


En supposant x positif on peut intégrer terme par terme par rapport à t entre 
met ©. On trouvera 








( 
1 Disquisitiones generales circa seriem infinitam I + 20 + CA sd spe Hs -.., Werke 3, 


iy aN 7 GET) 





Göttingen 1876, p. 158—9. 
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TES 





dt 


LP #7 
a e-n(e+s) " etx 
I—et 


Le 
N 


> —n2 x —t 
fe dr | Sr 
2 t 

1 » 


En substituant ces deux expressions dans l'équation (39) on trouvera 


On a en outre, si 7>0, 





(x) =lim 


n Zt! 











En remarquant que 





log x = 4 —dt, oO 


On démontre de la méme maniére que 


i PS Baer 
= | Eur 44 


0 


(45) 


(46) 


où l’on suppose encore que x est positif.! En derivant par rapport à x dans 


l'équation (42), on trouvera 





! Notre démonstration est valable pour les valeurs complexes de x dont la partie réelle 


est positive. 
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se 


Appliquons à cette fonction la formule (28). En faisant successivement m— 0, I 
ou 2 on obtiendra les trois séries convergentes suivantes 





pe tr yas ei 
(2) x Æ(tv+s}(x+s+xr) 


I 
ef 2% 5 ec (EIEN 


s=0 





oo 


I I I 
2 20? Me Ter PE th 


s=0 











parmi lesquelles la seconde a été trouvée par HERMITE. ! 
Comme vérification des formules générales considérons enfin la fonction gamma. 
Cette fonction satisfait à l’équation 


Ee a) 22). 


Par conséquent 


log I'(# +1) — log T(x)=loge. 


Je définis? la fonction log T(x) comme la solution principale de cette équation qui 
s’annule dans le point x=1. On a donc 


T 


log I (x) = Kio eet 6; 


0 


c étant une constante qu'il reste à déterminer. En posant m—1, on trouvera 
4 
I = 
Qu | log ada — „log x — 2-2) log x — x. 
0 


En substituant cette valeur dans l’équation (26), on obtient 





! Correspondance d’Hermite et de Stieltjes 2, Paris 1905, p. 399. 

? Cette définition peut aussi s’enoncer comme il suit: log l'(æ) est la solution qui s’annule 
dans le point æ = 1, et qui admet, pour æ > o, une dérivée continue du second ordre qui tend 
vers zéro quand x augmente indéfiniment. 
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1 


log I (x)=c + lim Len?) log n—n— À log (x + s)|. 


nm 
s=0 


Faisons «= ı dans cette équation, il vient 


n 0 
sel 


c— lim | Dos JF [n +3 Jlog a + n|. 


x 


Ajoutons membre à membre ces deux relations, nous aurons 


1 


log l'(x)— lim | log n — log x + > 


n— Rn 


(log s — log |. (47) 


| 


On en tire le produit de Gauss 


BT: 1:2:3:::(n — ı)n? | 
IT (x) m as ee 





En remplaçant x par 1— x, on obtiendra 





à nine nine 
TOR ce (v2 a) C7) 2) Ge 





sit «(1 — 2) (22 — 22) (Nn — 2") 


=) x? a\1— 
iG — = de — = ... T — = . 
La 2° n° 


Par conséquent, la .fonction gamma satisfait à la relation 








= lim E 


n —® 








qu’on doit à EULER. Dans le but de déterminer la constante! c rappelons que 


nous avons démontré dans-le paragraphe 2 qu’on a 


SA te) dee) | oda. 


0 0 





* On peut aussi déterminer cette constante de la manière suivante. Par définition la fonc- 
tion log I (x) s’annule dans le point a = 1 on a done 
1 


= = log x /\ x. 


0 
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En posant g(x) — log l'(x), on trouvera 


1 


log Tr) S loga /\ x + log r(x). 


0 0 
Il est facile d’evaluer la derniére intégrale. On a en effet 


1 1 
- - ? 
5 3 a PONS 
[10% I (x)dx = [tog (x) I(x — «))dx = [og QUE 
0 0 
Mais puisque 


1 
2 


[ie sin xd = — "log 2 


0 


on trouve la formule de Raabe 


1 
| log l'(x)dx = log V2x. 


0 
En substituant cette valeur dans la formule précédente, on trouvera 


T 


log I (x) aN log a /\ æ + log Vax. (48) 


0 
De légalité (24) on déduit maintenant la valeur asymptotique suivante de la 


fonction gamma 


lim [log L'(x) — (r—2) log x +x] =logV2x. (49) 


T —> © 





Par conséquent 
1 


x 
log I (x) -N log 202-) log x Ax, 


0 0 
cest-a-dire que 
mn N 


log I’ (x + 1)= lim [> log ven" — J) log(x + Veen. 


n—%0 
vl vl 
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Si l’on veut aller plus loin, on peut appliquer la relation (20) qui nous donnera 
le développement suivant 


log I (x + h) = log V2x + zloge— x + B,(h)log« 


dz 


Be | 
= Eng am. (50) 





Bam (1) 


vw ET) oh 
ve 


qui se réduit à la série de Stirling pour A=o. Cette équation est donc valable 
pour toute valeur positive de x.! 

On peut aussi, si l’on aime mieux, déduire les propriétés de la fonction 
gamma de celles de la fonction #(x) qui est d’une nature plus simple. En effet, 
on a par définition 


x 


x 


log P (0) = Noga 2 2 +6. 


1 
En derivant par rapport a x on trouvera 


x 


Delog (a) = NS = (0) (sx) 


1 
Integrons entre ı et 2, nous obtenons 


x 


log I(x) = [Pad CO 


1 


En intégrant terme par terme dans la série (42) on trouve 


log L'(x+ 1) = — Cx + >| 108 ( +2): (52) 
On en tire le produit 


wo es 
Peer) =e el] 2 


s=1I += 
8 








* Pour ne pas sortir du cadre que nous nous sommes imposé, nous avons parlé seulement 
des valeurs réelles de x. Mais cette restriction n'est nullement nécessaire dans le cas actuel. 
Il résulte de l'analyse de la deuxième section de ce mémoire que l'équation (50) est valable, 
pourvu que x > argx >—r, et que la série divergente, qu'on obtient en faisant m = ®, repré- 
sente la fonction asymptotiquement dans le même angle. 
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dû à SCHLÖMILCH et dont WEIERSTRASS s’est servi dans son mémoire sur les 
facultés analytiques. En intégrant sous le signe dans l'intégrale (45) on trouve 
enfin la formule de PLANA 


co 


== tr —t 
greffe ete, a> 


0 


Les termes complémentaires des séries asymptotiques. 


16. Dans le paragraphe 6 nous avons mentionné plusieurs travaux impor- 
tants sur la valeur approchée du reste de la formule sommatoire d’Euler. Quoi- 
que nous n’ayons pas de remarques essentiellement nouvelles à présenter sur 
ce sujet nous allons pourtant indiquer diverses expressions du reste de nos deux 
séries asymptotiques en y appliquant un raisonnement voisin de celui des auteurs 
cités. Supposons que la dérivée y?™ (x) soit continue pour æ >b, et que la série 


em (x + sw) 


s=0 


converge uniformément dans l’intervalle b < x <b+4w, et enfin que 


lim per (TERO 


oo 


Considérons l'équation (20). Je parlerai seulement du cas où l’on fait A=0 ou 
“ 
À 
h=—. Ces deux cas sont ceux qui sont les plus remarquables et ils nous con- 
2 


duisent aux équations suivantes 


x 





t = v2” 15%: v 
Flo) = { Pd Pla) +2 aa PET + Bama, (53) 
ou 
Rimes = mate | 3410 pem(x + wz)dz, (54) 
(2m)! 


134 N. E. Nörlund. 


et 
€ le (ek Es (2v—1) 
Vik (w+! + lo) - ve) plz 2)dz ae > 20 En iP (x) a R, 2m+15 (55) 
ou 
De A B. E cE 3) oom te + wz)dz. (56) 
m + (2 m)! | m 
0 


Pour juger de la grandeur du reste on peut avec avantage le rapprocher au der- 
nier terme de la série. On aura 


(wm D; 2m 








2m — 2m +1 (emSı) 7 
Ruhr ray (x), (57) 
n RH (v” m 1), 

; = a ae (2 m—1) a 
Pa man + = 22m (2m)! iP (x ) 


Par consequent 


« m +1 PE : 
Fame (2m)! | (Bam (2) — Dean) gem) (x + wz) dz 
0 


I 
2m +1 : ee 


uni | Bin (6) — Bim) À GE (x + we + wa)de. (58) 
\ % s=0 
De Bar (# E + =) B Ei )) a fe 221747747 
m (zm)!, 2m | 2 m, fp ; 
0 
1 = 
Co? +1 > 


sen 


| (Bam [2 +2)- Beml än 2+02+08)+ (a w2+0(s+1))]. (59) 


Remarquons que la fonction B;m (2) — Bm ne change pas de signe dans l’inter- 
valle o<z<ı. En appliquant le théorème de Ja moyenne de DarBoux! à l’ex- 
pression (58) on trouvera 


1 
27 +1 


Pam = he, (2m) mx. 2m) (x + Dow +au) | (Bon (2) — Bum)dz, 0 dr Te 


s=0 





TAC p. 2040: 
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À étant une quantité imaginaire dont le module est au plus égal à l'unité. Mais 
on sait que 


L'expression précédente se réduit donc à Ja suivante 


¢ [0 >] 
RARE B; m 


a gum (a4 00 80), 


s=0 


Ri 





En tenant compte de la relation (34) on peut encore écrire cette équation comme 
il suit 
2m B, 
Rim = 4-2 Fe™) (x + Ow), o<O<1. 
(2m)! 
Si g(x) est une fonction réelle de la variable réelle x on peut ici, et dans ce qui 
suit, supprimer le facteur À. 


En remarquant que la fonction Bim (e +2) Ein 2) ne change pas de signe 


dans l’intervalle SES on peut encore appliquer le théorème de la moyenne 
à l'expression (59) et, en tenant compte de l'équation 


1 


2 


| Ben (: +7\de—o, 


0 
on- trouvera 
N (gm D, 
2 27) 





Fem (x + Owl), OST 


17. Passons à la fonction G et supposons la dérivée (x) continue pour 
x > b, et la série 


oo 


I 1)§@ (x + sw) 
s=0 
uniformément convergente dans l’intervalle b <x <b+4w. Faisons h=o dans 
l'équation (19), on aura, pour «> 5b, sin est de la forme n=2m +1, 
2 m 2y—1 C (60) 
(Vv 29—1 Fy 3 
G(«|w) =9(x)+ >) AV TA V(x) + omis 


2729 —TJ! 





vol 
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où 
ee mo ë, (z)p2™+) (x + wz) dz 
27+ (2 m)! 2m 
0 
NTE | Bam (2) Mo 1) pg + (x + wz+ws)dz. (61) 
(2m)! Jo 
s=0 


; : I . 
Mais en faisant À == on aura, si n est de la forme n — 2m, 
2 




















- M—1 ‘ 
(0) Da EN er 
% (2 A a = 2 2? v (2 ÄG (2) + Rem, (62) 
ou 
a) (gem se I 
Rs, 23 Bee hr (2m) (. 2 
de nec le ss [2 3) 90 (a + we) d2 
0 
1 [9.6] 
on . af = 4 : 
+ (2m—1)! [Ban (: 3 Å 2(— 1} gem (x + wz+08)dz. (63) 
0 “ gec 


Le polynome E,„(z) ne change pas de signe dans l’intervalle o <<z<1. En appli- 
quant le théorème de la moyenne a l’expression (61) on trouvera donc 


1 








„mt Sn 4 
m +1 = a > (—1}s (sn À ty + Ow + Sw) [ Bom (2) dz. 
s=0 
0 
Mais on a 
1 
Ce +1 
Emf)dz 0 > 
| 2m ( ) 22m (2m TRE) 
0 
Par conséquent 
(gm i SE 
Remi = A zum (2m = ! Dd (— 1) pe +) (x +00 + sw). 
s=0 


Cette expression du reste peut encore s’écrire comme il suit 


oo +1 a 


meet 
ee 2°?™+t!(2m+1)! 





Gemt+ (a4 + Ouwlw), D'Or, 
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De même, puisque la fonction Eun-ı2—2) ne change pas de signe dans l’inter- 


valle o<z<1, on peut appliquer le théorème de la moyenne à l’expression (63). 
En tenant compte de l’équation 


1 











| Han 
0 
on trouvera 
; gm Sr 7 
an Aare ee OL 


18. En resserrant les hypothèses relativement à & (x) on peut trouver d’autres 
expressions du terme complémentaire qui sont plus commodes pour les applications. 
Supposons que la dérivée gl” (x) soit continue et positive, six > b, et que gl) (x) 
tende vers zéro quand x augmente indéfiniment, Soit d’abord n—2m. En 


\ 


appliquant le théorème de la moyenne à l’expression (54), on trouvera 


co 


wm B, 0 2 5 
Bm am | pe) (x + 2) dz, OU. i. 
0 
Mais on a 
| Bom (2) bcc) Boast: BO <A T. 


Par conséquent, en désignant par 9 un nombre compris entre —ı et +1 on aura 


(u? m B; 


L = ne (Sy) ; ; 
Ram + 0 (2m)! p (x) (64) 


Le reste de la serie (60) peut s’écrire sous la forme 


nach 
Nam Fl fö 


(2m — ı)! | Em (2) pe™ (x + wz) dz. 


t 
0 





En y appliquant le théorème de la moyenne et en remarquant que 


[emer (2) | < | bam (o) |, si Oe fy 


on trouvera 





(Ore tee Com coe? (x), —=T<agvay. (65) 


Nom+1 Sa Meere (2 m — 1) ! 
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De même, si n est de la forme 2m+1, on a 


wo 


ot +1 , I 
u (2m)! | Em (: re) Pome (a + w2)dz 
6 
mais puisque 
I : 
| Lam (2) |<| Bom (JL si o<z<ı 


on en conclut que 


ve” Em : 
(0 2 2 poem) (x), Ber STR (66) 


Sr, gar 2 
Mo m+ 1 m (gm)! 


Par conséquent, le reste est en valeur absolue plus petit que le dernier terme de la 
série. En substituant l'expression (64) dans l'équation (57) on trouvera 
wm B;, 


En =0 (2m) 





ou Na, 02022, (67) 
Des équations (65) et (66) on deduira de la même manière 


CU” 2 Cz m—1 pom") (x), (68) 


Rin ur A 
fine) 22m (2m—1)! 


(D E, n per) (x) 5 (69) 


oD EE. 
Nm =0 Q2m (2 m) 4 


et l’on démontre encore que 


Ol Dim 


a = 2?m (2m)! 


Em a), (70) 
Dans les trois dernières équations 9 désigne un nombre compris entre o et 2. 
Le terme reste admet donc le même signe que le terme suivant de la série. 


19. En supposant quelque chose de plus on peut préciser les dernières iné- 
galités. Admettons que, pour x > b, les dérivées p@—') (x) et pt") (x) soient conti- 
nues, négatives, croissantes et tendant vers zéro quand x augmente indéfiniment. 
Alors si n==2m, il résulte de l'expression (67) que Rim et R:»4: sont de signes 
contraires parce qu’il en est ainsi des nombres B,,, et Bam+.. Mais on a Rym42= Rımzı. 
En rapprochant l’équation (64) de l'équation (67) on voit que dans l’équation (64) 
0 satisfait à l’inégalité — 1 <0<o. Mais cette inégalité entraîne que dans l’equa- 
tion (67) on ao<@<1. De la même manière on démontre que — 1 <0 < 0 dans 
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les équations (65) et (66), et que o <0 <1 dans les équations (68), (69) et (70). 
Par conséquent, le reste est plus petit que le premier des termes qu'on a supprimés 
et il admet le même signe que ce terme. De plus le reste et le dernier terme 
calculé sont de signes contraires. Mais avec les hypothèses que nous venons de 
faire on peut trouver une expression beaucoup plus précise du terme complémentaire. 
En effet, sin — 2m, la dérivée gt") (x) est positive et décroissante, et l’intégrale 


| gem) (2) d2 


converge. Mais il en résulte (cf. paragraphe 7) que la série 


co 


pt” (x + 50) 


8=0 


converge absolument et uniformément. Reprenons l’équation (58) que nous 
écrivons de la manière suivante 


0 m +1 


FE Pera | (Bim (z) — Bim) P (z) dz, (71) 


0 


P(z)= > [pe™ (x + wz +ws) + pe (x —w2 + w +ws)]. 


8 —=0 


: ‘ afl A n I 
Je dis que la fonction P(z) est positive et décroissante dans | intervalleo<z<~. 


Pour le voir, dérivons par rapport a z, on aura 


P'(z) =o D [per +) (c+w2+ ws) — gl” +) (ge —wz+o(s+1))]. (72) 


s=0 


En effet, la derniére série converge uniformément par rapport a z, car en faisant 
2=0, on obtiendra 


ao 
P'(0o) = «w > [pert (x + ws) — per) (x + w(s +1))] 
s=0 
=O gem+') (x) — « lim pe m+1) (x + Ws) = (y gem) (x) 4 


sD 
+ 
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La serie (72) converge donc absolument pour z— 0 et les valeurs absolues des 


termes décroissent quand z augmente de o à L’equation (72) est ainsi établie, 


et de cette équation on conclut que P'(z) est négative dans l'intervalle o <2 <=> 


car tous les termes de la série sont négatifs. Par conséquent la fonction P(2) 
est positive et décroissante dans cet intervalle. Cela posé, rappelons un lemme 
dû à TcHEBYCHEF et dont Sonın s’est servi dans le mémoire que nous avons cité 
dans le paragraphe 6. Soient p(x) et W(x) deux fonctions dont l’une est croissante 
avec la variable et l’autre décroissante dans l'intervalle a<x<b. On aura! 
l'inégalité suivante 


b : b b 
Ga) fp ved [vea fra. 
La fonction 

(— 17 (Bom (2) — B,n) 


est positive et croissante dans l’intervalle o <z< = On peut donc appliquer l’in- 


égalité de Tchebychef à l’intégrale (71) et l’on trouvera 





1 1 
2 2 
m ee m Daas ‘ 
(— 1)" Ram <(— 1) (2m)! 2 [Pe dz | (Bem ()— Bin) de. 
0 Ô 
Mais on a 
1 

| Ban () de = ÖS 

0 | 
et 


1 


Ae = | 
at 
a (2m) == (2m) 
| Ped: {de (Xx + wz+os)dz je (z)dz. 
0 s=0 


0 T 


Par conséquent 


2m B, 
(== 1)" Rom< (— 1)” w Dim 


le): de slate! 





! On trouve une démonstration de ce lemme, due A M. Picarp, dans le Cours autographié 
d’Hermite (22 éd.1881—2). Une autre démonstration a été donnée par M FRANKLIN (Amer. J. math. 
7 (1885), p. 3779). 


Mémoire sur le calcul aux différences finies. 141 


C’est la même inégalité que nous avons trouvée plus haut par une autre voie. 
Mais de l'équation (71) on peut encore tirer une autre inégalité. Puisque P (x) 
est décroissante dans l'intervalle d’intégration on aura 





wit! Bom « w 
— © > gem (x + — +8). 
(2m)! 2 Ra 2 ete) 


s=0 


= (mt 


Mais, comme g®”) (x) est positive et décroissante, on trouvera 


a 
co 


gem | mo | (2m) Ana Sal | : 
oye a+ — +s) > | p (2) dz p a, 
s=0 at? 


Par conséquent 


(3 PU Born 


(—1)™" Rim > (— I (2 m)! 


Gere!) (+ à : 


En rapprochant cette inégalité de l’inegalite (73) on voit qu’on a 


ot Bem em (x +0), où o<A< > (74) 


Kim = 
; (2m)! 


On démontre de même que 


Rom = 





wm D, gi 
2m „(2 m—1) , Ze 
Fam) 1? (w+ 00), o<0<Z (75) 


Soit maintenant n — 2m + 1 et envisageons l’equation (63) qui peut s’écrire comme 


il suit 


1 
Rom = m ER [Boma (: +3| P (z) dz, 


a (76) 
iP (2) = D (— 1) [pe (x + «© 2 + w 8) + pe (x + © — w 2 + w s)]- 


s=0 
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Le polynome d’Euler ne change pas de signe dans l’intervalle d’integration. En 
appliquant le théorème de la moyenne on trouvera donc 





Ri eee ra fs + (2 + 2) dz— IRA, 


(2m — 1)! _ 22m(2m)! 


0 désignant un nombre compris entre o et=. En dérivant la série (76) par rap- 
port à x et et raisonnant comme plus haut, on démontre que la fonction P(z) 


ED I : 
est négative et croissante dans l’intervalle er Mais on a d’une part 


N 


PAO) =p) (x) 
et d’autre part 


P(t |= > 2 — I up (a +2 +50) 
2 


co 


= gem) (x +) + o >| = TPE /\ gem (« tas + so) cr 


s=0 


La somme de la dernière série est évidemment un nombre négatif. Par conséquent 


P (*) <q (x +") | 
2 2 
On aura donc 


gum) (x Bea" ‘ ae 2) 


Mais il en résulte que le reste est de la forme 


WE E, 2m 


oO 
Pg = 2? 2m (2m)! Pp 


(TERO) (77) 


En supposant n — 2m on démontre enfin que 


2m —1 0% Pr 


a m—ı)l 





Rene gem) (2400), (78) 


I 
0 étant, dans les deux cas, compris entre o et —. 
2 
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Séries trigonométriques. 


20. Supposons que la fonction p(x) admette, pour x > b, une dérivée con- 
tinue d’ordre m telle que l'intégrale 


Jim eae 
b 


ait un sens. La solution £ (x|w) peut se développer en une série de Fourier dont 
les coefficients s'expriment d’une manière très simple à l’aide de la fonction p (x). 
En effet, soit x, un nombre quelconque > b, et considérons l'intégrale suivante 


Lo+@ 


NER 
7 RANCE 
w 
Zo 


n étant un entier positif. Puisque F, tend uniformément vers F cette intégrale 
est égale à 


Bro | 
2 2272 


I =: 
lim > Je © “F,(xlow)dx. 
n—0 WW 

To 


Mais en intégrant terme par terme, on trouve, pour toute valeur positive de » 





Mto | rot 0 à 
I k 2nin _ Be EO 2nin _ 
= | ene P,,(a|o) dx =— | Le 2” pleat sw) a ERROR 
(00) r 
To T) sp 
To+(s+1) © P 
co x EWR, 
a Soar i À 
=— > e @ p (x) et dx 


8=9 go+80 


wD 


4 2œin 
= |e See) Cag 0.8. 


Par conséquent 


L+o co 
» 


1 nine Eu, 
"Je a F(zloj)dx=—lim fe @ gp(x)je—"*dz. 
= es 


Notre hypothèse relativement à la fonction p(x) entraîne donc l'existence de la 
limite au second membre. Cela posé rappelons que nous avons démontré que la 
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fonction F(x) admet une dérivée continue. Cette fonction se représente donc, 
dans l'intervalle x, < x <x,+w, par la série de Fourier 


[eo] 
ZIENK EZ Ue 
F(x|w)=a+2 D (an cos et In (1) 
n=1 


dont les coefficients a, et b, se déterminent par les expressions suivantes 


Lot To 
i =, [F@loyda= | 9@) de, 


oO 
> 





2HNX > 
an = — lim | cos ———“ (x) e- 1% da, (2) 
z n—0 (2) 

To 
= 

. 2HNX 

b, = — lim | sin Gr. (x) erde. (2') 
n= *0 


Zo 


Soit en particulier PR), et w —1. Les coefficients a, et b, s’expriment par 


le sinus-intégral 





x 


si (x) 2 en 


et le cosinus-integral 


= [Paz 


On a en effet 


oo 


"COS 27TNX 
An = — Ten 


To 


[9 6) 
"sin 2 nz 
b, =< 7 ARS dx, 
To 





x 


parce que ces intégrales convergent. Si x, est positif la fonction # (x) se repré- 
sente donc, dans l'intervalle x, <x<x,+1, par la série 
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E(x) = log x, +2 > [ci (2 7 Ny) cos (2 nx) + si (2 2 nx,) sin (2,7 n«)]. (3) 
n=1 | 
La fonction & (x|w) peut aussi, dans l'intervalle x, < x < x, +, se représenter par 
une série trigonométrique. De la série (1) on déduit en effet, en tenant compte 
de l’équation 
G(xz|w) = À F(xl|2w), 


[0] 


cette autre serie 


3 (2n +1)zxx (an +1)ax 

ib . i 

G{xlo) = Då (cane COS Tr — + Pony. sin — oF |, Te Deo, hu, (4) 
n=0 


ou les coefficients a, et ?, sont égaux à 


oc 


; j TE NX 
Gn = lim | cos ~ Uae) Ga as (5) 
(a7) Mare 0 () 
To 
ec 
3 BEN 
Pn= #lim | sin? TIER OS rd. (5') 
[0] n— 0 (Vv 
To 


Il convient de remarquer que cette série représente la fonction @ (x |w) seulement 
dans la moitié de l'intervalle de périodicité. Dans l'intervalle ©, — « < x <x, elle 


représente la fonction — G (x + w|w). Si l’on pose en particulier q(x) =" on voit 


que la fonction g(x), dont il a été question plus haut, se développe de la ma- 
nière suivante 


g(x) — — 4 DÅ [ci (27 + 1) 72,.cos(2n + 1)72X + sil2n + 1)72x,. sinl(2n +1I)x], (6) 


n=0 
où l’on suppose que o<x,<x<x,+I. 
21. En général les intégrales (2) et (5) ne sont pas convergentes pour »— 0, 


mais on peut en déduire d’autres qui convergent et représentent les coefficients 
An, On etc. En effet, considérons l'intégrale suivante 


Wi (x) = — | cos un ent, 


Acta mathematica. 44. Imprimé le 10 mai 1922. 19 
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Elle convergera, si n>o, et l’on a evidemment 








co x 2nnt © 8 Fr 
Da — > cos e-"tdt — Ÿ ewe 4 cos 
S=a() a s=0 
248 2 
Nn 
donc 
ay 
n 
Com i 2 7Nn 
a SENT a ae 2 — nt 
WwW, (x) en | SONET (Yt) edt. 
CET 0 


La fonction W,(x) satisfait par conséquent à la relation 





Posons ensuite 


Cette intégrale convergera si 7 > oo, et l’on trouve 


@ 


[0] 
z+— = 


n 
nS Oo 
n 


2 


| w, (t) dt = 





Yv@)= — > er 


Si) 


n@ 


n = 


e AU 0 


Par conséquent 


[0] a) 





0 
Posons en général 


ice) 


Yr (ae) =— | Yrs (t) dt. 


On voit aisément que 


| Wy. (x+t)dt. 


2mnt 





e—"' dt, 


oe [mie +oae 


: fe "dt, Je 1t cos at + ty) dt. 
2 () 
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Par consequent 
o oO 
n n 
em N i 2 Nn 
w(x) = fe Nev ty cs | e— 1 cos ee Lich bp) dt, 2 
J 
0 


(-"2 \y 
e 2” Tr) 0 


On peut écrire la derniére équation comme il suit 











oO o 
| n 6 n ; 
Lite Geel SY GS wok ee. 27Un 
ith) = 612 [= St db ( | Minne cos ra Krb +h-+i)dt,. (7) 
Pi ieee Ove ees Ca 
ft 6 1? ve 3 a! N : 
La fonction est positive et croissante dans l’intervalle d’integration. Du 
EN o 
L— en * 


second théorème de la moyenne on conclut donc que 
ey a: 
Wy (x) men fåt, ve [eos + t, +l, +i,)dt,, 
U 
by ÿ, 


les 0, étant des nombres positifs et plus petits que = On sait donc trouver un 


nombre positif C tel que 


|, (@)|< Ce"? (8) 


pour toute valeur positive de 1. Faisons maintenant tendre n vers zero dans 
l'équation (7), il vient 


[0] @ 


n n 
lim w, (x) = (5) [tat | i cos (w+ t +t,---+t,)dt,, 
0 0 





00 


Par un calcul facile on en déduit 








lim 2, (%) = (— 1)” 


7% 








lim Y,,41(2)= (— I)” 


EN 
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En posant 


ie | si une ned 
2 (Uv 
we (2) = — | 7-1 (tat 
3 


on démontre de même que 7, (x) satisfait à une inégalité de la forme (8) et qu’on a 





lim 2a) =(—1) | 


n — 0 


a NE 2 TNT 
: sın 


EEE. Fe) 
270n a) 





: hi baad ZIUNE 
lim Zur (2) = (— 141 (— | Go ES 


n—>0 2un (0 


Cela posé, considérons les intégrales aux seconds membres des équations (2). En 
intégrant m fois par partie on trouve, en tenant compte de l’inegalite (8), 


m—t en 
— [os ES yp (x) ene da = Ka) Yas (as) + amt | (x) lade, 
— | sin RE p(x) ev de = La) zur la) +(— 1)" | 9” (2) xm (@)de. 


En faisant tendre » vers zero on trouve, si m est pair, 





()  2HNX Ba ZINK, 
an = a cn P(Xo) sın ar ir (<=) gl) (To) COS = 
4 il L It 
ed oe OSTEN Ks ni 2HNX 
= -} pp) (%,) sin —— — | — | pp) (x,) cos ———* +. 
/ ( 0) a) ZIUN P ( o) aa) 
(va) 
m m a 
ER ded ZIENE ge ZIENE 
— (— 1)? QU (x,)-cos = — (— 1)? | — pl (x) cos — dx 
(=)? (Sa) Ha) — (— x)? [EA] | pie (x) cos az, lo) 
To 
(0 2HNX NG Re N 
bn = — —— pP (2,) cos —— -} gl) (a9) sin ———* 
u aan? o) w 2xn) 7 (2) (0 cu 
Wie. ZIENE ER ZIENK 
+ (——~] p®) (x) cos  — (—— | gp (a) sin ——* 
2 cn (0 27Nn (0 
a 
m / m ; à 
(0 NI TNT © oo Nm ZIENE 
ale gm) FR | ee (mm) i er 
( ) (, a p (2) BID w (122) ZIEN] PS PLZ) sin a) dato 


To 
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Mais si m est impair les deux derniers termes dans l’expression de a, sont 





tig | ZUNE Sad Mo TE 2ANX 
; 4 . 4 0 AA { . / 
+ (—1) ? (==) pr) (x) sin. ——— +(—ı) ? (sa | RP) SUN dr 
( ) Z Un Pp te (0) ( ) 2AN) ,) Pp ( ) (0 ; 
To 
et les deux derniers termes dans l’expression de b, sont 
m+i MH! ; Éd 
—— (uv ZIENT, CORNE 2IENX 
ae ar 2 ( | 7 (m—1) x, cos a + = ge 2 - | 7 (m) CO $$ dx 5 
a) 2an} ? (20) (0 im un , pe $e) (0) 


Il suffit de remplacer w par 2w dans ces expressions pour trouver les valeurs des 
coefficients «„ et 2, de la serie (4). 

Ces développements mettent en évidence comment les a,, by etc. se com- 
portent pour les valeurs très grandes de n. Le premier terme est du même ordre 


T , hd , Lå 
de grandeur que —. La convergence des séries (1) et (4) est donc en général due 
n 


aux variations de signe que présentent leurs termes. Pour que ces séries conver- 
gent absolument il faut et il suffit que p(x,) — 0. 


22. Appliquons ces formules à la fonction log 1'(x) et posons p(x) = log x 
et w=1. Soit x, un nombre positif quelconque, on trouve, en prenant m= 1 


sin 27un2x, sl(2wn2X) 
er mes = 2 





Un = log & ET 
2 8% en 2un 2) 
cos 2772, Ci(2zn%x) 
b, = — log x, — a II 
$ SH Ten 2HN QE) 
On a en outre 
To 
ai | P(2)de—=7,l0g%, Cor 
0 
En se rappelant que 
LT 
log IT (a) = log Vaz + \ log x /\ x, 
0 
on trouvera, apres une reduction facile 
* pe I 
log I’ (x) = log Vaw + (v— *| log x, — ay 
> si (27.n&,) cos (24nx)— ci(z2xnx,) sin (2 un“) ee) 
wn 


n=!) 
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Cette série converge absolument, si x, est positif, et l’equation est vraie dans 
l'intervalle o<a<a%<a+1. Elle a été trouvée par M. NIELSEN! dans le cas 
particulier +, —1 et par KuUMMER? dans le cas x, =o. Pour voir que notre serie 
s’accorde avec celle de Kummer remarquons qu’on a 


, 23 faa }s x s+1 
si (2) = — + 2( en" (13) 
cite) = C + log a+ 2, ie (14) 


Nous avons établi les équations (II) en supposant x, positif. En faisant tendre 
x, vers zero on trouve à 

I 
free PRL) COS2 neat a, ae 


0 


1 
C+ log 2a 


] IF « i 7 = On = 
| log (x) sin 2znxdx—b an 


e/ 
0 


C étant la constante d’Euler. La fonction log l'(x) satisfait dans l’intervalle 
o<a<z aux conditions de Dirichlet. On a donc à l’intérieur de cet intervalle 








+ (C+ log 2an) (15) 


log I (x) =log Van +3 


n=| 


ES 2H | sin za 


a 


En reduisant le second membre å l’aide des équations (17') et (20) du paragraphe 
suivant on trouve ; 


log (2) = (*— x) (C + log 2) + + (1— x) log x — Hog sin na + YLE” sin an na. (16) 


n=1 


C'est la série de Kummer. 

Mentionnons deux cas particuliers de l’équation (12). En faisant x égal a 
un entier positif, et en remplaçant x, par z, on voit qu’on a, pour toute valeur 
positive de z, 


! Theorie des Integrallogarithmus. Leipzig 1906, p. 79. 
* J. reine angew. Math. 35 (1847), p. 1—4. 
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(21 1% ‘| log z—z+ log V2zr — log[z]! -) si Bann 


nn 








n=1 


où [2] désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à z. En posant 
at få . , . 
x=p+-, p étant un entier non négatif on trouve 
2 
log 2 — 2 


ARK GET = logr. St oa? Dot) = gen 





et cette équation est vraie dans l’intervalle 2p— 1 <2<2p+1. En particulier 
la serie converge dans l’intervalle —ı <2<1, et sa somme est égale à 


En posant x — p +1 dans l’équation (3) on trouve de même 


E+ +o tg — loge = 2 Jeilzunn), p<z<ptt. 


n=1 


Mais si z est égal à l’entier positif p, on trouve 


I 
OR 





a: +7, C—logp =2 2 ci(2znp) 


n=1 


et en particulier 


I 
En posant æ=— p +, on trouvera 
2 


ait à I I \ 
—+—,,,+——_— ——|] — — log z = — )"ci(22n2z), 
Rabie N pou 1) ATT Ge 2 1)" ci (2 ane) 
pourvu que z soit situé dans l’intervalle PE 2<p+ Zz De l’equation (6) 


on déduit de même les valeurs des séries suivantes: 
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It =a iM Ç . 
PR eee ar HE — > (a) si (ant vine, DE <a<pt-, 


et en particulier 


co 
A 


“ =))(—1)"*'si (an +t) az, 0<2<, 


n=0 


23. Il ne sera pas inutile de vérifier les équations (9) et (10) en les appliquant 
aux polynomes de Bernoulli et d’Euler. Nous avons démontré qu’on a 


S oC? VINGE ES Bir: (æ) et S MNT, (2). 
WET 


0 


En prenant x,=o et m=r+1ı tous les termes dans les seconds membres des 
équations (9) et (10) s’annulent sauf un seul au plus. On trouvera ainsi les series 
bien connues: 








ae vv)! COS 270NX 
Bagh) = (re (2 eit en!) ne (17) 
2l27v + sin 27 n& 
Bar (a)=(—1)* (2: ae > pt ? (17) 
| ,4 (27)! sin (2n + 1) wx 
Bs y (x) ES (7) or? v+l SN (2n at 1) jar , (18) 


n=0 


(Bun) ie) i. (18') 


» 4(27 — I)! cos(2n + 1) ae 
a 2 en re 


24 
n=0 
» 


Si v>o, ces series convergent absolument et uniformément, et elles représentent, 
dans l’intervalle o <x <1, la fonction au premier membre. Les series représentent 
donc, pour toutes les valeurs réelles de x, les fonctions que nous avons désignées 
plus haut par B(x) et E(x). Si v=o, la deuxième et la troisième équation sont 
encore vraies, pourvu que o<x<ı, mais la convergence des séries est non uni- 
forme au voisinage des points =o, +1, +2,.... 
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Il n’est peut-être pas sans intérêt de remarquer que les dernières séries se 
déduisent presque sans aucun calcul des formules sommatoires d’Euler et de 
Boole. En effet, reprenons la série (6) du paragraphe 6 avec son terme complé- 
mentaire: 


CA $ 


) () N (0° 
EN 55 =» (— EP (25)! BD Er He 


s=0 


. . , . . (9 . 
En multipliant les deux membres de cette équation par sin — et en posant ensuite 
2 


= 270n, on trouve 
1 





x y)! 
JB) cos nade = (nt ne, v>o, 
0) 

1 

= AA ! 
il Bays (2) sin 2002 dz = (— ı)"*' aA 


0 


Mais puisque B,(r—x2)=(—ı)"B,(x), on aura les développements (17). De la 
même manière on déduira les développements (18) de la serie (7) paragraphe 3. 
Voici encore deux autres séries remarquables les valeurs desquelles on peut aisé- 
ment tirer des équations (17): 
1 
2v)!& sin zn 
fe. v(2)— B:,(x)) cot a (2 — x) dz = (— 1Y me = a en (19) 


0 





1 


# 2(2Y7 + I)! wa COS 27 nz 
(Baur (2) — Bry 4. (x) ) cot a (2 — x) dz —(—1)* en 2 | 





(19) 


net 


En effet, supposons » > 0 et o <x < 1; substituons les séries (17) dans les intégrales 
au premier membre et intégrons terme par terme ce qui est permis, parce que 
ces series convergent uniformément. En remarquant qu’on a, n étant un entier 
positif 
1 
| (cos 27 nz — cos 27 nx) cot x (z— x) dz = — sin 2772, 
0 
1 
| (sin 270 nz — sin 270 nx) cot w (z — x) dz = cos 2, nz, 


« 
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on trouvera les équations (19). Ces deux équations sont donc vraies dans l’inter- 
valle o<æx<r. Si »=o on voit aisément que la seconde équation est encore 


vraie à l’intérieur de cet intervalle. Elle peut s’écrire comme il suit 
COS 2AN% 
— log (2sin xx) = 2 — , DREI (20) 


n 
n=1 


Remarquons enfin qu’en intégrant par partie au premier membre des équations 
(19) on trouvera 





(2v— 1) 5 sin 2ın& 


(270)?! ny? (21) 
n 


1 
| Bay (2) log sin zr|z— a|dz = (— 1)”*! 


=1 


1 


[8 » (2) log sin sr |2 — x |dz = (— 1)” — 


0 


ee . (21°) 


Des relations (18) on déduit de même ces deux autres relations 








1 

À dz ‚4(2v) IS cos (27 +1) «a 
2 Frs 2% ; 7 (2% 3 a mn Yen AM 

| (B., (2) Hay (a) cos (2 —&)) ar) [TES Gao 


0 En 


nie) 


1 
d 


0 


= (aly 





a dE (en +1) x (22') 


a?” (2n +1)" 


n=0 


Si » > o, ces relations sont vraies dans l'intervalle o <x < 1. En effet, substituons 
dans les deux intégrales au premier membre les séries (18). Ces séries étant 
uniformément convergentes on peut intégrer terme par terme et on trouve le 
résultat indiqué. 

Si v=o la série (22) converge encore à l’intérieur de l’intervalle et l’on trouve 


Sige s(2n+1)xx 


I ICH 
log cot — = 
2 2 ZRH 


OS ft ; (23) 


n=0 


En intégrant par partie au premier membre des équations (22) on aura, pourvu 


que» 20; 
1 


qm cos (27 + 
Le (2) log tg |e — x|dz = (—- 1)" 429 — => ers DR (24) 





0 
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ee 2S sin (2n+1)wa (24') 
(2n + 1)” 


1 
giv! 
n=0 


| Boe (z) log tg |z—a|dz— (— 1)” 





0 
24. On sait exprimer les sommes des puissances négatives de nombres entiers 
En effet, en posant «=o dans 


par les nombres et les polynomes de Bernoulli. 


les équations (17), (19') et (21'), on trouve 
\ a v+1 (270) 2 
2 n°" Sr 7A Nh Re (25) 
2-1 
(aut | 
TL $ Dar) urs : 
Da re (— 1)"+! EE | B;,+, (2) cot wzdz, 
n=1 0 
lo a) ( ) 1 
I AA eye 5 San 
> Br Prec Wa} Gr] Bt) log Sin nzdz. 
ne| 
0 
En posant x — = dans les mêmes équations il vient 
(20) 


\ ios Da \v + 
en 2(2v9 +1)! 





9 r\21+1 à 
(27) | Bi tg wzdz, 
0 


on 5 | Nö ds 
N ke x)” _(—1y ge | B;, (2) log |cos wz|dz. 











nivt! 
2 0 
En faisant x =o dans les équations (18'), (22) et (24) on trouve 
> SE se (— 1)" 4 re. Cry (27) 
eee ht)” (zu, —ı)! 2771? 
d 
ze rt! 2 
— 1)” ——— | E,,(2) —— 
4(2v)! sin 702 
I 


= (— I Wir: 


x I 
> (2n + ee | ) 
n=0 0 
n°" T2 
J Bryr (2) log tg dz. 
0 


Te 
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a I ; 
Enfin en posant x —- dans les équations (18) et (22'), on aura 
2 





= (— EJE 5 art! fis ; | 
— I n k or à 1 ; „ag 
De ee en NEN) 


n=0 


25. De la série de Fourier (1) on peut déduire un autre développement 
remarquable de la fonction F(#|w). En substituant dans cette serie les expres- 
sions (2) et (2') des coefficients on trouve 


x 


F (x|w) = foe dz—2 > lim eos fe (2 —2) |p (een de. 





n=1 1 — 0 
To 


De même, en substituant les expressions (5) et (5') des a» et Bg, dans l’equation 
(4) on trouve 


(x lo) = > lim [ro ee 2) etc lex ie 


n=l "> 
To 


Dans ces équations on suppose que x, <x<x,+w.. Posons en particulier 


= +, "et remplacons ensuite x, par x, il vient 


T Rn 











F (x + © 0) = p(z)dz—2 > (—1)" lim cos TT oy +2) e 27 desinele0) 
| at N— 0, 
ale? N Dre lin (2n +1)z2 egna 
z+ 0 sin Ga p(xz+2z)e ei (30) 
Am Re 


a 


Mais en posant 2 =a, on trouve 


T D 


F(zlo)= |g (2) d2— 53 plx EN lim | COS pe +z)e-"*dz, (31) 


— 0 
n=11 v 
a 0 


[96] 


ENE VETEN In | eos nt NT (+ merede. (82) 


N—0 
n=0 U 
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Ces quatre équations sont donc vraies pour toute valeur de x qui est plus grande que b. 


Si l’on pose en particulier (x) = „ce relations se reduisent aux suivantes 


we) 


P : \ n dz 
(c+ 2) = loge —2 I (—») | 008220 n2 
n=! 0 
| dz 
get | = > (SD + [sin (Cam + Da 
n=0 6 
P (x) = log x ——-— 2 > | cosa maz 22 
2% = ar 
Aa pany nes 
à n=0: x +2 


0 


En introduisant le cosinus-intégral et le sinus-intégral on peut encore écrire, par 
exemple les deux dernières équations, comme il suit 


P (x) = log x — > +2 D [ci (2n 72) cos(2nwx) +si(znzx)sin(2nxx)], (33) 


n=1 


g(x) = —4 D [ei (2n+1)xx cos (2n +1)xx+si(2n+r)zx sin (2n+1)xx]. (34) 


n=) 
On déduit de même de l'équation (12), ou bien des équations (29) et (31) en 
posant p(x) = log x: 


log I’ (« +) = log V2x +xlogx — x 


si (2 wnx) sin (2znx) —si(2znx)cos(2znx 
4 See = ERDE ee) 





log I (x) = log V 2 « + 2-4) log x — x 


(36) 








gl > ci(zzanx)sin (2 en) — si (2 NT) cos (2 una) 


en 
n=! 
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On a ici b=o. Ces huit équations sont donc établies pour toute valeur positive 
de x. Nous demontrerons plus loin qu’elles subsistent encore pour les valeurs 
complexes de x dont la partie réelle est positive. 


Variables Complexes. 


Application de l’intégrale de Cauchy. 


26. Jusqu'ici x et w ont été des nombres réels. Nous voulons maintenant 
donner à ces variables des valeurs complexes et nous étudierons les prolongements 
analytiques des fonctions que nous venons de considérer. Soit 9 un angle 
entourant l’axe des nombres positifs et limité par deux rayons vecteurs formant 


avec l’axe positif des angles plus petits que 2: l’ouverture de cet angle peut 


d’ailleurs être aussi petit que l’on veut. Soit p(x) une fonction analytique, 

holomorphe dans langle 9 et admettons qu’on ait uniformément dans cet angle 
lm 2 Grea 0, 

si m est suffisamment grand. Dans ces conditions il resulte de l’analyse des 

paragraphes 5 et g que les limites 


G(2|o) = Sr V x; (1) 


T 


F(«|o) = Sr A | (2) 


existent pour toute valeur de x et de w à l’intérieur de l’angle 9 et qu’elles représen- 
tent deux fonctions analytiques, holomorphes dans cet angle. Les expressions ana- 
lytiques que nous avons déduites des formules sommatoires d’Euler et de Boole 
restent donc valables pour ces valeurs des variables. Mais il y en a d’autres 
qui s'appliquent dans des cas plus généraux et que nous allons mettre en évidence. 
Supposons d’abord que la fonction analytique p(x) soit holomorphe dans 
l'angle 9 et que l’egalite 
lim o(x)e tels (3) 
[> 
ait lieu uniformément dans cet angle, ¢ étant un nombre positif aussi petit que 
l'on veut. En ce cas les séries 


N 
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D (=H 1} px + sw) emt 50, ma 
> Pp (x + Sw) en\2+so) (5) 


s=0 


convergeront pour toute valeur positive de 7, pourvu que x et w restent dans 
Pangle 9. A l’aide du calcul des résidus! nous allons étudier comment se com- 
portent ces deux séries quand 7 tend vers zéro. En observant que la fonction 
ze cot x2 admet tout nombre entier » comme pôle simple de résidu un, et que le 


oe . TE . A , a 
résidu de la fonction ana relatif au pôle z=»v, est égal à (— 1)", on trouve 


les deux équations suivantes 





Ss=p m 
| I ; 
Pp(a+ seu) e280) = be | p (% + w2) e="@+o2) 7 cot x 2 d2; 
s=0 & 
s=p 5 
) I dz 
2 Carty (OMS We mere) — — | Diet ODER 
Fra 20, sin 72 
& 
C étant un contour formé de | E 
deux demi-cercles entourant 
respectivement les points o et AU. FE Ya 


p, reunis par deux droites Te 
parallèles à l’axe des nom- vr 

bres positifs. Nous supposerons que les points x et w sont à l’intérieur de 
l’angle 9 et qu’on a choisi les rayons des deux cercles assez petits pour que le 
point æ+wz reste à l’intérieur de 9 quand z parcourt le contour ©. Faisons 


tendre p vers l'infini, le nombre positif » restant fixe. On trouvera 


ao 


I > 
Ip (x + sw) ee +80) — me | px + wz) e-1@**) y cotrzdz, (6) 
s=0) t 
1 
go a] 
D (— I) px +sw) e727 +80) — a p(x + w2) en @to2) La > (7) 
Tr “AE sin 7 z 


1 
! Voir sur ce sujet un excellent petit livre de M. E. Linpenor: Le calcul des résidus et 
ses applications à la théorie des fonctions, Paris 1905. L'analyse de ce paragraphe est voisin 
de celui de M. LanpeLôr mais le problème que nous nous sommes posé est bien différent de 
celui que M. Linperôr a traité (I. c. p. 52—86). 
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GÖ 1 C, étant un lacet formé d’un petit 


demi-cercle entourant le point 
LRO 7 = Ob de (ete CECI 


à l’axe des nombres positifs. Con- 
sidérons d’abord l'intégrale (7). 


La ligne d'intégration coupe l’axe 


réel dans un point « situé entre o et — 1. Déformons le contour C, en un autre 


contour C, qui sera formé de deux droites issues du point « et situées l’une au- 


dessus l’autre au-dessous de l’axe réel. Nous choisissons les angles que ces deux 


droites forment avec l’axe des nom- 





bres positifs assez petits pour que le 
point :æ+wz reste à l’intérieur de J 
quand 2 parcourt le contour C,. Fai- 
sons ensuite tendre » vers zéro. L’inte- 
grale au second membre tendra uni- 
formément vers une limite parce qu’on 


Fig. 3. sait trouver un constante K telle que 
p(x + w2) K 
re <a = 5 
sin #2 12 | 








sur le contour C,. On arrive ainsi à l’équation suivante 


S ere WE dz 
PAT) mt | PT + wz) ——— - 


@ 
Y 
C, 


Considérons maintenant l’intégrale (6) et remarquons qu’on a 





I I I 
— COU TEE ees 
24 21 ET Gee 

I I I 

= cot T2 = — + —. 
2% 2 e2 tte — T a 


(8) 


Je remplace cot;rz ‘par la première de ces expressions sur la partie supérieure 


du contour C,, formé de l’arc «y. Je remplace cot 2 par la seconde expres- 
1 


sion sur Parc ayo. On aura donc 
co 
ao , 
' 
Vv p(L+sSw)e ”(z+s0) ae | p(x 4 w2) e-nla+o2) dz 


s=0 L 
a 





(p(x 2) e—1(r +2) "o (x 2) e—1(x+@2) 
Dieu) enn? fe Men 


e-?=iz ET 


0 
a y! co ay!! 


e: iz SN 


a 
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La première intégrale est étendue le long de l’axe réel. Dans les deux autres 
intégrales je déforme comme plus haut la ligne d’intégration en remplaçant Parc 
ay © par la droite «af et Parc «yo par la droite «fo. Je fais ensuite 
tendre vers zéro. On a évidemment 


lim [22 + (2) er ee 7: eS |? (x + wz)dz 


e—?ñiè y e-?=iz Tr 


het 0, 


a plo aß wo 


parce que l’integrale au second membre converge. En remarquant que 


D D 


| p (xt wz) e—1t+o2) d z= = |v (2) e="® dz 
(7) 
« / 


Le 
a “+40 


on arrive à l’équation suivante 


x LAM 

À : ; EE à ! d ; X td d 
SAONE [pie des (nr te do 
a a a RB D a pr cn 


Cette relation peut s’écrire sous une forme plus simple. Posons 


et intégrons par partie dans les deux derniers termes au second membre. On trouve 








p(x+w2)dz f(x + au) re QU uw \? 
M Loa—errate yee je 2 dl se el sin 7 z ge 
aß % 7 Bio 
‘p (a+ wz)dz x + Av I mw Ne 
D Oe a Eroo) fn. | ir? 
Lomé 7 eh RE À Sin Ir 2 
api a Blo 


En substituant ces expressions dans l’équation (9) on trouvera 





| Tier (et) (10) 

PZ) /ı2 = % x 2 = Say INS irae TC 
S AGP Sl (ee sin 7 2 i 
a 


à 


On voit ainsi que les seconds membres des équations (1) et (2) tendent uni- 
formément vers des limites pour toutes les valeurs de x et de » qui sont à l’inte- 
rieur de l’angle 3 et qu’elles représentent deux fonctions analytiques de x et de w, 
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holomorphes dans l’angle 9. On peut dire un peu de plus sur ces fonctions si 
l’on suppose que g(x) soit holomorphe à l’intérieur d’un angle © comprenant 
l’angle 9 et qu’il existe une constante positive k telle qu’on a uniformément 
limi MQ (a) lee 
Jz] —@ 
dans l’angle ©. Les équations (8) et (10) subsistent pour toute valeur de x à 
l’intérieur de 9. Faisons varier w. Quand w sort de l’angle 9 on voit que les 
intégrales (8) et (10) restent convergentes tant que w reste à l’intérieur de l’angle 
© pourvu que le module de w soit suffisamment petit. Les fonctions F(x|w) 
et G(x|w) admettent en général des points singuliers pour des valeurs de w situées 
à l’intérieur de ©. Mais quand x reste dans © elles sont holomorphes dans un 
certain voisinage de w — 0, situé tout entier à l’intérieur de ©. 


27 Étudions un autre cas. Admettons que: 

1° la fonction g(x) soit holomorphe dans le demi-plan (x) >b et qu’on 
sache trouver deux nombres positifs C et k tels que, pour toute valeur 
de x dans le demi-plan, on ait 


Ip (x)|<Ce*rolel, (m) 


quelque petit qu’on se donne le nombre positif «; 
2° dans une bande quelconque, située dans le demi-plan et limitée par deux 
droites parallèles à l’axe des nombres positifs on ait 


Ip (x) |< Cell, 


Soit w un nombre positif et x un point à l’intérieur du demi-plan. Les séries (4) 
et (5) convergent et les’ équations (6) et (7) sont encore vraies. Posons z=re*”. 
On sait trouver une constante M telle que 


p (a + 2) 


: < M el +ko—ı) sinfvlr, 
SIN 772 








si 5 >v> Ta Considerons d’abord l’integrale (7). Siw ne on peut raisonner 


comme plus haut, déformer le chemin d’integration et remplacer la ligne C, par 


x 


une droite perpendiculaire à l’axe des nombres réels et coupant celui-ci dans le 
point «. On trouve ainsi 
atin | 
S p (MR ff plx + w2) ER (12) 
o sin 7 2 ; | 


L . 
a—10 
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De l’équation (6) on déduit! de même, si w <7” 





k 

T æ+a 0 a+in a—i® 

sre Az= | 9@)dz+ o fi PEL CARE +o | Paten, (13) 
o Bil - Re CURE 

x ation ; 

te) A Pumas [iF tie B52) (a) de (24) 

© 271 - sin 72 4 

a a—ion 


Dans ces trois équations « est un nombre quelconque entre o et — r et l’on 
suppose que la partie réelle de x est plus grande que b— aw. Posons en parti- 




















culier « = — et remplaçons en même temps x par x + ©. On trouve 
2 2 
+100 co 
NE dz ‘p(e@+iut)+ p(a—ivt) 
Glx+ 2 Ju) = — aad Ma [ : 
e+ Sle a pla + Wz) os 25 NE LEE dt, (12') 
Be 0 
T wo 
7) ; . fp(t+iwt)—p(x—iwt) 
Fe+ lo) = [ptadz+i | a, dt, (13') 
a 0 
+0 co 
Ww ae ; Sah trees ee "fr +iot) + (X — tot) ; 
Flo + So) =a | fa+on fea de= 22 | (ext Fe an: dt. (14) 
—in ) 


D’autre part en faisant tendre « vers zero et en ayant soin d’éviter le point z = 0 
en déformant la ligne d’intégration, au voisinage de ce point, en un petit demi- 
cercle, dont on fait ensuite tendre le rayon vers zéro, on trouvera 


oo 


Ge) = es as, (12") 





ett _ e-rt 
0 
zr 


F(x lw) =. No (z)dz—“ p(x) + tw 
P 2 


a 0 


‘p(x + iwt) — plx — tot) 
I — er tt 


at, (257) 





Pal) = fe) — 2 fe) — ae | Mette ee 


0 





(14") 








! Je suppose, pour fixer les idées, que a > b, 
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Les six dernières équations sont valables si la partie reelle de x est plus grande 
que b, et elles mettent en évidence que G(x|w), respectivement F (z|w), sont 
des fonctions analytiques de 2, holomorphes pour toutes les valeurs de x dans 


\ 


le demi-plan (x) >b, tant que w reste à l’intérieur de l’intervalle o<w< ji 


7 
k 
quand w sort de ces intervalles. En effet, soit par exemple 


| . None . 2 elas eee 
respectivement à l’intérieur de l’intervalle o < w < . Mais il n’en est plus ainsi 


px) = ei”. 
On a ici k=1, et l’on trouve immédiatement pour toute valeur positive de 7 
ao 


> (— 19° et) (&+s 0) = 


s=0 


r+ dim” 


wo 


> ein (v+s 0) aa ae COR ; 
I — eli— n) 0 


s=0 


En faisant tendre » vers zero on aura donc 


3 2 et 
HAVE A 
@ Tu 63 


x 


Fe : wet 
er Nr ae 
om I—e” 


0 


pourvu que les expressions aux seconds membres aient un sens. En séparant le 
réel de l’imaginaire on trouve 


() 
5 | cos |a— - 
2 
\cosz Ve= a sd 
o u 
cos 
2 
A (U0 
sin (x — | 
: 2 
\ Bin ey a = 
© (Vv 
cos 
2 
= 3 (0 
2 | sin (2 
[42] 2 
\ COS 2 AT 5 
oO - 2 
sin 
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On voit ainsi que G (%|w), respectivement F (x|w), dans les deux cas sont des fonc- 
tions méromorphes de w admettant pour pôles simples les points w = + (28 — 1) 7, 
respectivement les points w= + 2s, s étant un entier positif. 


28. Considérons quelques autres cas particuliers. Supposons que (x) soit 
une puissance entière et positive de x. Nous avons vu qu’on a 


Remplacons dans les équations (12) et (13) ~(x), respectivement f(x), par x” et 
posons w=1. On trouvera 


atin 
uf Node 
ye) ox | Be sin sz (15) 
atin 5 
TE > 12 = 
Raben 2 10 i CERRO be a då 120) 


a—in 


« est un nombre quelconque entre o et —1 et les équations sont valables pour 


toutes les valeurs de x. En posant «=o on trouve 


ati 
MA he 
a” Cy z= jos > — I<a<o I 
| sin wz : (17) 
a—io 
ati» 
I AUS 
By = — |” — — az. ITE à < O0. (18) 
211 sin 7 2 
a—io 
T 
En posant x — on aura 
2 
atts 
Ti 2% ae 
Hy = A ETC TI, (19) 
2% FT”, 
‘ cos 2 
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ation 


ZU 2 
D, = er HA = ae; LT MOT (20) 
4 COS — 2 

2 





a—ix 


En faisant tendre « vers zero dans ces équations, ou bien en se reportant 
aux relations (12"), (14”), (12') et (14), on trouve 





sha étant le sinus hyperbolique et chx étant le cosinus hyperbolique de x. 


. . I , . 14 . 
Soit en second lieu p (x) a Les équations (12") et (12') se réduisent aux 
suivantes 
nn 


= 2+] 2 tdt | 


x Shat &® +1? 








0 


ve) 


(+ 2) = a x dt 
PE Gay 5 le ins 





of 


0 


La derniére de ces formules a été démontrée par LEGENDRE 


. Des trois équations 
(14) on déduit de même 


7 à 2 2 
: 2+ 3-7 log (x? + 1?) 


2 (chat)? / 
6 





DNS Per Me res > 
P (eye lore a > [108 (r+ (hut) 
5 
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En posant (x) =" dans l'équation (13) on trouve la relation suivante qui 


, 


a été établie par Poisson 


an 


t dt 
(x) = | Bear) a z 
(x) 08% 2% 2 fa N t? I ext 





= 


U 


Dans toutes ces relations on suppose que la partie réelle de x soit positive. 
Supposons en dernier lieu que (x) soit une fonction entière telle que 


lp(x)|<Cerlrl (21) 


pour toute valeur de x, C étant une constante, « étant un nombre positif aussi 
petit que l’on veut. En démontrant les équations 


Attn 
TR dz 
G(x) wv) = | pal” teens (oi. 
(x |) | p (x + wz) HIT LG; (22) 
atic ; 
I Ais : 
F(x|w) = Dr | f(x 3 (v 2) Fr = dz, SI <d<o (23) 


nous avons supposé « positif, pendant que x est un nombre quelconque. Mais 
les intégrales au second membre conservent un sens pour toutes les valeurs 
réelles ou complexes de x et de w. Les deux solutions principales F(x|w) et 
G(x|w) admettent donc un prolongement analytique dans tout le plan des w et 
l’on voit à ces intégrales qu’elles sont des fonctions entières des deux variables 
x et w. Remplacons w par —w et en même temps 2 par —1—2; on aura 





ati» 
—o)=t | P(L+ 0 + w2)— = a<o 
G(a|—o) i fo +ut+o Vas pt bY as et 8 à 
a— io 
a + io i 
I TE 3 
F(z|=0)= 57, | {+0 +02 |; | dz, —1<a<o. 
271 sm 72 
a— io 


En comparant ces deux intégrales aux intégrales (22) et (23) on voit que les fonc- 
lions G et F satisfont aux équations suivantes 


G(a—w|— w) = @(z|w), (24) 


F(x—w|—«) =F(x|o). (25) 
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@(: AD) et F(a + Sle) sont par conséquent des fonctions paires de w. Dans 


le cas des Be d’Euler et de Bernoulli ces deux équations prennent la 
forme suivante 


E,(1 == x) = (— Rips E,(&) ; 
B, (1 — x) = (— 1)" B,@). 


Nous allons vérifier ces résultats en considérant les series ordonnées suivant 
les puissances entières et croissantes de w. Dans le cas actuel on peut déduire ces 
séries de la manière suivante. Développons la fonction f par la formule de Taylor 


xv 


‘ xu" 2 7 
(on Jouaa+ À + 00). 


« y=! 
a 


Substituons ce développement dans l’equation (23) et intégrons terme par terme. 
On trouve en tenant compte de l’equation (18) 


© 


F(a|o) = K p(x)dx —" of p+ earn a): (26) 


t 
a 


En remplaçant x par x +" dans l’equation -(23) et en tenant compte de l’équation 


(20) on obtiendra 


T 


(e+ Slo) = fewer 2 > = 


u 
a 





at r= (a). | (26') . 


De l’équation (22) on déduit de même, en tenant compte des formules (17) et (19), 


CET ERA 





G(x|w) = p(x) + > ne an PEU (26") 
Gia + A > er ee). (261) 





vod 


Est-ce que ces quatre séries convergent? Pour en décider il faut d’abord savoir 
comment les nombres B,,...E, se comportent pour les valeurs trés grandes de ». 
Mais des séries (25), (26), (27) et (28) paragraphe 24 il résulte que ces nombres 
sont de la forme 
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et. (27) 
Cat =( 1) on + 8), (27') 
een (2) a + &), (27) 


&, étant dans les quatre cas une quantité qui tend vers zéro quand » augmente 
indéfiniment. D’autre part de l’inégalité (21) il résulte qu’on a 
1 

lim |g") (x) |" =o. 

vo wD 
Les quatre séries (26) convergent donc pour toute valeur finie de w, quel que 
soit x, et la convergence est uniforme dans tout domaine fini. Elles représentent 
par conséquent des fonctions entiéres et l’on vérifie immediatement a l’aide de 
ces series que les équations (24) et (25) sont satisfaites. 


Prolongement analytique des solutions. 


29. Les résultats précédents restent vrais pour certaines fonctions qui ne 
rentrent pas dans les conditions que nous avons imposées a la fonction (x). 
Remarquons d’abord qu’on peut, sans inconvénient, remplacer les deux expres- 
sions qui déterminent Jes solutions principales par les expressions suivantes 


sre ia == 2. lim yi I)’ p(x+ sw) EVA (e+ so), (27) 
@ ie US 
£ D x 
Sr @)Az= lim | p(z) e174 dz— w > plz + sw).e—74 (e+ sa) |, (28) 
oO n—9]| pe 


a 


À(x) étant une fonction de la forme 
A(z) = ze tlog' x), Peer ie Où 


En prenant ces limites pour point de départ il n'y a presque rien à changer 
dans ce qui précéde. Dans les cas que nous venons d’étudier on arrive parfaite- 
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ment aux mêmes solutions que nous avons trouvées à l’aide de la définition un 
peu plus simple dont nous avons fait usage jusqu'ici. Mais avec cette definition 
plus large on peut faire un petit pas en avant. 


\ 


Supposons que la fonction p(x) satisfasse à la condition 1° du paragraphe 
27 mais supprimons la condition 2°. Il arrive que les series (4) et (5) n’ont pas 
de sens pour aucune valeur de w, mais les séries et l'intégrale qui entrent dans 


les expressions (27) et (28) convergeront pour toute valeur positive de », si p>T1, 
, 12 11 ns 
ou si p=ı et g>o. Posons w = ge" et supposons que 2 BD Se Considé- 


rons l’equation (28). Supposons que la partie réelle de x soit plus grande que b 
et reprenons le raisonnement du paragraphe 26. On trouve d’abord 


D æ+ao x 
» Li 


t sS=0 t 
a a 


re 


+o | 


Le 
ay! co ay'! ao 


plot oa)emiteron | 
De Came iz ; 


(x iD 2) e—14 (w+ 02) 


ER 








2. (29) 


Deformons comme plus haut le chemin d’integration et remplacons les arcs a7! © 


I! 


et «y" © par deux droites aß!’ » et aß" (fig. 3, pag. 160). Supposons que les : 


angles que ces deux droites forment avec l’axe des nombres positifs soient, en 
; JT . . , 
valeur absolue, plus petits que re Faisons ensuite tendre n vers zéro. 
2 


Le second membre tendra uniformément vers une limite pourvu que o est suffi- 
samment petit. Cette limite ne dépend pas de 4. On retrouve ainsi l’équation (10). 
On peut enfin de nouveau déformer le chemin d'intégration en faisant tourner 
les deux droites a’ & et ap" &« jusqu’à ce qu’elles forment avec l’axe positif les 


angles + | a | vi). Notre intégrale restera convergente pourvu que w satisfasse 


ZU 
2 
a la condition 


LA 


o< a cos YW. : (30) 


En appliquant le même raisonnement à l’expression (27) on retrouve ]’équation (8) 
pourvu que w satisfasse a la condition e<T 
limites (27) et (28) ne dépendent pas de la fonction i(x); seulement il faut avoir 
soin de choisir p et g suffisamment grands pour assurer l’existence des limites. 


cos YW. On peut donc affirmer que les 


Si l’on fait g=o, il faut dans le cas actuel prendre p>ı. Si l’on fait p=-1 il 
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faut prendre g>o. Il résulte de notre analyse que, dans le dernier cas, la 
limite (28) existe pour toutes les valeurs de w qui satisfont à la condition (30). 
On voit donc que les deux solutions principales G(x|w) et F(x!w) sont des fonc- 
tions analytiques de x et de «, holomorphes tant que x reste à l’intérieur du 
demi-plan (x) >b et tant que w satisfasse à l’une ou l’autre des deux conditions 
que nous venons d'indiquer. Par exemple dans le cas de la fonction F(xlw) il 
faut que w reste à l’intérieur du cercle ayant 


le point à pour centre et avec le rayon 


m c’est à dire le cercle que je couvre de 2% 

K 
hachures sur la figure 4 Quand w sort de O 
ce cercle il arrive que la fonction F(xlw) 
cesse d’exister et il en est de méme pour 
la fonction G(a|w). 


En particulier, si w est positif, on 


; Fig. 4 
retrouve les équations 
a+ io 
G(xlw)=1 | p(x + we) sg s (31) 
sin 72 
Tin 
atin 
ee) de, on 
\ 21% sin 702 
a— ic 
i a TU Zit 
pourvu que dans le premier cas o<w< k et dans le second cas o<w< Fa 


De l'équation (31) on peut tirer une inégalité importante. En effet on a 
par hypothèse 
ere Ceres Ier, Si (a) > 0. 


Par conséquent 


1G (xlw)|< Ce&+elel | elk+e) wo bal ep lang 
sin wz] 


Puisque w est positif et plus petit que pat 
on peut donc trouver une constante C, telle que 


l'intégrale au second membre converge; 


IG(alw)|<C, e+ ole (33) 
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pour toute valeur de x dans le demi-plan R(&)>b. De même on conelut de 
l'équation (32) qu’on sait trouver une constante C, telle que 


[F{x]w)]< CeF+alel (34) 
pour toute valeur de x dans le demi-plan (x) > b et pour toute valeur fixe 
de w dans l'intervalle o < «w < x Les fonctions F et G satisfont donc aux mêmes 


conditions que nous avons imposées à la fonction p(x) pour démontrer l’existence 
des limites (27) et (28). Par conséquent, en appliquant à la fonction pix) nos 
deux opérations de sommation un nombre quelconque de fois on arrive toujours 
à des expressions convergentes et à des fonctions qui satisfont à l’inégalité susdite 
et qui sont holomorphes dans le demi-plan R(x)> 6. 

Les inégalités (33) et (34) caractérisent les solutions principales. En effet, une 
fonction périodique s(x) avec la période w qui est holomorphe dans le demi-plan 
et par conséquent pour toute valeur de x ne peut pas satisfaire à l’inégalité 

27 


kata |} Gee tase OK WEE 


sans se reduire à une constante. De même une fonction périodique p (x) telle que 


p(x + w) = pl), o<w< 3 


qui est holomorphe pour toute valeur finie de x, et qui satisfait & l’inegalite 


est égale à zero. On peut donc caractériser la solution principale F(x|w) de 
équation 

AFR) =e) 
de la manière suivante. Cette solution est holomorphe dans la bande b < (x) < b + w 
et elle y satisfait à l’inégalité (34) pour toute valeur fixe de » dans l'intervalle 
o<w< as quelque petit qu’on se donne le nombre positif «. Toute autre solution 


qui posséde les mémes propriétés en différe par une constante. 
De même la solution principale de l’équation 


VG (x) = p (2) 


est holomorphe dans Ja bande b < K(x) <b+w et elle y satisfait à l’inégalité (33), 
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w étant un nombre fixe dans l'intervalle o<w< À Il n’y a aucune autre solution 
qui admet les mêmes propriétés. Parmi toutes les solutions holomorphes les 
solutions principales sont donc celles qui sont de la plus petite croissance. 


30. Dans le paragraphe 20 nous avons étudié la série de Fourier qui repré- 
sente la fonction F. Nous allons maintenant, par une nouvelle méthode, déduire 
cette série avec son terme complémentaire. Reprenons l’équation (20) et remar- 
quons qu’on à 


e? nimz 


I m a? 
BIT —=— N errinzı LES 


Te 2niz’ 





n=1 


m e—?2a imz 


JE Lo : 
zu N see —27nz 2 ES ee 
l—entz — Dre vn ermniz" 


n=l 





’ 


En substituant ces expressions le second membre s’écrit comme il suit 


z+ao co 
“a m » 


[ve Cadre 203) [eos (2 nz) plx + waje— Met or dz 


n=|t 
a a 





2 4 a ¢ ; + , 
7 2 rımz f —2rim>? 5 
a: “| Pix + w2)e' e näz+w2) dz + wy prete __e—ni(c+o2) dz, 


I —e-?riz I — e?"iz 


ay! ay!! co 


Soit x un point dans le demi-plan À (x) > b — aw et soit o < w < z Dans les deux 


IE 
derniers termes je déforme la ligne d’intégration, puis je fais tendre 1 vers zéro, 
puis je déforme de nouveau la ligne d'intégration de la manière qui a été expliquée 


plus haut. J’arrive ainsi à l’équation suivante 


x tao es = | 

| L ZUTEN\ X 
F(z|o) = fra —2> lim [eos 20N(@—2) net Rn (3) 
. INES () 
Le r+aqo 
ou 
ation ee igs | 
a (p(x 4 W2) e: ima "plx Ae wz) e— 2 time 6 | 

Ear a | ee aia cor | nus dz. (36) 


a a 


Ici « est un nombre quelconque entre o et — 1. Posons +, =x+ «w et prenons 
par exemple /(z)=z’. L’équation (35) peut s’écrire comme il suit 
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m 














; ZINK . ZINK 
F(a | u) = ao + 2> (an COS a as Dn Ten + Rin (37) 
t ! 
n=! 
ou 
To 
Ay = {7 dz, 
a 
n 
d DENE 0 ; 
an=— lim | cos —— ¢(z)e—"* dz, (38) 
n => (vu 
To 
an 
. PR 2 2 I 
be hin | sine p{2) e da, (38) 
() 
N BUN) 
To 
zo + io anim +) To — à co es pes 
" pz)e ® op (2). € ane 
Rn= p (2) EE ER r\ Er — dz. 
204 aut 
= (z— x) 4 —(2— a) 
To PETER To al 


x, représente un point quelconque dans le demi-plan KR(x,) >b et l’equation est 
valable si o<"—"<r. Quand m augmente indéfiniment la série (37) convergera. 
Cu 


En effet considérons l’expression (36) du reste; on sait trouver une constante 
C telle que 


“tin «io 
Vie <a of erxime del EG) | | er: 
c J 


Ad a 


n 0 
> . 2C 
=0 e-:ımz|Jz + 0 e2tmz dx — ET 
| um 
0 —w 


Le reste À, tend donc vers zéro quand m tend vers l'infini c. q. f. d. 
Les expressions (38) des coefficients a, et b, ont toujours un sens. Mais en 
général ces deux intégrales divergent si 5—o. Il sera quelquefois avantageux 


de les transformer de manière à obtenir des intégrales convergentes. L’equation 
(37) peut évidemment s’écrire comme il suit 


To 
m 


F (x|w) = | p(z) dz + > (a, cos = (ev — a) +b, sin = (a — 2) + Run; 





Ns n=! 
a 


ou 


Mémoire sur le calcul aux différences finies. 175 


a 








: "2m Nnz 3 
a, = —2 lim [eos — plx, +z) e—Vm+2 dz, 
(Vv 
1 —> Ole 
0 
on 
À . 2NZ Lure 
b,——2 lim | sin a pr, + Zz) em "Wotzidz, 


1) el 


En faisant tourner deux fois le chemin d’integration de la maniere que nous avons 
expliquée plus haut, on voit que les coefficients a! et b, se représentent par les 


intégrales convergentes suivantes 


oc 


| | _ If banne 
a, =F | ea [plan + 12) — pa ide, 
0 
I a 2UNZ = 4 Le 
b= — | er. [P(X, + tz) + pr, — iz) ]dz. 
0 
31. Revenons a l’équation (35) et faisons « =>? En remplacant x par 
x + 2: on aura 
xr oo 
Ww NI a À 271n (2 — 2) : 
F (x + A = [rez > (— 1)" lim | cos — (2) en dit Em. 
: À åa n=! UN er 
ou 
5 plz +iwz)— plx —iwz) _, 
Rr=( mo. Se > EN rom], 
m ( 1) iof T + e? 77 


0 


Mais en faisant tendre « vers zero dans l’équation (35) on obtiendra 


F(xz|o)= | p(z)dz—“—(a)—2> lim | cos FOES Da ents aie Re 
à 7. « 
CE ne 9 


T 


wo 


iw if eae eine de. 


0 





Bn = 


En soustrayant membre à membre ces deux relations on trouve enfin 
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G (a |w) = p(@) + 4 " Jim | cos (2 5 pL) a er plz)e"®dz+ Rn, 


(0 


ou 


u 
2 (plat tw2) prior) omsnaegz 
| Er 


or 


Ces trois équations sont donc vraies pour toute valeur de x dans le demi-plan 
R(r)>b. Quand on fait tendre m vers l'infini on obtiendra trois séries qui 
convergent dans le même demi-plan parce que À,, tend vers zero. On en conclut 
en particulier que les series (33), (34), (35) et (36) du paragraphe 25 convergent, 
si K(x) > 0. 


\ 

32. Si l’on veut pouvoir prolonger les fonctions F et G en dehors des 
domaines que nous avons indiqués dans le paragraphe 29 il faut ajouter des 
hypothèses nouvelles relativement à la fonction p(x). Nous considérons deux 
cas différents qui sont assez intéressants. Supposons d’abord que (x) soit une 
fonction entière de x qui satisfait à l'inégalité 


ly (x) |< Cet lel, 


C étant une constante, « étant un nombre positif aussi petit que l’on veut, pendant 
que cette inégalité n'est pas satisfaite pour aucune valeur négative dee. En 
regardant les intégrales (31) et (32) on voit que les fonctions G (x |w), respective- 
ment F(x|w) sont holomorphes pour toute valeur finie de x et pour les valeurs 


Tt 


de w qui sont à l’intérieur du cercle |w|= 7 respectivement a l’intérieur du cercle 
21 se , : 
w|= Le On vérifie comme plus haut que ces deux fonctions satisfont aux 


équations (24) et (25) quand w est à l’intérieur du cercle dont nous venons de 
parler. Je dis qu’il y a toujours un point singulier sur la circonférence de ce 
cercle. En effet, reprenons les quatres series de puissances (26). La condition 
que nous venons d’imposer à la fonction (x) entraîne que . 


| T 
lim |p (x) |" =k. 


1 


2 ak NE 2 
La première et la deuxième série admettent donc le rayon de convergence k 





et cela pour toute valeur finie de x; la troisiéme et la quatriéme série admettent 


TU 


ke Il y a done un point singulier sur les circonférences 


le rayon de convergence 
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des deux cercles.! On peut vérifier ce fait à l'exemple suivant. Soit p(x) = e’r, 
B-étant un nombre complexe quelconque, Les équations (31) et (32) se réduisent 
aux suivantes 


ati“ 
je. re dz 
ex Vx=ı eit e»?z ehe ren < 0, 
o SIN 702 
a—ino 
x atin 
I 1 um \? 
ed? N x = —— | (e? @toe) — ı) (—-—_] dz. 
Lo} (D = Fe 
o 274 p SIN 77 2? 
0 a—tiw 


Du théoréme de Cauchy sur les intégrales complexes on conclut aisément que 








a+i+io atin 
. > na 
I . IT I = 
Br el. | oe Né | dea 
274 SIN 77 2 2 TV SIN 772 
ati—in a—io 


w étant un nombre dont la valeur absolue est plus petite que 2. En remplaçant 
dans la premiere intégrale z par 1 +2 il vient 


On trouve de même, si |w|< 7r 


a+in 
Ä ss 2 
7 | @Z = Les J 
sin 772 TI +e 
LE 
a— io 


En substituant .ces expressions dans les équations que nous venons de trouver, 


Her 2 eb rt 4 
et \/ x — ar ; lo B|E x, 
[07 é OP T id 


on aura 


2 2 
foe mer” I | 
e?® EN = ae SE | (0 p | = FETE 
[0) e = =: P 
0 





! Il arrive même que les deux cercles sont des lignes singulières. 


Le 
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On voit que G(x|w) et F(x|w) sont des fonctions méromorphes de w avec un 
pôle simple sur les cercles de convergence. En posant ?=+1 et en ajoutant 


ensemble on trouve 


ch (23) 


= ch 
2 
= sh (x = | 
* () 
chu /\x—=- #5; 
oO 2 (0 
7 sh- 
2 
y) 
= ch (x — | 
(U 
She hem! nt 
1 a (V0 
0 5 sh 
2 


33. La nature analytique des fonctions F et G est bien différente si p (2) 
nest pas une fonction entière. Nous ferons l'étude complete de ces fonctions 
en supposant que (a) soit une fonction uniforme de x admettant à distance 
finie un nombre fini de points singuliers f, (» —1,2,...n). Nous supposons en 
outre que (x) satisfasse à l'inégalité 


|p (ERA (39) 


pour toute valeur de x dont le module est suffisamment grand. Comme il ya 
seulement un nombre fini de points singuliers £, on sait trouver deux nombres 


réels b et b tels que la fonction p(x) est holomorphe pour R(x)>b et pour 
(ax) <b. Les intégrales 


ation 
. 


; dz 
G = L ———) 
(@loy=t [nat (31) 
ativ . 
71 Pr 1: N > ef: Ae z 
F (z|o) = = i f(x + wz) (re ale | (32) 


a—in 


Mémoire sur le calcul aux différences finies 179 


représentent la fonction G(x|w) (respectivement F(x|w)) pour (x) >b pourvu 


TE 


que w soit positif et plus petit que ke respectivement 2). Je déforme la ligne 


k 
d'intégration et je la remplace par un contour (fig. 5) formé d'un are Ba C d’un 
petit cercle entourant l'origine, de deux droites AB et CD parallèles à l’axe 
des nombres positif et de deux droites DD’ et À 4', perpendiculaires à D’ 
l’axe des nombres réels et s'étendant à l'infini. Cela posé, donnons à x 

une valeur quelconque dans le demi-plan W (x) > b et faisons varier « 


dans le demi-cercle X (w) > o, lol<7 s’il s’agit de l'intégrale (31). 


Quand on donne à w une valeur quelconque, différente de zéro, dans ce 
demi-cercle on peut 
toujours choisir les 
droites CD et AB 
suffisamment gran- 





Fig. 5. 


des et suffisamment rapprochées de l’axe des nombres positifs pour 
que la fonction sous le signe reste holomorphe le long de la ligne 
d'intégration. Pour abréger j'appelle c, le demi-cercle défini par les 


inégalités R(w) > o, et o <[w|< ca et j'appelle c, le demi-cercle obtenu 


id Pod pe 2 
en remplaçant la dernière inégalité par la suivante! o <|w|< = On voit donc 


: 
k 
que G(x|w) est une fonction analytique de x et de w, holomorphe quand x est 
dans le demi-plan (x) >6 et w dans le demi-cercle c,. Il en est de même de 
la fonction £ (%|w); seulement c, est à remplacer par c.. 

Il sagit maintenant de prolonger les fonctions en dehors de ces deux domaines. 
Je fais d’abord remarquer qu’il résulte des équations aux differences finies 

VG (alu) = p(x), \ F(a] o) = 9 (a) 
qu’on a 
ml 


G (xlw) = (— 1)" G (x +mo|w) + 2 > (— 1} pla + sw), 


geil) 


F (x|w) = F (2 + mw|w)—w > (p(x + so). 


s=0 


Supposons que w soit à l’intérieur de c, ou de c,. Quel que soit x on peut tou- 





"Sik=0 les deux demi-cercles sont à remplacer par le demi-plan i (w) > o. 
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jours choisir l’entier positif m suffisamment grand pour que le premier terme au 

second membre soit une fonction holomorphe de x et de w. On voit donc à ces 

deux équations que GE (x|w) et F (x|w) sont des fonctions uniformes de x admettant 

les points singuliers ù 
= OT, 25 Byte 


DEREN 


et elles sont d’ailleurs holomorphes. Au voisinage du point x = f, — sw les fonc- 
tions sont de la forme 


G (x|w) =(— 1)? 29 (x + sw) + W (ajo), 


F (a|w) = — w plx + sw) + (alu), 
p 


x | 
W(a|w) étant une fonction holomorphe dans le point en question. La partie 
principale de F(xlw) est donc la même dans tous les points = P,— sw, 
s—=0,1,2,.... Il arrive que deux ou plusieurs points singuliers viennent coin- 
cider. On voit aisément comment le dernier énoncé est à modifier en ce cas. 


34. On peut encore réaliser le prolongement analytique d’une autre manière 
qui va nous conduire à une expression plus commode. Revenons à l’équation 
(31) que j'écris sous la forme suivante 


z+a0+io 00 
(4 

G(x|w) = - | p (2) 
(0) 


Le 
T+ao—10 ® 


dz —1<a<o. | (40) 


. | x 
sin —(z— a) 
(U) 


Supposons, pour fixer les idées, que w soit positif et plus petit que m Cette 


relation est vraie, si N(x) > b— aw. Je fais maintenant varier x sur une droite 
parallèle à l’axe des nombres réels de manière que la partie réelle de x diminue. 
Je suppose que cette droite ne passe par aucun des points p,. Quand la 
ligne d'intégration arrive a un des points fp, je la déforme en y ajoutant un 
petit cercle entourant le point 3, et parcouru dans le sens positif. L'intégrale 
étendue le long de ce cercle est égale au résidu dans le point 3,. Quand la 
partie réelle de x est devenue plus petite que b l'équation (40) a pris la forme! 





' On sait que Cauchy désigne par la notation 


(0: 


© [o(z)] (2) 


la somme des résidus de l'expression (2) {(?) relatifs aux points singuliers de la fonction ¢ (2). 
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c+a0+io» 
. D 


G(x|w) = — 2" © [pe 4 - HO à se as 


@ RT a . 
sin -(2— x) ‘ sin —(z— x) 
142] ag) 


L+AO-70D 


En posant pour abréger 


pel = I el: 4, (42) 
(v UE 
sin — (æ—2) 

(47) 


cette équation peut encore s’écrire 


atin 
L 


G (x|w) = p(xlw) +i | (p(x + w2) En 


- pe (43) 


IE 2 


a—tn 


Ici on suppose que (x) <b. L’intégrale au second membre représente une fonc- 
tion holomorphe pour ces valeurs de x quand w est situé dans le demi-cercle c,. 
Quand les variables x et w restent dans ces deux domaines la fonction G(x] w) 
admet, par conséquent, les mêmes points singuliers que la fonction p(x|w). Or 
on voit à l’expression (42) que p est une fonction uniforme et périodique de x, 
admettant la periode 2w, et satisfaisant aux relations suivantes 


p(x+olw) =—p(xlw), p(x |w) = p(x|— w). 
Cette fonction périodique admet les points singuliers 
x= y + SU, BOs aT 25 1: 


et l’on voit aisément comment elle se comporte au voisinage de ces points. Si 
les £, sont des pôles simples de Ja fonction p(z) avec les résidus B, on trouve 
immediatement 


ven 
270 By : 
AO = — nent (44) 
7) rue ds Få 
v=1 sin — (XL — Py) 
[02] 


Si les 3, sont des pôles des ordres r, la fonction p est de la forme 


Vy 


er (s gt 
ent a By + Ay bob ye Pe) 


p(x|w) = Ly ; Ze Fee ee (45) 
2 ° [sin (x — 60] 


y=! s=N 


(Vv 
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T Las: Tat 
où les BY et les AY sont des polynomes en _, mais ils sont indépendants de x. 
U 


En ce cas la fonction p(«|w) admet pour pôles d'ordre r, les points 8, + sw. 
Cela posé, reprenons l'équation (40), donnons à x une valeur fixe dans le 


demi-plan KR(x)>b et soit w un nombre positif et plus petit que a Faisons 


maintenant décrire à la variable w un cercle ayant l’origine pour centre et qui doit 
étre parcouru en sens direct. Le chemin d’intégration tourne. Quand il arrive 
à un des points f, j'évite ce point par un petit cercle, entourant le point ß,, et 
parcouru dans le sens positif. Quand « arrive sur l’axe des nombres négatifs 
l'équation (40) a pris la forme (41) ou, ce qui revient au même, la forme (43). 
Quand « continue sa rotation autour de l’origine on rencontre de nouveau les 
mêmes points singuliers mais les petits cercles par lesquels on les évite doivent 
cette fois être parcourus dans le sens négatif. Quand w revient à son point de 
départ sur l’axe des nombres positifs l’equation (41) reprend par conséquent la 
forme (40). Il en résulte que G(a|w) est une fonction uniforme de w au voisinage 
du point w =o. 

D'autre part laissons, dans l’équation (41), w fixe et négatif et faisons varier 
x de sorte que sa partie réelle diminue. Quand la partie réelle de x est devenue 
plus petite que b l’équation (41) a pris la forme 


a +i co 
ee dz 
G (x | 0) = À | Pp (x +0 2) Si 2 (46) 


2 ain 
Désignons par c, le demi-cercle symétrique à c, par rapport à l’axe imaginaire et 
Lå e Lå ® LA . , TU . 
déterminé par les inégalités RN (w) <o, o<|o»|< L On voit comme plus haut que 


Pintégrale au second membre -représente une fonction qui est holomorphe pour 
toutes les valeurs de w et de x qui appartiennent respectivement au demi-cercle 
c, et au demi-plan R(x)<b. 

De l’équation (43) on peut déduire une relation remarquable. Nous venons 
de voir que cette équation est vraie, si w est négatif et W(x)>b. Remplacons 





W par —w et en même temps z par —1—2, nous aurons: 
Ati w 
dal ee 
sın 77 2 


a—in 


Dans cette équation w est positif et W(x)>b. Mais l’integrale au second membre 
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représente, pour ces valeurs des variables, la fonction G@(a+w|w). On a par 
conséquent 


G (x — w|— w) =G@G(x|w) 





p (|). (47) 


Cette relation joue un rôle capital dans l’étude de la fonction @. Nous l’avons 
démontrée en supposant « positif, mais il va sans dire qu’elle subsiste pour toute 
valeur régulière de w et de x. 

Il résulte en particulier de cette relation que la fonction G (x — | «) est 
encore une solution de notre équation aux différences finies, c’est à dire qu'on a 


V G (a —w|—w) = p(x). 


(0) 


Ce fait est d’ailleurs une conséquence immédiate d’un théoréme classique de la 
théorie des fonctions, pourvu qu’on sache que la fonction admet le prolongement 
analytique que nous venons de réaliser. 

Il y a, pour cette fonction, un certain développement qui mérite d’être 
signalé et qui est voisin de celui qui nous a servi pour point de départ. Pour y 


arriver je définis d’abord une fonction G par la limite 
J p 


0) 


N 
G (alo) = Sr x) Vx. 


En posant, par exemple, 4(x) = 2? on a donc 


a 


G(—x|o)— 2 lim > (— I) p(x — sw) ENE TED 


N N s=0 


De ce qui précéde il résulte que cette limite existe et qu’on a 


atin d 
2 
G(—2|0)=7 | Hl2— wz) ———_. 
ei | w) p( (y ler = 
Be 


JU 
k 
de l'équation (46) on voit que 


On suppose ici que o<w<, et que R(x) <b. Mais en rapprochant cette équation 


G(—x|w) = (x| — 0). 


On a par conséquent, w étant positif: 


D 


G(x --w|—o)=2 lim > (—1)8+! plx — sw) es), (48) 


en 
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On vérifie immédiatement que cette limite représente une solution de notre 
équation aux différences finies. En particulier on trouve 





2 
G (2 — vo|— vw) =2 > (— 1)+' (x — so), 
s=1 

si cette série converge. Ce résultat est d’ailleurs une conséquence directe de 
notre définition de Ja fonction G(x|w), si la série converge uniformément pour 
toutes les valeurs de w dans un domaine connexe comprenant des segments de 
l’axe positif et de l’axe négatif; mais s’il n’en est plus ainsi la démonstration 
que nous venons de donner devient nécessaire. 

Je vais encore attirer l’attention sur une expression remarquable de la fonc- 
tion périodique p qui découle immédiatement de l'expression (48). En substituant 
cette expression dans l’équation (47) on voit qu’on a toujours 


s=+% , f m 
p(x|w) = 2 lim = (— 1) p(x tsi) ee, (49) 
Werra * 
On a encore 
s=+ 2 
»(z|w) = 2 lim D (— 1) pix + sw)er "151, 
N mg A 


si cette limite existe. En particulier on aura 


s=+ 


p(xlw)=2 3 (—1)* p(at sv), (50) 


s=—o 


si la série converge. 


35. Passons à la fonction F(x|w). Si o<w< 2 cette fonction se repre- 


sente dans le demi-plan (x) >b, par l'intégrale (32) que j'écris sous la forme 
suivante 


æ+aœ+i con : 3 
I st 2 
F(x|) SS See f(z) dz. (51) 
21110 ERTL, \ 
z+ro—ion sin u (z —% 

Pour effectuer le prolongement analytique nous allons raisonner sur cette 
intégrale comme nous venons de le faire relativement à l’intégrale (40). Pourtant 
il y a une différence à noter provenant de ce que la fonction /(z) est non uni- 
forme. Cette fonction est uniquement déterminée dans le demi-plan (2) > b si 


lon suppose, pour fixer les idées, que a >b, et que l'intégrale 
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2 
» 


f(z) = | g(e)de 


« 
a 


soit étendue le long d’un chemin situé tout entier dans le demi-plan. Cy 
Mais la fonction f(z), étant l’intégrale d’une fonction uniforme, admet 

en général les points 9, pour points singuliers logarithmiques. Je trace AL 
de chaque point f, une coupure réunissant ce point au point à l'infini. 

Cette coupure sera formée d’une droite parallèle à l’axe imaginaire et 

dirigée du côté négatif de cet axe. Dans le plan ainsi découpé f(z) | | 
est une fonction uniforme. Le point y represente, dans la figure 6, 

le point à l’infini sur la coupure partant du point ?,. Soit ©, un 

lacet formé du bord droit de la coupure de y à a, d’un petit cercle 

C, autour de #, et parcouru dans le sens positif et enfin du bord gauche % 
de la coupure de « à y. Posons pour abréger 


Soit w fixe et positif. Dans l’équation (31) je fais varier x sur une droite parallele 
à l’axe réel de sorte que sa partie réelle diminue. Je suppose que cette droite 
ne passe par aucun des points #,. La ligne d'intégration se déplacera à gauche. 
En franchissant la coupure partant du point fp, j'ajoute à la ligne d’integration le 
lacet T,. Quand la partie réelle de x est devenue plus petite que b, l'équation 
(32) a pris la forme 


atin 


F(x|o) = IT (X]w) + ae [fe +o2)| ea ) dz, uO (52) 


sin 72 
a—in 


où l’on a posé pour abréger 


Tx FO) = 2 fre fö a yes 


2 iu ._ IE 
H sin— (z— 2) 
[47] 


\ 


La dernière intégrale dans le second membre de l’equation (32) représente une 
fonction qui est holomorphe pour (x) <b quand w est situé dans le demi-cercle 
©. Quand x et » restent dans ces deux domaines les points singuliers de F(x|w) 
sont donc les mêmes que ceux de la fonction IT(x|w). Or il est facile d'évaluer 


cette fonction. En effet, « étant positif, la fonction cot Er de tendra 
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vers zero quand z tend vers l'infini le long d’une des coupures. En intégrant 
par partie ou trouve donc 


2710 
5 


un | (ur RR p(z) | cot = (ea) —ilde. 

Mais la fonction sur laquelle porte l'intégrale au second membre est uniforme. 
Les deux intégrales le long des deux bords de la coupure se détruisent donc 
mutuellement de sorte qu’il reste seulement l'intégrale étendue le long du cercle 
C, qui est égale au résidu dans le point £,. On a par conséquent 


ven 


IH{x|w)=—xi ¥ B,— (WER cot (x — 2. (53) 


v=1 


où B, désigne le résidu de la fonction (2) dans le point ?,. La fonction 11(x|w) 
sera définie pour toutes les valeurs des variables par cette équation. On voit que 
c'est une fonction périodique de x avec la période w. Elle admet les points 
singuliers 


x= y + su, SOS lo ae 


En rapprochant l’expression (53) de expression (42) on trouve entre les fonctions 
p et IT la relation suivante 


\ IT (%| 2) = p(x|w). (54) 


co) 


Si les 2, sont des pôles simples de la fonction (x) on aura 


v= nN v=n ; 


II (x|w)=—ai ¥ B,— Y B,xcot (x—8,). ( 
f 55 


vl v=! 


Si les 2, sont des pôles des ordres r,, la fonction IT (x|w) est de la forme 





y= n # von = 3 B® En En cot - (Te Be) 
(elo) = —x LB,|cot (he Bw) + i ae > en Le (56) 
vel vl sel [sin ” (x — | 
[2] 


N r I . . . : 
où les AV et les BY sont des polynomes en ~. Si les ß, sont des points singuliers 
() 


essentiels, la fonction II(x|w) admet une infinite de points singuliers essentiels. 
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Cela posé, reprenons l’équation (51) et donnons à x une valeur fixe quel- 
conque dans le demi-plan (x) >. Soit w un nombre positif et plus petit que 
27€ . Des (ASE FH 
oe Je fais maintenant décrire à « un cercle ayant l’origine pour centre et 
parcouru en sens inverse. Quand w arrive à l’axe des nombres négatifs l’équa- 
tion (51) a pris la forme (52) ot 11(x|w) a la valeur donnée par l’equation (53). 
Mais si l’on fait varier w sur le même cercle en sens direct, partant d’une valeur 
positive et continuant sa marche jusqu’à ce qu'il arrive à l’axe des nombres 
négatifs on trouve l’équation suivante 


a+icn 
5 


(fd) Ja NV de a [Herten] de (57) 
‘ sin — 





sin 7 2 


Ww et og 


w est ici negatif. On peut évaluer la premiere integrale comme plus haut en 
. TU 5 2 
remarquant que la fonction cot —(z—a)+7 tendra vers zéro quand z tend vers 
() 


Vinfini le long d’une des coupures. On a par conséquent 


I 7l TG 71 ; 

Sees | f (2) Tt dr, ; | i(z)[eot "(2 —a) + ifae. 

ni sin — (2—x) à 
v 0 y 


L’équation (57) peut donc s’écrire comme il suit 


atin 
vn A 


FCH VID fr > B, + II (x|0) + se | f(w@+w2) 


vl 


TE É : 
er = J dz. (58) 


a—imn 


Les valeurs de la fonction F(x|»), pour w négatif, sont donc différentes dans 
les deux cas. F(a|w) est par conséquent une fonction non uniforme dew. La 
différence entre les deux systèmes de valeurs est constante et égale à 27x17 D,. 
Soit B le résidu de (x) à l'infini. On a 


B=— DB,. 
La fonction F(x|w) est donc de la forme 


F(x|o)=— B log w + F,(x|), (59) 


F,(x|w) étant une fonction uniforme de w au voisinage de « — 0. Dans le plan 
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des w je prend comme coupure la partie negative de l’axe imaginaire. Dans le 
plan ainsi découpé F(x|w) est une fonction uniforme. 

Dans l'équation (58) « est négatif et (x) >b. Laissons w fixe et faisons 
varier x de sorte que sa partie réelle diminue. Quand la partie réelle de x 


devient plus petite que b l’&quation prend la forme 


ati» 
» 


F(x|o) = | f(x + w2) | de az, (60) 


sin ır z 





J'ai ainsi réalisé complètement le prolongement analytique que j'avais en vue. 


Soit c, le demi-cercle symétrique à c, par rapport à l’axe imaginaire et de- 


termine par les inégalités À (w) <0, o <[w | < TE On voit à la dernière intégrale 


que la fonction F (x|w) est holomorphe pour toutes les valeurs de w et de x qui 


appartiennent respectivement au demi-cercle c, et au demi-plan R (x) <b. 
En regardant l’expression (53) on voit que la fonction périodique II (x|w) 
satisfait à la relation 


Il (x|— vw) = — IL(x|ow)+2xiB. (61) 


Cela posé, on trouve immédiatement, en rapprochant les équations (58) et (32), 
la formule suivante 


F(2— o|— vo) = F(x|w) — IT (x| ww) (62) 





qui exprime une des principales propriétés de la fonction F. Cette relation est 
démontrée en supposant « positif. Il va sans dire qu’elle subsiste pour les 
valeurs complexes de w, les branches de la fonction étant convenablement choisies. 

36. Je vais maintenant déduire, pour la fonction F, une expression nouvelle 


qui est fort remarquable. Pour y arriver je définis d’abord une fonction F par 
la limite suivante © 


o 


JV (ER ENE ye Z) A2: 


En posant (x) = 2? on a donc 


a 


F (—2|) = lim | | plz) en d2— w Ir (2 — sw) Be (63) 


Jet 
s=0 
= {00 
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L'intégrale au second membre nest pas complètement déterminée, a étant par 
hypothèse plus grand que b. Convenons de choisir le chemin d'intégration de 
sorte qu’il ne rencontre aucune des coupures partant des points 9,. On peut 
donc intégrer le long de l’axe réel, si tous les points £, sont au dessous de cet axe. 
Mais s’il n’en est pas ainsi, il faut intégrer de — jusqu'au point b le long de 
l'axe réel, et puis de b jusqu'à b le long d'une courbe située au-dessus de l'axe 
réel et laissant tous les points 9, du côté droit de la courbe; enfin on chemine 
de b jusqu'à a le long d’une courbe située dans le demi-plan KR (z) > b. 

2H 


2 
Supposons que o<w< L - 


que la limite (63) existe et qu’on a 


De ce qui précède il résulte immédiatement 





atio 
zen — I TT 2 
F(— x = ——  — (an | dz 
( Le? alle 2) sin 7 2 
a—io 


pourvu que R(x)<b. Mais en rapprochant cette équation de l'équation (60), 
on trouve 
— F (--x|o) = F(x|—w). 


On a donc, w étant positif: 


a 


F(x|— w) = lim E >” (x — sw) e—7@—s oP — | p (2) er az |. 


—0( 
N D s=0 


Il s’agit ici de la branche de la fonction F obtenue en faisant varier w sans 
franchir la coupure. En substituant cette expression dans l'équation 


IT (z|w) = F(x|w) — F (x — w|— 0) 


on trouve enfin 
+a 


s=+®© 
II (x|w) = lim | fr (2)e-1* di — u > p(x + sw) | (64) 


n —>0 Pre 


— TV 


Cette égalité est valable dans l'intervalle 0 <w< = pourvu que x ne soit pas 


situé sur une droite parallèle à l’axe réel et passant par un des points p,. 
On a donc en particulier 


he s= + 


11 (ro) [4 (2) de — w > p (% + sw), (65) 


s=-—@ 


—n 
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si la serie et l’integrale convergent. Dans ces deux expressions on suppose que 
les lignes d'intégration ont été choisies comme nous venons de le dire. On 
vérifie immédiatement à l’aide de ces expressions que II {x|w) est une fonction 
périodique de x avec la période w. 

Cette fonction admet un développement en série de Fourier dont les coef- 
ficients s'expriment d’une manière très simple à l’aide de la fonction p (x). Ad- 
mettons que les £, soient rangés de sorte que 


jt () > 9 (F7 > 9 ("" SR &)- 
a 7 2 0 
Soient + et x, deux points quelconques dans la bande 
ye (7) > N (; | SH ee): (66) 
1 | i a 
On aura 


2HNX : ; 
+ bp sin ——— 
() (0 


11X21 @) = ay +2 À ( an cos 


nel 


rot 0 
» 


I 2HN X 
An = | II (x |») cos ———- de, 
0) () 
To 
To+ © 
Le A SOM De 
by == | II (x | w) sin 5 
(ag) 
To 


dx: 


(9 


Substituons dans ces intégrales l'expression (64) et remarquons que cette expression 
converge uniformément par rapport à x. On trouvera, si n >o 


xo+ 2 


Ai lim Mlecos = — 2 pl) Ne dz, (68) 
Sen | 
Lor . 
be == lim. desine a Eg (x) e—"@ de, (68') 
ME Te. 


où l'intégration est étendue le long d’une droite parallèle à l’axe réel et passant 
par le point 2. Enfin on aura 


+ To + 2 
u 


a, = lim Jr (æ)e- 1% dx — | Dee dr 


— ( 
1} ) 4 


nr . To — B 
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Dans la première intégrale le chemin a été choisi de la même manière que dans 
l'expression (64). Soit, comme plus haut, B, le résidu de la fonction p(x) dans 
le point @;. On aura donc 


Des intégrales (68) on peut déduire une autre expression remarquable des coeffi- 
cients a, et by. Je déforme deux fois le chemin d'intégration de la manière que 
j'ai déjà expliquée. Les nouvelles intégrales se détruisent mutuellement à l’excep- 
tion de celles qui sont étendues le long de n petit cercles entourant les points 
singuliers. Par un calcul facile on trouvera ainsi 


Gn=— 11 © (4 (x) eo) +00 a ( p(x) oc cra) 


I 
ou désigne la somme des résidus dans les points P,, Pay. - . 9, et is désigne 


la somme des résidus dans les points Py+1, Pr42,---Bn- 
Avec cette determination des coefficients a, et b„ la série (67) convergera 
absolument et uniformément dans la bande (66) et elle représente la fonction 


‘s 7 5 . . 4 x Pp 
IT (x|w). En particulier on aura a, =o, s’il s’agit du demi-plan R (5) >R (5); 


et a, =2778, s’il s'agit du demi-plan I (") ch (Fe). 


En tenant compte de la relation 


p (alu) = AH (x|20) 


on voit enfin que la fonction périodique p se représente dans la bande (66) par 
la série convergente! 


1 On peut déduire plusieurs autres expressions remarquables des deux fonctions périodiques. 
Admettons pour un moment que le point à l'infini est un pôle d'ordre quelconque pour la 
fonction o(x). On démontre que 


+a 


D (a | 0) = (— 1)" m Em-1 (2) om (a +0 2) dz | 
(m — 1)! ' 


LE Sæ)/ 
ete) (amont [Pn lem (w+ o2)de—2 21 DR. 
| =? 


—D 
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Ha, os 2n+ı)a® 
) (x |) () =. CG, in +1 COS ) + Bons sin ( , 
(© 
næ=0 
où 
xo+ © 
En = + lim | DIT) En MES 
107] N) 
To — D 
vor 2 
Ba + lim | sin — Ot) ear 
(ru 10) 
To — D 


+, étant un point quelconque dans la bande (66). 


~ 


Les séries asymptotiques. 


37. Nous avons vu que Jes fonctions F(x|w) et G(x|w) admettent une 
infinite de points singuliers au voisinage du point w=0. Ce point est done un 
point singulier essentiel des deux fonctions. Voyons maintenant comment ces 
fonctions se comportent quand w tend vers zéro le long d’un rayon vecteur. 
Dans ce but reprenons les quatre series que nous avons envisagées dans le para- 
graphe 16. Nous pouvons présenter le terme complémentaire de ces séries sous 
une forme nouvelle. Developpons la fonction f par la formule de Taylor et prenons 
le reste sous la forme donnée par DARBOUX; on aura 





Ces deux intégrales ne dépendent pas de l’entier m. Seulement il faut avoir soin de choisir 
m suffisamment grand pour assurer la convergence, ce qui est toujours possible. Les intégrales 
admettent n coupures formées de n droites parallèles à l’axe réel et passant par les n points By. 
Elles convergent pour toute valeur positive de w et pour toute valeur de x qui n'est pas située 
sur une des coupures. La première équation est vraie dans tout le plan découpé. La première 
intégrale représente donc la même fonction des deux côtés d’une coupure. La seconde équation 
est vraie dans la bande (66). Quand & franchit la coupure passant par le point By la seconde 
intégrale fait un saut brusque qui est égal à 2ri By. Cette intégrale représente donc différentes 
fonctions dans les différentes bandes. 
On démontre de même que la fonction p se représente par la série suivante 


s= +0 
p(a|w) = 2 > — 1} [2x +sw) — V P(x+su)] 
a o 
qui converge pour toute valeur de w qui est différente de zéro et pour toute valeur de x qui 
n'est pas de la forme fr, fr +, 8y»+20,... Ici P(x) a la même signification que dans le para- 
graphe 11. 
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x 
(yt! mt! 


f(& + w2) — fs (2) dz + > + po (x) + À re m (x + Oz), 


v=1 


a 


À désignant une quantité dont le module est au plus égal à l’unité. Substituons 
cette expression dans les intégrales suivantes, on trouve, en tenant compte des 
formules (18) et (20) 





atin £ 
an IT ? wc’ B , 
met x + wz)(———]) dz= | plz)dz ige) 
ad (| ag 2, P Kg 
a—iw 8 Fes 
a+io 
conti À ( 9 IT 2 d 
RAT p™ (x WZ ie Oe = 
ces IPERS be Wer À : SE 
a—in 
atin x7 D 
I TT 2 oy 
~S a + wz) |———] dz z) dz athe) 
270% I = ee) 08 > a" vt P 2) 
a-io a Fiss 
ati» 
(mr! À i 2 I I 
: | P™ (x + Owz Fr Zar 2 de, TES SO IE 
(m+ cetyl ar ) COS 702 2 2 
a—i 


© désignant une quantité comprise entre o et 1. De même, en tenant compte 
des formules (19) et (17) on trouvera 








ars» i 
I © 4 
p (#4 wz — =S pt) 
je For 712 aryl? (2) 
a— io er 
atin : 
con À : Fal I på 
eg ee aa am) (x ce Owz) ——dz, ——<a<-, 
m! COS IC 2 2 2 
a—in 

et enfin 

atin val 

: U» 

ilp(x +wz DE 0) (x) + Rn, 6 

| à Fr TT 2 vy! QO (x) + Em (69) 

pagan ya () 

ou 
atin 
ot N 
Ry» =tA — pe (x + Oc 2, EME AD. 
m! N72 
a—tn 


19 
ot 
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Quand m augmente indefiniment les quatre series divergeront toujours car 
autrement les fonctions F(x|w) et G(x|w) auraient été holomorphes au voisinage 
du point w—o. Considérons la dernière série. Je vais démontrer qu’elle repré- 
sente asymptotiquement la fonction G quand « tend vers zéro d’une certaine 
manière. Donnons à x une valeur fixe dans le demi-plan R(x)>b. L'intégrale 


Rm converge, si w est positif et plus petit que ee Elle convergera encore quand 


w est situé dans le demi-cercle c, pourvu qu’on déforme la ligne d’integration 
d’une maniere convenable. Je prends comme chemin d’integration le contour 
C, (fig. 3, page 160) dans lequel les deux droites af' et af" doivent former avec 
l’axe des nombres positifs les angles +7. Supposons que 


sin n— ex 
1 
Ki 
e étant un nombre positif. On a alors 


2 m 


dz 





m 
Hm = Vet gm) (X + 0) (v2) Ss 
m! sin 7 2 


2 


Quand w est situé dans le demi-cercle c, on peut toujours choisir le nombre positif 
n assez petit pour que la fonction sur laquelle porte l’integrale R, reste holo- 
morphe quand z parcourt la ligne C,. On sait donc trouver une constante K 
telle que l’on ait constamment 











(m) = à 
te PSC (2) < K ekloz| 
m! 2 
On a donc 
KR] Z Klo | e(a sin y —«)| 2] | "7 _ | 
. sın 772 
4 


La fonction |u"” R„| reste par conséquent plus petite qu’une constante quand 
« tend vers zéro et l’on a uniformément 


lim 


jo] — 0 


mi — 0» 

w tendant vers zéro par des valeurs appartenant au demi-cercle c,. En deformant 
le chemin d’intégration d’une autre manière on voit que cette équation subsiste 
quand w tend vers zéro par des valeurs appartenant au demi-cercle c,. On voit 


enfin que ces deux résultats restent vrais encore si R(x) <b. La série divergente 
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co’ CO, À 
D y p (x) (70) 


vo) 


représente done asymptotiquement la fonction G(x|w) d’une part dans l’angle 
o> arg w > — a pourvu que X (x) > b, et d’autre part dans l’angle ee > arg w> Jc 
2 Sr 


pourvu que N(x)<b. Mais elle représente asymptotiquement la fonction 
G (210) — p(xlo)=G(x— w|—w) 


d’une part dans l’angle > > arg w>—n, si W(x) <b, et d’autre part dans l’angle 


74 me TES tik 
37 > arg w>—, si R(x)>b. 
2 2 
On peut évidemment décomposer la fonction p(x|w) en n fonctions pério- 
diques 
> bei von 


plu) => palo), 


y=! 


p,y(a|w) étant la fonction qui appartient au point singulier %,. Supposons que 
les B, soient rangés de sorte que 


R(B)>R(B)>...7R(B»)- 
Alors, si 
| HR (83) > R(x) > R(Ps+:), 


il résulte de notre analyse que la série représente asymptotiquement la fonction 


G (x|) — Ip, (x) dans l’angle “> arg a> — =, 


y=1 


et la fonction 


G(a|@) — > pr(x|w) dans l’angle 7 > arg wo > a 


v=stl 


On voit de méme que la série divergente 


T 


fred +2, eo, (7) 


vl 


a 
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2 


’ 4 à . IT IE 
dans le plan découpé, représente asymptotiquement, dans l’angle - > argw > — ng 


la fonction F(x|w), pourvu que v(x) > b, mais elle représente la fonction 
F(xlow)—I1(x|w) = F(x— w|—w), 


si N(x) <b. La série représente asymptotiquement, dans l’angle = > arg w > 


Ral 


la fonction F(x|w), si (x) <b et la fonction 
F (a%|w) + I (z|—o), 


si N(x) >b6. On démontre enfin que les deux autres séries se comportent d’une 
maniere semblable. 

Quelles sont maintenant les valeurs asymptotiques des fonctions p et 11? 
Dans le plan des w les points singuliers de ces fonctions sont tous situés sur 
certains rayons vecteurs. Supposons pour simplifier que tous les £, soient des 
pôles. En regardant l’expression (45) on voit alors immédiatement que la fonc- 
tion p(x|w) tend vers zéro, quand w tend vers zéro le long d’un rayon vecteur 
sur lequel il n’y a pas de point singulier et plus généralement qu’on a 


lim w-™ p(x | @)==6 


ED =P 


quel que soit l’entier positif m. Sur un tel rayon vecteur tous les termes du 
développement asymptotique de p(x|w) sont done nuls. De l’expression (56) il 
résulte de méme qu’on sait trouver une constante c telle que 


II (xv) —e _ 


7 


lim 


OO — 0 





O 


le long des mêmes rayons vecteurs. Mais cette constante dépend de l'argument 
de w. Elle passe d’une valeur à une autre quand w franchit un des vecteurs sur 
lesquels la limite cesse d’exister. | 

Resumons les résultats que nous venons de trouver. Les fonctions G (a|w) 
et F(x|«w) admettent des prolongements analytiques dans tout le plan des x et, 
IT 
L? 


dans le plan des w, elles existent à l’intérieur du cercle [w| <>, respectivement 


\ Ta 2 . . 
à l’intérieur du cercle |w|< kb: G (x|w) est une fonction uniforme de x et de w. 


F («%|w) est une fonction uniforme de x, mais une fonction non uniforme de w 
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au voisinage du point = 0. Pour toute valeur de w différente de zéro les deux 
fonctions admettent dans le plan des x les points singuliers 


x = by — Su, 8=0,1,2,: 


Pour toute valeur de x, différente des f,, elles admettent, dans le plan des w, 
les points singuliers 


i?) : MF 929 9, UE LORS ARE PRE | 


Ces points singuliers sont situés sur n rayons vecteurs que j'appelle les vecteurs 
singuliers. La serie (70) représente asymptotiquement la fonction G (x|«) sur tout 
rayon vecteur différent des vecteurs singuliers. On a donc en particulier 


lim G (x|w) = (a), (72) 


GO — 0 


w tendant vers zéro le long d’un rayon vecteur non singulier. Mais cette limite 


cesse d'exister quand w tend vers zéro le long d’une courbe tangente à l’origine 
à un vecteur singulier. De même la série 





a 

+ ow” Hoy 
(pd) ho 

DA aunt (x) 


y=0 


represente asymptotiquement la fonction @ (+ 210) sur les mêmes vecteurs. 
Supposons, pour fixer les idées, que (x) > b et que les pf, soient rangés 
de sorte que 


arg (Py+i — X) > arg (By — +) Y—TI,2,...1N TI. 
Alors la série (71) représente asymptotiquement la fonction F (x|w) dans l’angle 


arg (8, — x) > arg w > a Et elle représente asymtotiquement la fonction 


v=p 

F(x|w)— 2: i adie dans l’angle arg (Pp+: — a > arg w > arg (pp — 2). 
La valeur asymptotique de la fonction F (x|w) fait donc un saut brusque quand 
w franchit un des vecteurs singuliers. Ce saut est égal & une des périodes de 


T 


Vintégrale I" (x) dx. On a donc en particulier 


u 
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Tx 


lim F(elo)= | 9 (2) de, | 2.173) 


() —4 0 


w tendant vers zéro le long d’un rayon vecteur quelconque différent des vecteurs 
singuliers. Mais la détermination qu’il faut choisir de l’intégrale au second membre 
change avec l’argument de w. 

Les égalités (72) et (73) ont lieu uniformément dans tout angle qui ne com- 
prend aucun vecteur singulier et qui n’est pas limité par un tel rayon vecteur. 
Mais quand « franchit le vecteur qui passe par le point BP, — x la valeur asymp- 
totique de F («|w) augmente de 277 B,. 

Quand on fait varier x les vecteurs singuliers tournent. Quand x décrit un 
cercle autour d’un des points singuliers le vecteur singulier correspondant à ce 
point fait une rotation complète. 


Intégrales définies. 


38. Je vais encore signaler quelques autres expressions des solutions princi- 
pales qui pourtant ne sont que d’une médiocre importance. Supposons pour 


abréger que b<o et que o<w ae Soit x un point dans la bande 


1 
si 
Oo R(t) < w 


x 
et posons « = — — dans la formule (14). On aura 
(a7) 


+ico 


F (x|w) = en: HE: a va 


En changeant la variable d’intégration on trouve, aprés quelques réductions faciles 











TUX 2 nt 
A 17,005 qe ch 
F (x|w) = — i aS Sa 4 = Vay 
( I) a) „ze 21% 3 Cf (vt) + f( it)]d 
0 Cc (2 aap — S a 
. 2, 17000 7, rt 
FS sin ——S$ 


— [f(it) — f(— it)]dt. (74) 
Og 
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De l’equation (13) on déduit de même, en supposant a = 0, 




















er sh 
F vy) = — Es 0 ER 
(a >| à CE. DICK [9 (it) pi it)]dt 
0 c TES S a1 
ON aura 
: A sin 5 
= ant 202 [p(it)+p(—it)]dt. (75) 
0 ch —— — cos —— 
[42] 
| IC } > 4 
Sio<w< za trouve enfin, en posant « — — dans l’equation (12), 
3 Bil = ch a É 
€ [U BR . 
G (x|«) a w | > 2 xt SE 2 TA [p (at) + p (— it)| dt 
a7 oh — cos 
() (y 
Se cos "sh et 
2) (0 , 2 
Lo | PARED ren RUD Pi ti) at. (76) 
ch — cos 


Ces trois relations sont valables pour toute valeur de x dans la bande 0 < R (x) <w. 
Les seconds membres représentent d’ailleurs des fonctions périodiques de x. 

Si p(x) est une puissance entière de x les fonctions F et G se réduisent 
aux polynomes de Bernoulli et aux polynomes d’Euler. En posant w = 1 dans 
les trois formules précédentes on trouve ainsi pour ces polynomes les expres- 
sions suivantes 


[0] 


— 6082 rt Ch 2 tt 
Bay (a) = (ar [ee EIER, 


ch2rt—cos2xx) 





9) 


D 


CHENE 27 | por | 


0 


sin 2 zt x sh 2 stt 
ch 2 nt — COS 2 1x)? 





dt, 


D 


Bay (x) = (— I)” 2 v | fv! E sh 27t | dt, 





ch2anmt—cos2u2x 
0 
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a 


sin 2 77% 


| ch2nt— cos 21% 
0 


sin zxchat 
ch2nt— COS 2 TX 





Bar fö” 


cos x x SÅ Itt 
ch2nt—cos 217% 





E:y+ı (x) = (— 1719 | pot! 


0 


On suppose ici que o<MR(x)<1. Les seconds membres sont des fonctions 
périodiques de x. Les intégrales se confondent donc, pour les valeurs réelles de 
x, avec les fonctions que nous avons désignées plus haut par B,(x) et BE, (x). 
Caucxy! a démontré pour la première fois ces formules et elles ont été retrouvées 
par RAABE? et HERMITE*. | 

Nous mentionnerons encore quelques autres cas particuliers. En posant 


p(x) = = dans l’equation (76) on trouve 





Sr : : 
x ch2nt—cos27x I sin 77 x 


VE ' coswashat ! di 11 
TE ou + (77) 
où o< (x) <1. Le dernier terme au second membre provient de ce qu’il y a, 


dans l'intégrale (12), sur le chemin d'intégration un pôle qu’il faut éviter par un 
petit demi-cercle dont on fait ensuite tendre le rayon vers zéro. 


En posant p(x) nr n étant positif, on trouve directement de l’equa- 


tion (76) 


co 


sin wachat ndt sf cos wushiat tdt 








(78) 


gle+n)=4 | chant—cosanen?+t 4 chert.cos2re nl 
0 


En remplaçant x par 1 —x dans cette équation on voit que la première intégrale 
au second membre est égale à 





* Mémoire sur les intégrales définies, Œuvres (1) 1, Paris 1882, p. 458—6o. 

? Zurückführung einiger Summen und bestimmten Integrale auf die Jakob-Bernoulli’sche 
Funktion, J. reine angew. Math. 42 (1851), p. 348—67. 

3 Sur la fonction de Jacob-Bernoulli, id. 79 (1875), p. 339—44; Œuvres 3, Paris 1912, p. 215—21. 
voir aussi: Lindelöf, Le calcul des résidus p. 71—2. 
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gin+x)+g(n+1—7x) 
2 





et la seconde intégrale est égale à 





2 


g(n + a)—g(n+1—2) 


dans la bande o < }t(x)<1. Sin est un entier positif l’équation (78) peut donc 
aussi s’ecrire comme il suit 





cos wxshat tdt TT Nut 1)° 


chant—cos2nzn?+il? sinrx x—s 
s=| 


ar 
0 
où l’on suppose que nn < R(r)<n + 1. Si lon fait f(x) — log x dans l’équation 
(74) on trouve, en supposant o < 9 (a) <1, 


D 


"I — COS 2 7t XL Ch 2 tt 


P(Lr)=277 
(æ) pe (ch 2at — cos 2x x)? 
Ô 





log td =, cot x x. 


: I A oe. 
Si x =— cette relation se réduit à 
2 


ao 
ye 


. log tdt 
| (chat)? — 
0 





C — log 4, 


— I 
x + 
(75), n étant un entier positif, on trouve après quelques réductions 


C étant la constante d’Euler. De même en posant 9 (x) = 7 dans l’équation 


oO 


¥ (2) = | E sh 2 nt | tdt ben Her re NE oats 





ch2axt—cos2z2]| n° +1? 2 2 x—s 


Cette relation est vraie dans la bande n < R (x) <n +1. On trouve enfin, en 
posant p (x) = log x dans l’equation (75): 





sin 277 x I JT 
log I (x) aif cos 27 x—chaiut log tdi + 2 log sin xx 
6 


Guo ok (XC) <7. 
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Développements en series procédant suivant les differences 
successives d’une fonction. 


39. Pour arriver à ces développements nous déduirons d’abord deux lemmes. 
M. BENDIXSON! a démontré que le domaine de convergence de la série 


SAONE | (x) 


T2 "06720. 


s=0 


A 


est un demi-plan, limité à gauche par une droite perpendiculaire à l’axe réel. 
C’est à dire qu’il existe un nombre réel À tel que la série converge si R(y) > À, 
et diverge si N(y) <2. La série converge uniformément dans tout domaine fini 
situé à l’intérieur du domaine de convergence. En tenant compte d’un résultat 
de M. CAHEN, MM. LANDAU? et PINCHERLE* ont démontré que l’abscisse de 


convergence / se détermine par l’une ou l’autre des deux limites suivantes 





À — lim -- : , si À = 05 





4= lim —** ——'; siA<o. 


M. PINCHERLE a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction 
admette un développement de la forme (1). Des résultats de M. PINCHERLE * 
on peut sans peine conclure que: 

Lemme 1. Soit 2(x) une fonction holomorphe pour Y(x) > 6, et supposons 
qu’on sache trouver deux constantes positives C et k telles qu’on ait, quelque 
petit que soit le nombre positif &, 


| (a2) |< Celtel 





! Sur une extension à l'infini de la formule d’interpolation de Gauss, Acta math. 9 (1886), 
PA 

? Über die Grundlagen der Theorie der Fakultätenreihen, Sitzgsb. Akad. München 36 
(1906), p. 151—218. 

® Alcune spigolature nel campo delle funzioni determinanti, Atti del 4. congresso interna- 
tionale dei Matematici 2, p. 45 Roma 1909. Voir aussi une Note de M. Mirrac-LerFLeR: Sur un 
nouveau théorème dans la théorie des séries de Dirichlet, ©. R. Acad. sc. Paris 160 (1915) p. 271—3. 

4 Sur les fonctions déterminantes, Ann. Ec. Norm. (3) 22 (1905), p. 1—68. Sopra un pro- 
blema d'interpolazione, Rend. Cire. mat. Palermo 14 (1900), p. 142—4. Voir aussi un mémoire 
de M. CARLSON: Sur les séries de coefficients binomiaux, Nova Acta Soc. sc. Upsal. (4) 4 (1915) n° 3. 
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pour toute valeur de x dans le demi-plan R(x)>b. Cette fonction admet un 
développement de la forme 





N (y— 0) (y — 20): (y— so) 8 
2u+y) => PO N O08 + 0) (2) 
S=0 
qui converge, si R(x + y)>6. Ici w désigne un nombre positif et plus petit que 
ae Si la partie reelle de x est plus petite que b on suppose, pour fixer les 
idées, que la fonction 2(y) est holomorphe dans les points y=2,x%+w,%+2w,... 
Si l’une ou l’autre des deux conditions que nous venons d’imposer à la 
fonction 2(x) cesse d’être satisfaite quand on remplace le nombre b par un nom- 
bre! plus petit que b, on peut en outre affirmer que la série (2) diverge, si 
R(x+y)<d. En diminuant le nombre positif » on augmente en général le 
domaine de convergence de la série (2). 
Comment se comporte la difference nie de 2(x) pour les valeurs très gran- 
des de n? De ce que nous venons de dire relativement à la série (1) il résulte 
que l’abscisse de convergence de la série (2) est égale a 


a bo 
Y <a. Man = 


Cette série converge done si I (4) > À, et elle diverge si N = 
(0) t y) 





où o désigne la partie réelle de x. On a donc pour des valeurs suffisamment 
grandes de n 


n b—o 


Lu \ Q(2)| <n 0". (3) 


0 


Cette inégalité nous sera utile dans un moment. 
Lemme 2. Jai besoin encore d'un autre lemme qui a été donné par EULER.” 
Soit une série de puissances 


f(x) = dix 


se) 


convergente pour |x|<ı. Posons 





1 Il peut arriver ued=—®». 
? Institutiones caleuli differentialis, Opera mathematica (1) 10, p. 217. 
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2 
= ——, 
I+z 

et développons chaque terme suivant les puissances de z. Il vient 


f(z) =(1 + 2) > aa (—x)-s Br 


s=0 v=8 


id etd . . . I , x A 4 
Cette série converge en particulier si |2!<-. D’un théorème connu, dû à WEIER- 
2 
STRASS, il résulte qu’on peut échanger l’ordre des sommations et ranger la série 


: ; E I ST; 
suivant les puissances de z, si |2|< -. On trouve ainsi 
2 


AX 


NE) > sr: (a. oa () As—1 + () Os nl Se 1) av) > 


pourvu que 





SS | < à. La relation est donc en particulier valable si — 1 <x<o. 


Cette transformation d’Euler a été rigoureusement établie pour la première fois 
par PONCELET. MM. PRINGSHEIM!, FABRY et LINDELÖF en ont fait récemment 
des applications interessantes. 


40. Ces préliminaires posés je vais signaler un développement de la fonction 
G(x|w) qui est fort remarquable et qui nous fournira une nouvelle occasion de 
démontrer l’existence de la limite 


Sa) ve lim 2 > (—1} (x + swe. (4) 
œo 0 — 1 


s=0 


Supposons que la série au second membre converge, si le nombre positif o est 
plus petit que 1. Appliquons la transformation d’Euler à cette série. On trouve 


a 


D (— re p(x +sw)= D (—1} 


s=0 s=0 


G + or A Pa). (5) 








Il résulte du lemme 2 que cette relation est toujours valable si o est positif et 
plus petit que 1. Faisons tendre o vers 1. Le premier membre tend par hypo- 


thèse vers la fonction = G(ælw). On a donc 





! Uber einige funktionentheoretische Anwendungen der Eulerschen Reihen-Transforma- 
tion. Sitzgsb. Akad. München Jahrg. 1912, p. 11—92. 
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pourvu que Ja série au second membre converge. La limite (4) existe donc tou- 
jours si cette série converge. On peut indiquer une expression simple du terme 
complémentaire de la série. En effet, multiplions et divisons la série au premier 
membre de l’equation (5) par 1 +0. On trouve 


Drame Fan LED trie Av +90), 


s=0 


En répétant cette opération n fois on trouvera 


Le 


> (— 1}e px + sw) = 








s=0 
Se. os ws s not 2 Cie. 
IN ope AP + (— D ne Age + en). 


s=0 s=0 


Dans cette identité on suppose que o<ı. Faisons tendre o vers 1. Il vient 


\ ta) Va eS 1) (2) Apr) + (= 1)" (EV \ A gla) oH! 


0 : 
s=0 


On en conclut en particulier que la limite (4) existe toujours st la série 


an n 


> (—I)A ple+sw) 
: o 
rae 
converge pour une valeur convenablement choisie de n c’est a dire en prenant n 
suffisamment grand. Soit par exemple p(z)=x”, » étant un entier plus petit 
que n. Tous les termes de la série sont nuls. La limite existe donc et l’équa- 
tion (6) se réduit à 


Considérons un autre exemple. Supposons que g(x) soit une fonction analytique 
qui satisfait aux conditions énumérées au commencement du paragraphe 27. Soit 


w un nombre positif et plus petit que = 


la fonction 9/2) soit holomorphe dans les points 2=2,2+0,2+2w,... De 





Soit x un point quelconque tel que 


Pinégalité (3) il résulte qu’on a 
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(y n Nn 
| Hd ÅA (a) 


pour des valeurs suffisamment grandes de n. La série (6) converge donc absolu- 


b—a 


nN R a) 
Eu 





ment pour toute valeur de x qui n’est pas un point singulier de la fonction G{x|w). 


41. Considérons maintenant la fonction 


F(x|o) = Sa) na 


cd 


Admettons que, dans le demi-plan W(x)>b-+e, la fonction g(x) soit holomorphe 
et satisfasse à l’inégalité 


| p(x) | < Celktalzl (7) 


quelque petit qu’on se donne le nombre positif «. Soit o<U< Dans le 


paragraphe 29 nous avons démontré que ces conditions entrainent qu’on sait 
trouver une constante C telle que 


| F(alo)|<C, total 


pour toute valeur de x dans le demi-plan R(x)>b+e. On sait en outre que 
F(x|w) est holomorphe dans ce demi-plan. Si l’on suppose que w soit positif et 


plus petit que iz on peut done développer la fonction F(xz|w) à l’aide de la 


formule d’interpolation de Newton: 





Oe + y= 2a) + Yew y= Oe) Ko. (8) 


En posant 
al) F(x| ©) 
et en remarquant qu'on a 
A F(æ[o) = p(x), 
et par conséquent 


À F(xlo) = px), 


[07 @ 
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on trouve 





Flt ylo)=F(e|o) + YUE M2) V8) N. (0) 


s=0 
Il résulte du lemme 1 que cette série converge pourvu que N(x+y)>b. Suppo- 
sons que, dans une petite bande entourant la droite I(x) = 6, la fonction p(x) 
ou bien admette un point singulier ou bien cesse de satisfaire A une inégalité de 
la forme (7) quelque grand que soit k. Alors la série diverge si N(x + y) <b. 


Soit en particulier g(x) = E et w = 1 on trouve la serie bien connue!: 


1) (9 «) 
+3 = a py. 


s=0 





Paty) =P (x 


On a ici b=o. La condition de convergence est done (x +7) > 0. 


En posant y=, ” dans l'équation (9), et en se rappelant qu’on a 


F(x|20) = G{(x|w), 


on trouve la série: 





| IM: SEN 
au I= dian Hl 1 = De: He. IA See) (10) 
qui converge dans le demi-plan ‘it (x) > b — — ?, En posant y — =. ointroucede meme 
« \ a. 25 s 
alz—" “= > (— on oe 8 +1) Apt). (11) 





Cette série converge dans le demi-plan W (x) > b +=. Au sujet de la série (10) on 


peut noter qu'il arrive qu’il y a, à l’intérieur du domaine de convergence, des 
points singuliers (essentiels ou non) de la fonction RS car en général 


la fonction G(x) n’est pas holomorphe dans la bande b > (x) > b ——. Ce fait nese 


: AE, : Mer I 
présente pas pour la serie (11). Si en particulier p (x) = 3 et w—2, ces deux 


séries se reduisent aux suivantes 





1 Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 83. 
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We mr ee ee 
x +1 æ(t+2)(r+4). .(©+28) 


Ar | SiS se (cer) 

= ER .(©+28s + 1) 
La première série converge dans le demi-plan Y (x) > —1 et la seconde converge 
dans Je demi-plan ‘ (x) > o. 


42. Nous avons déjà dit que la série (8) converge uniformément par rapport 
à y à l’intérieur du domaine de convergence. En derivant par rapport à y on 
trouve donc 








D! IN a fee Ven (4 SR RS 
at y) ylva). 


s=1 


Cette série va nous donner un nouveau développement de la fonction F. En 
effet, posons 
z 
PRE | F(x\o)dx. 
a 


On a en vertu de l’equation (21) paragraphe 2 


«+O x 
\2@)=,, |F@lo)dz— | P@)dz=/(e) 
et par consequent 
s+1 as 
N Q(x) =f f(z) 


En substituant ces valeurs dans l'équation (12) on obtiendra 











= Alte) D (13) 
Flarslo= gro ae; I 


s=0 


Du lemme 1 on conclut que cette série converge, pourvu que À (æ+ 47) > b, et 
qu’elle représente la solution principale F. Soit en particulier y — 0 on aura 


Ale). (14) 
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Le domaine de convergence de cette série est done le demi-plan NR (x) > b, et elle 


converge absolument pour ces valeurs de x. On suppose toujours que 0 < w < nn 
Si k=o la série converge pour toute valeur positive de w. 


On peut vérifier à l’aide de cette série que la difference de F (x|w) est égale 


à p(x) car en appliquant l'opération /\ à la série on trouve 
@ 





Mais cette série représente la dérivée de f(x) c’est à dire p(x). C’est ce qu’on 
voit en posant y =o dans l’équation (12). 
En faisant y = — w dans l'équation (13) on trouve cet autre développement 


[9.6] 


F Vi = V Ber \S 71,8 N x I I ene BET , 
( w |) D I)’ & L f(x) Rare rue, 


s=0 


qui converge, si À (x) >b+w. 

Si la fonction p(x) satisfait aux conditions du paragraphe 33 ces series 
convergent encore pour des valeurs complexes de w pourvu que la valeur absolue 
de w soit suffisamment petite. Par exemple, si w est négatif, la série (14) con- 


vergera dans le demi-plan (x) <b. 


43. Je fais remarquer qu’il y a une différence notable entre les conditions 
de convergence des séries que nous venons de considérer et celles de la série (6) 


G(x] w) = Dry) Age. (6) 


La derniére série converge dans des cas beaucoup plus étendus que ne le font 
les autres series. Nous l’avons déja constaté en partie. Nous avons établi 
l’equation (6) par une méthode directe et très simple, mais nous avons dû 
supposer que la serie au premier membre de l’equation (5) converge, si |o|< 1. 
D’autre part nous avons établi l’equation (14), par exemple, sans faire cette hypo- 
thèse. Il y a donc lieu de se demander si l’équation (6) reste vraie dans les 
mêmes cas que l’équation (14). Il en est bien ainsi mais la démonstration que 
j'en peux donner est indirecte et un peu détournée. 

Supposons que (x) satisfasse aux conditions du paragraphe 41. Nous 


avons démontré qu’on a 


bo 
-I 
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atin 





. dz | 
Galo)=i foto pe (15) 
Soit o<w< loge La fonction p (x) admet, en vertu du lemme 1, un développe- 


k 


ment de la forme 


-(z—s+1) 
s! 





Pa eu 


s=1 


s 
os /\ p(x). 
a) 


Substituons ce développement dans l'integrale (15) et supposons pour un moment 
que g(a) soit un polynome quelconque. La serie s’arrête après un nombre fini 
de termes; on peut donc intégrer terme par terme. Mais l’équation (6) est déjà 
établie dans le cas actuel. En comparant les deux expressions de la fonction @ 
on constate que 

atio 
dz we 


i ae Et Ts 





a—io 


Cela posé revenons au cas général et intégrons de nouveau terme par terme. 
On retrouve l'équation (6). Pour justifier l’intégration terme par terme il suffit 
de démontrer que l’intégrale 








atin 
"wy [2 (z— 1)---(2—n +1) 2 
J 2 nisin wz on A p (=) || del (16) 
Se nn s 4 @ 
converge. Posons =0+ir,2z = — - +it. On a, en vertu de l’inegalite (3), 
n ER 
LO" ofen h (17) 
[07 


D’autre part en remarquant que 


2(z2—1)---(z—n+1) (—1)"t! Tn—z)T(ı+tz) 


n! sin 7 2 TT F (n+1) 








et en tenant compte de la valeur asymptotique de la fonction gamma on voit 
qu’on peut trouver une constante © telle que 
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z(z—1)---(2—n+1) 
n! sin zz 


<CVn para 2, 





pour n > I et pour toute valeur réelle de t. De ces deux inégalités il résulte que 
Pintégrale (16) converge si o>b+ > w. L’equation (6) est ainsi établie si la partie 


réelle de x est suffisamment grande. Mais de l’inégalité (17) résulte que la série 
converge uniformément dans tout domaine fini qui ne renferme pas de point 
singulier de la fonction G(x|w). L’equation (6) est par conséquent vraie pour 
toute valeur non singulière de «. 
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SUR L'INTÉGRALE | fly) di(a) 
OÙ « ET y SONT LIES PAR UNE RELATION SYMETRIQUE. 
PAR 
‘ PAUE APPELE 
à Paris. 
(Extrait d'une lettre à M. MirraAG-LEFFLER). 
Quoique les mathématiciens ne s’occupent plus guére des intégrales définies 


ou indéfinies, si fort a la mode il y a une cinquantaine d’années, j’espére que 
vous lirez avec quelqu’intérét les considérations suivantes. 


I. Posons 


(1) (= flod; 


la fonction f étant quelconque, et v étant lié à u par une relation 
(2) F(u,v)=F(v,u)=0 


symétrique en u et v. Si on construit la courbe (2) par rapport à deux axes 
rectangulaires Ou et Ov, cette courbe est symétrique par rapport à la premiere 
bissectrice et l’intégrale (1) est supposée prise le long d’un are continu de cette 
courbe, du point M, de coordonnées %,, y, au point M de coordonnées x et y. 
Le long de cet arc on a 


(3) v => (u) ” 
et nous supposerons, å cause de la symétrie, 


(4) | u=A(v). 


214 Paul Appell. 


L’integration par parties donne immédiatement 


pe) = f(y) f Ce) — f (yo) (a) — FOLIE 


To 
Prenons comme variable indépendante v, en faisant 
v = 4 (u), 
alors v varie de y, & y le long du méme arc M,M. En écrivant 


yo y 
op (ae) = f(y) f (æ) Tu) f (ave) + ware faner 


on voit que la dernière intégrale est p(y); d’où enfin 


Yo 
(5) (a) + ply) =F (y) fle) yo) f (a0) + (war), 


To 
équation dans laquelle y est lié à x par la relation 


F (x, y) iQ, 
le dernier terme étant p(y,). 
On a ainsi une équation générale, digne d’attention entre p (x) et p(y), équa- 
tion qui montre que 
p(x) + p(y) — f(x) f(y) 


est constant. 


II. Supposons y—x—«,.« étant une racine de l’equation 
F (x, 2) 0) 


ce qui suppose le point M sur la bissectrice. 
On a alors 
2 
TRITT + | Kwai. 


Dans le cas où l’on aurait en même temps, 


! 
Uo Cr, 


Sur l'intégrale ‚Sf (y) df (x). 215 
To 


la dernière intégrale serait nulle et on aurait 
2p(a) = f°(a) — f?@'). 
III. Je n’insiste pas sur les cas particuliers dont quelques uns sont bien 
connus, par exemple le cas où f(x) — log (1 — x), la relation (2) étant 
utv=1! 
Je laisse également de côté le cas où u et v seraient liés par une relation in- 


volutive 
auv+b(u+v)+c=o 
pour m'’arrêter un instant sur le cas le plus simple de tous où 


% 


U+V=I, f(u) = u?, 


p étant un nombre positif quelconque. 
I 
Dans ce cas nous prendrons x, =o, et nous aurons y, —1, «==: 
2 


7 (x) = (0 je —u)PuP du. 


0 


La relation (5) devient alors 





p (iI — x) CTS GO rer 


| I 
d’où pour = 3 

sl 

: 


[ir =wruridu = er + 


0 











1 Voir BERTRAND, Calcul integral, p. 216—220. 
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SUR L'INTÉGRALE | log (2 i) d log (:—u) 


Par 
PAUL APPELL 
à Parıs. 


I. L'intégrale 
[= | log (1 —a)dlogax 


a fait l’objet de nombreuses études.! Placons nous dans le domaine complexe, 
en supposant que À et «u désignent des constantes différentes, et posons 


(1) (2,2, 0) = | log (2—4) d log (2 — u). 


En faisant le changement de variable 
z=u+(i—u)x 


on ramène l'intégrale à la forme I. Mais, conservons la forme générale et faisons 
le changement de variable 


R(t) étant une fonction rationnelle quelconque, P(t) et Q(t) des polynömes en t. 

Appelons a,(A—1,2,...,n) les racines de P(t)—AQ(t), Bi(i—1;,2,...,n) 
celles de P(t)—uQ(t), et yx(k—1,2,...,p) celles de Q(t). Nous avons, en 
désignant par A une constante 








“= (t — ct, ) ({—a,) Ome (t = Cn) | (t sine Pp) (t— B;) ee is Pn) 
(2) p(z, A, u) oe (t— y,) (t — 72) Sat (Sot >= (!—y,)(t—7;) as“ (E— Yp) 


_ = partie intégrée + > v(t, on, Bi)— Y p(t, an, Vk) — rt, Vk» Pi). 
hi h,k ki 


1 Voyez J. Berrranp, Calcul intégral, p. 216. 
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L'intégrale p[R(t),A, u] se réduit donc, quelle que soit la fonction rationnelle 
R(t), à une somme d’intégrales analogues. 

Telle est la propriété fondamentale que j'avais en vue, qui donne la clef 
des recherches antérieures et qui permet de les étendre. 


II. La propriété précédente peut se généraliser comme il suit, relativement 
à des intégrales de la forme 


(3) plz) = | log (2—4,) log (z—4,) -- log (2 —d,) d log (2 — u) 


OU Ay, A,,...4y, tt sont des constantes non toutes égales. L’integrale (3) possède 
cette propriété que le changement de variable 


ou A(t) est une fonction rationnelle quelconque de la nouvelle variable ¢ et ot 
P(t) et Q(t) désignent des polynömes en t, la transforme en une somme d’inte- 
grales de même nature, où » peut varier d’une intégrale à l’autre et où figurent 
les racines des polynômes 


III. Enfin une propriété analogue a lieu pour les intégrales q,(2) obtenues 
par voie récurrente en posant 


Ph (2) = | log (2 — ap) log (2 — agp) ::: log (2— av p) Ppa (2) d log (2 — ap) 


» pouvant varier avec p. Des intégrales de cette sorte ont été considérées par 
Poincaré à la page 215 du Tome 4 des Acta Mathematica. 
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Einleitung. 


Es soll in dieser Arbeit eine Methode zur Bestimmung der Primideale in 
algebraischen Körpern gegeben werden, welche eine weitere Ausführung der 
Gedanken ist, die ich in meinem Vortrage: »Über die Bestimmung der Primideale 
in algebraischen Körpern» 5. skand. Matematikerkongress, Helsingfors 1922 
skizziert habe. 

Die Dedekindsche Bestimmung der Primideale mittels höherer Kongruenzen 
versagt bekanntlich in dem Falle, wo die vorgelegte Primzahl ein ausserwesent- 
licher Teiler der Gattungsdiskriminante ist. Es wird hier gezeigt, wie man diese 
Dedekindschen Untersuchungen so weiterführen kann, dass man in jedem Falle, 
auch für gemeinsame ausserwesentliche Diskriminantenteiler eines Körpers, die 
Primidealzerlegung bestimmen kann. Zu diesem Zwecke werden die Newtonschen 
Polygone angewandt, und es ist von Interesse, dass eine gewisse Analogie mit der 
Bestimmung der Reihenentwickelungen einer algebraischen Funktion in der Um- 
gebung einer singulären Stelle besteht. 

Diese Methode hat weiter den Vorteil, dass man direkt aus der vorgelegten 
Gleichung die Primidealzerlegung bestimmen kann, ohne dass die Aufstellung 
einer Basis notwendig ist. Ausserdem geben die Untersuchungen eine Reihe von 
anderen algebraischen Sätzen über höhere Kongruenzen, Verallgemeinerung der 
Dumas’schen Irreduzibilitätsuntersuchungen usw. Auf andere Fragen, die durch 
diese Methoden behandelt werden können, u. a. die Bestimmung der Körper- 
diskriminante, werde ich in einer anderen Arbeit zurückkommen. 

Für das Interesse und die Hilfe während der Ausarbeitung dieser Abhandlung 
füble ich mich verpflichtet, Herrn Professor Mittag-Leffler meinen herzlichsten 
Dank auszusprechen. 
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Kap. 1. Höhere Kongruenzen. 
$ 1. Einleitende Sätze. 


Im Folgenden soll p eine rationale Primzahl und g(x) eine Primfunktion 
m' Grades für den Modul p bedeuten, und es soll weiter angenommen werden, 
dass der Koeffizient von x” in p(x) gleich x ist. Für den Doppelmodul p, p(x) 
(modd p,p(x)) gibt es dann p” inkongruente Polynome, indem unter Polynom 
immer eine ganze, rationale Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten ver- 
standen wird. 

Es sollen jetzt Funktionen von der Form 


untersucht werden, wo die Koeffizienten A;(x) Polynome sind. Diese Funk- 
tionen (1) sollen besonders in Bezug auf ihre Verhältnisse für den Doppelmodul 
p, p(x) untersucht werden, und wenn f(y) und f,(y) zwei Funktionen dieser Art 
sind, soll 


fly) =fi.(y) (modd p, p(x)) (2) 


gesetzt werden, wenn die Differenz f(y)—f,(y) (mod p) durch (x) teilbar ist. 
Man sieht einfach ein, dass die Kongruenz (2) dann und nur dann erfüllt ist, 
wenn die entsprechenden Koeffizienten der beiden Seiten einander (modd 9, q(x)) 
kongruent sind. 

Es folgt nun ohne Schwierigkeiten für diese Kongruenzen die Richtigkeit 
der gewöhnlichen Rechenoperationen ganz analog wie für höhere Kongruenzen. 

Für die späteren Anwendungen dieser Kongruenzen in der Theorie der 
algebraischen Zahlen brauche ich verschiedene Sätze, die hier entwickelt werden 
sollen. 

Ich gehe erstens zur Aufstellung eines Euklidischen Algorithmus über und 
nehme an, dass zwei Funktionen gegeben sind 


lin (y) = À, (x) > di u À; (x) - gist HERR. OF Anı(®); 


f(y) = B, (x) . um a B, (x) » PE, LR + Lun Bt) ’ 


n >n,, Ao(x)==0, By(«)=-0 (modd p, p(x)). 
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Man kann dann immer ein D,(x) von höchstens (m — ı)!® Grade derart be- 
stimmen, dass 


B,(2).D,(«)=4A,(2) (modd p, p(x)), 


und man hat dann 


I Y)=D,(e). y™—™ . f,(y) + Ri(y) (modd_p, p(z)), 
wo 
R, (y) = Gi). y + C(x). yet +... + Ong (me) 


und der Grad n, von R,(y) kleiner als n, ist. Daraus folgt weiter, wenn D,(z) 
so gewählt wird, dass 
B,(x) . D,(«) =C,(x) (modd.p, p(z) 


erfüllt ist, 


Ry (y) =D, (x). ONE R,(y) (modd p, p(x)), 


wo der Grad von R,(y) kleiner als n, ist. 
Wenn dieser Vorgang fortgesetzt wird, sieht man ein: 
Man kann die Funktionen q(y) und f,(y) derart bestimmen, dass 


hi(y)=aly) - f(y) + fa(y) (modd p, p(x)), (3) 


wo q(y) vom Grade n, —n, und f,(y) höchstens vom Grade n, —ı ist. 
Wenn B,(x) = ı ist, hat man einfach 


f(y) = ay). f(y) + fa(y). 


Man definiert jetzt in gewöhnlicher Weise die T'eilbarkeit: fly) ist durch 
W(y) (modd p, p(x)) teilbar, wenn | 


(y) — w,(y). W(y) (modd p, plx) 


ist. Zwei Polynome f,(y) und f,(y) sind relativ prim, wenn sie (modd 9, p(x)) 
keinen gemeinsamen von y abhängigen Faktor besitzen. 

Eine Funktion f(y) von der Art (1) soll primär heissen wenn À,(x) = x ist, 
und unter Primfunktion soll jede primäre Funktion verstanden werden, die 
ausser sich selbst keinen primären Teiler besitzt. 

Aus (3) folgt jetzt eine Reihe von Kongruenzen 


h—d-h ths 
Reunion (modd p, p(x)), (4) 


LE = Qv—2 . fe a> fv 
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wo die Grade der Funktionen f;(y) immer abnehmen. Man kann daher immer 
annehmen, dass /, von y unabhängig ist. Es folgt daher aus (4) dass die not- 
wendige und hinreichende Bedingung für einen gemeinsamen Faktor (modd p, p(x)) 
für f,(y) und f,(y) durch 


f(y) =o (modd p, p(x)) 


ausgedrückt ist. Weiter folgt in der gewöhnlichen Weise: 


Satz 1. Wenn f(y) zu fly) relativ prim (modd p,p(x)) ist, kann man 
solche Funktionen A(y) und B(y) bestimmen, dass 


Ay). (y) + Bly) . f(y)—1 (modd p, p(x)). (5) 


Eine beliebige Funktion f(y) kann nun in ein Produkt von Primfunktionen 
zerlegt werden, und aus dem Bestehen des Euklidischen Algorithmus schliesst man 
auch, dass diese Zerlegung eine eindeutige ist. 

Weiter sieht man ein, dass 


Oty) 4 





dann und nur dann mit /{y) einen Faktor (modd p, p(x)) gemeinsam hat, wenn 
f(y) durch das Quadrat einer Primfunktion teilbar ist. 
Zuletzt sei bemerkt, dass ein beliebiges Polynom f(x) immer die Kongruenz 


f(x)?" = f(x) (modd p, q(x)) (6) 


erfüllt, was genau so bewiesen wird wie in der gewöhnlichen Zahlentheorie der 
Satz von Fermat. 


$ 2. Produkt der Primfunktionen. 
Sei 
dy) = y” + Az) yt ++ An(@) 


eine gegebene Primfunktion (modd p, g(x)). Es sollen jetzt Funktionen f(y) von 
der Art (r) untersucht werden, aber jetzt für einen dreifachen Modul (modd 
p, p(x), W(y)), und zwar soll 


h(y)=f.(y) (modd p, p(x), W(y)) 


gesetzt werden, wenn die Differenz f,(y) -—f,(y) (modd p, p(x)) durch die Prim- 
funktion wW(y) teilbar ist. 
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Alle Funktionen, welche (modd p, p(x), W(y)) (oder kürzer (modd M)) in 
kongruent sind, sind in der Form 


By (a). y® + B,(a) YE + + Bu(x) (7) 


‚enthalten, wo die Koeffizienten unabhängig von einander alle (modd p, q(x)) in- 
kongruenten Werte annehmen. Nach § 1 gibt es daher p9*:” inkongruente Funk- 
tionen (modd M). 

Sei jetzt f(y)==o (modd M) ein bestimmter der Reste (7). Wenn dann 
fi(y)==0 (modd M) einen beliebigen dieser Reste bedeutet, so ist 


f(y). fily Fi(y) (modd M), (8) 


wo F;(y) wieder einer der Reste (7) ist. Wenn f;(y) und j;(y) zwei solche Reste 
sind, so ist nur dann 

Fily)= Fjly) (modd M), 
wenn 


fı(y)= hy) (modd M). 


Daraus folgt aus (8), wenn f;(y) alle Reste (7) durchläuft und diese Kongruenzen 
alle mit einander multipliziert werden, 


y} "II fily) = H fily) (modd M) 
und daraus einfach 


f(yPp"”""=ı (modd M). 


Es ist daher bewiesen: 
Es ist für alle Funktionen f(y) 


Kur "= f(y) (modd p, p(x), W(y)). (9) 
Weiter folgt, dass eine Kongruenz 
F(z)=o (modd p, p(x), (y)), 


wo die Koeffizienten alle von der Form (7) sind, höchstens n Wurzeln besitzen 
kann, wenn n den Grad von F(z) in z angibt. 
Nach (6) ist auch immer 


fly)?" =fly?”) (modd p, p(x)) 
oder allgemeiner 


f(y} Te fh ey (modd p, p(x)). (10) 
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Nach diesen Vorbereitungen soll jetzt der wichtige Satz bewiesen werden: 
Satz 2. Es ist 
Iy)=ye"”"—y 

kongruent (modd p, p(x)) dem Produkt aller Primfunktionen W(y) (modd p, p(x)), 
deren Grade Teiler von n sind. 

Der Beweis wird in der folgenden Weise erbracht: 

1) f(y) besitzt (modd p, p(x)) keine mehrfachen Faktoren. Es ist nämlich 
f'(y)=—1 (modd p, p(x)). 

2) Es ist fly) (modd p, p(x)) durch alle Primfunktionen teilbar, deren Grade 


Teiler von n sind. 
Aus (9) folgt nämlich 


gr" .m 


— y=o (modd p, p(x), Y(y)) 


für alle Primfunktionen Y(y) vom Grade n. Wenn aber der Grad n! von (y) 
ein Teiler von n ist, so folgt nach (9) 


aus. mn 
y? 


=y (modd p, p(x), W(y)), 


und wenn man diese Kongruenz nacheinander in die Potenzen 
pracen mel DR 
| ch 
erhebt, so kommt 
27! © 
= y" "=... —=yp"'” (modd M) 
oder 


— y=o (modd p, p(x), Y(y)). 


3) fly) kann durch keine Primfunktion von höherem Grade als n (modd p, p(x)) 
teilbar sein. Denn sei W(y) eine Primfunktion vom Grade n'>n, wofür 


n.m as 


yP —y=o (modd p, ply), Wy) 
ware. Dann kommt fiir jede Funktion f(y) nach (10) 


Hy” "=f (yr"""") (modd p, p(x), V(y)), 





1 Dieser Satz ist für m=1 schon’ yon Depexinp, Crelles Journ. 54, p. 13, bewiesen 
worden. 
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und die Kongruenz 


2p” m 


—z=o (modd 9, p(x), Y(y)) 


hätte p” "> 9p”'" Wurzeln, was unmöglich ist. 
4) Wenn Wy) ein Teiler von f(y) ist, so ist der Grad von W(y) ein Teiler 
von n. Denn wire n=n'.q+r, wo n'>r>o ist, so hat man gleichzeitig 


2. 


yer = y, yP""=y (modd p, g(x), W(y)), 


und daraus folgt leicht 
y" —y=o (modd p, p(x), Y(y)), 


was nach 3) unmöglich ist. 
Durch Zusammenfassen von 1) bis 4) ist der Satz bewiesen. 


Kap. 2. Entwickelungen für Polynome. 


§ 1. Kongruenzen (mod 9°). 


Sei wie früher p eine rationale Primzahl und (x) eine Primfunktion (mod p), 
worin der höchste Koeffizient gleich ı vorausgesetzt wird. Weiter soll 


Ka) =a" ta, .ar ir 4m (1) 


ein gegebenes Polynom bezeichnen. Aus f(x) soll später durch die Gleichung 
f(9)—0o ein algebraischer Körper abgeleitet werden, indem f(x) irreduzibel vor- 
ausgesetzt wird. Vorläufig soll aber die Irreduzibilität von f(x) nicht voraus- 
gesetzt werden. | 

Weiter soll 


Pix), PT)... Prix) 
die verschiedenen Primfunktionen bezeichnen, die (mod p) in f(x) aufgehen, wo 
pix) = ai + bi er DU (= 1,26, ans 
Man kann dann immer f(x) in der Form 


f(a) = p,(x)#.p,(x)2 . .. Pr (a) + p. M(x) (2) 
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darstellen, wo 
Mi. M. FFM 6 = N 


und M(x) ein Polynom von höchstens (n — ı)'® Grade ist. 

Wir untersuchen jetzt das Polynom (1) für einen Primzahlpotenzmodul p*. 
Nach einem Satze, der schon von SCHÖNEMANN! aufgestellt worden ist, kann man 
aus (2) für alle « eine Darstellung 


f(z) = OO (x). Of (x)... OO (x) + pe Ma (x) (3) 
herleiten, wo 
DU (D) = ox) (mod "p)""(s 7,2; r) 


we=tie;. NY; 


und diese Darstellung von ®{)(x) ist ausserdem für den Modul p“ eindeutig. Wie 
man am einfachsten diese Darstellung findet, habe ich in der Arbeit: »Zur 
Theorie der algebraischen Gleichungen»? gezeigt. 


$ 2. Entwickelungen (p, q(x)). 


Es soll jetzt der Begriff Entwickelung (p, p(x)) eingeführt werden. Die Prim- 
funktion (x) soll (mod p) ein Teiler von f(x) sein. 
Durch fortgesetzte Divisionen mit Potenzen von (x) kann man immer das 


Polynom (r) in der Form 


t 
f(x) = D Qi(x) Pla)‘ 
1=0 


(a 


und die Qi(x) Polynome von höchstens (m—1)*" Grade bezeichnen. Allgemein 


kann man nun weiter 


schreiben, wo 


Q;(x) =A; . p% . Pil) (feel, 2, 20.1) 
setzen, wo die Zahl A;. p% derart gewählt wird, dass P;(x) primitiv wird (wenn 
P;(x)==o), und a; derart, dass 
; A;==0 (mod p). 


1 SCHOENEMANN, Crelles Journ. 32, S. 98. 
? Kristiania Videnskapsselskaps skrifter 1923, No. 1. 
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Speziell ist «=o und A;=1. Man hat dann eine Entwickelung (p, p(x)) in der 


Darstellung 
t 


(x) = 4: Pilz). p*.ple). (4) 


i=0 
Im Folgenden sollen als geometrisches Hilfsmittel die Newton’schen Poly- 
gone eingeführt werden.! In ein rechtwinkliges Koordinatensystem werden die 


Punkte 
(i—1, 03) (1=0,x,.. 0 


eingezeichnet, und es entspricht einem jeden Gliede in (4) ein solcher Punkt. 
Wenn in (4) ein Glied pi. A;. P;(x) verschwindet, wird kein zugehöriger Punkt 


eingezeichnet. 





Man erhält auf diese Weise eine Gitterpunktmenge, wozu immer der Punkt 
(0, 0) gehört, und zu dieser Punktmenge kann man, indem man in (o, o) anfängt, 
ein Newton’sches Polygon konstruieren. Für dieses Polygon wende ich im Fol- 
genden die nachstehenden Bezeichnungen an: 

Das Polygon wird aus einer gewissen Anzahl von Seiten 


4,455 HIDE 
bestehen, deren Projektionen auf die X-achse die Längen 
EME pe ES 


auf die Y-achse die Längen 





‘ Man sehe z. B. Hexsez u. LaxpsBerG: Theorie der alg. Funktionen. Vierte Vorlesung. 
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haben. Die Zahlen /; und h; sind immer ganz rational. e; sei der grösste gemein- 
same Faktor von J; und A;, also 

bg = 6; . A; L 

(TL 2, ar) 

h; == nr ki 
wo À; zu x relativ prim ist. Möglicherweise kann h, =o sein, dann wird À, = 
gesetzt. Zuletzt sei erwähnt, dass die Neigung 9; einer Seite S; gegen die 
X-achse durch 

h; % 


a TAG i 


ı 





(Te gen i) 


bestimmt ist. 


$ 3. Irreduzibilitätssätze. 


Wie ich gezeigt habe!, kann man nun den wichtigen Satz beweisen: 
Satz 3. Sind 


g(x) = d'a. Q'i(x). pi. p(x) 
i=0 


git 


h(a) = Dali. Q"s(a). pt px) 
i=0 


zwei Polynome mit den Polygonen S' und 8" für die Entwickelungen (p, p(x)), 
dann hat das Produkt 


f(x) = g(x). h(x) = Dai. Qi(a). p™ pla)’ a =" +8" 
i=1 
ein Polygon S(p, p(x)), das aus den Seiten von S' und S" nach steigender Neigung 
zusammengesetzt ist. 

Dabei ist zu bemerken, dass der Grad von Q's: (x). Q"s (x) auch grösser oder 
gleich m sein kann. In diesem Falle ist s=s’+s" +1, aber der Satz 3 bleibt 
doch richtig, indem man nur zu dem zusammengesetzten Polygone die Gerade 
von (0,0) bis (I, o) hinzufügt. 

Für die folgenden Untersuchungen wird der Teil des Polygones von f(x) 
von besonderer Bedeutung welcher über der X-achse liegt. Dieser Teil soll 
Hauptpolygon genannt und seine Seiten sollen wie früher mit S,, S,,... Sr 
bezeichnet werden. 





1 Kri:a Videnskapsselskaps Skr. 1923. No. 1. 8. 27. Man sehe auch meine Arbeit: Zur 
Theorie der Irreduzibilitätskriterien. Zeitschrift f. Math. 1923. 
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Sei jetzt f(x) von der Form 


f(x) —Q(x) .p(x) (mod p), 


wo Q(x) (mod p) nicht durch g(x) teilbar ist. Man kann dann immer für die 
Primzahlpotenz pt solche Polynome Q.(x) und @,(«) bestimmen, dass 


f(x) = Qu(x) . Dax) (mod p*) 
wird, also 


f(x) = Qu(x) . Daft) + p*. M(x), (5) 
wo M(x) ein Polynom von höchstens (n-— 1)" Grade ist und 
Dax) —p(x) (mod p). 


Wenn jetzt (4) die Entwickelung (p, p(x)) für f(x) ist, so wird das Polygon 
von f(x) seinen Endpunkt im Punkte (¢, «,) haben. Man sieht daher: Wenn man in 
(5) «>«, wählt, so wird das Glied p*. M(x) ohne Bedeutung für das Polygon 
von f(x) (p, p(x)). Das Polygon von Q.(x) wird aus einer Geraden bestehen, welche 
mit der X-achse zusammenfällt, und das Polygon von @,(x) wird daher nach 
Satz 3 aus dem Hauptpolygone von f(x) bestehen. 

Daraus folgt ganz einfach wegen des Satzes 3!: 

Satz 4. Ein Polynom f(x) =Q(x).p(x)! (mod p) kann nur dann im rationalen 
Gebiete einen Faktor 


g(x) = p(x) (mod p) 


haben, wenn g(x) vom Grade 


ist, wo m der Grad von p(x) ist und & eine der Zahlen 0,1ı,...e; bedeutet. 

Aus ‚diesem Satze leitet man ohne Schwierigkeiten die Irreduzibilitätssätze 
von KÖNIGSBERGER?, PERRON?, DuMmas* und BAUERS ab. 

Es ist jetzt von der grössten Wichtigkeit, dass diese Sätze auch für einen 
beliebigen algebraischen Körper richtig bleiben. Dann müssen also die Koeffi- 








SOC CLS 0) 

? KÖNIGSBERGER, Crelles Journ. 115, S. 69. 

3 OÖ. Perron, Math. Ann. 60, $. 448 u. f. 

* Dumas, Journal de math. 68°" t. 2, S. 237. 
5 M. Bauer, Crelles Journ. 128, S. 87. 
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zienten von f(x) in irgend einem Körper P(9) enthalten sein und p(x) muss 
eine Primfunktion für einen Primidealmodul p in P(9) sein. Dann kann man 
aber nicht in der Entwickelung (p, p(x)) 


t 
jiz) = > Q;(x) . p(x)? 


i=0 


aus Qi(x) wie in (4) den Faktor p“ herausziehen, sondern nur p“ als die grösste 
den Koeffizienten von Q;(x) gemeinsame Potenz von ÿ bezeichnen. Der Satz 3 
bleibt jedoch richtig, und daraus folgt sofort die Richtigkeit des Satzes 4 für den 
Körper P(3). 


$ 4. Zerlegung in Faktoren für ein Polygon. 


Da für die Anwendung dieser Untersuchungen nur Kongruenzen für einen 
Primzahlpotenzmodul p* in Betracht kommen, wo a beliebig gross gewählt werden 
kann, werde ich jetzt nach den Bemerkungen der Paragraphen ı und 3 annehmen 
können, dass f(x) (mod p) nur durch eine Primfunktion teilbar ist. Es ist also 


f(æ)=p(x}, (6) 


D EN AE 


ist. Das Polygon S von f(x) ist dann immer ein Hauptpolygon. Wenn man 
jetzt für f(x) eine Entwickelung (p, p(x)) hat, so gibt es in dieser Entwickelung 
gewisse Glieder, deren entsprechende Punkte auf dem Polygone S liegen. Dies 
ist besonders für die Eckpunkte des Polygons der Fall. 
Es sei jetzt W(x) ein Polynom mit demselben Polygone S(p, p(x)) wie f(x). 
Durch 
f(x) = W(x) (mod 5) 


wird bezeichnet, dass in der Differenz f(x) — w(x) alle repräsentierenden Punkte 
oberhalb des Polygones S liegen. 
Man setze jetzt in der Entwickelung (4) 


4A: . P(x) = Qi(x), 


wodurch die Entwickelung (p, p(xz)) von f(x) in 


Öystein Ore. 


19 
w 
bo 


t 


f(x) = DY Qilx) . 2 pr) (7) 


0 


übergeht, wo in einem Polynom @;(x) nicht alle Koeffizienten durch p teilbar sein 


‚können, ausser wenn Qi(x) verschwindet. Sei 
ä : 
(a) = 20:20). pt per (8) 
0 


die entsprechende Entwickelung fär w(x). Dann sieht man ein: 
Es ist f(x) = w(x) (mod S) dann und nur dann, wenn 


Qi(x)— Q'i(x) (mod p) 


für alle 7, wofür die entsprechenden Punkte (t—i,«;) («'; = «;) auf S liegen. Wenn 
in f(x) ein Glied oberhalb S liegt, muss dies natürlich auch mit dem entsprechen- 
den Gliede in w(x) der Fall sein. (Ich sage hier der Kürze wegen, dass ein 
Glied oberhalb S liegt, und meine damit, dass der repräsentierende Punkt dieses 
Gliedes oberhalb S liegt. Diese Bezeichnungsweise kann kaum missverstanden 
werden und wird im Folgenden oft angewandt.) 

Es ist bisweilen nützlich, den Begriff Entwickelung (p, p(x)) etwas weiter 
zu fassen. Ks soll jetzt allgemeiner angenommen werden, dass in (8) die Grade 
der Polynome @';(x) nicht durch m— ı begrenzt sind, d. h. diese Grade dürfen 
auch grösser als m—ı sein, doch sollen sie in der Weise begrenzt sein, 
dass der Grad von w(x) nicht grösser als m.t wird. Man sieht leicht ein, 
dass das Polygon (p, p(x)) dasselbe wird, wenn man das Polygon für diese allge- 
meine Form konstruiert oder wenn man vorher die Entwickelung zur reduzierten 
Form überführt. 

Nehmen wir die Entwickelung (8) von der hier erwähnten allgemeineren 
Art an, so folgt: 

Es ist f{x)=W(x) (mod S) dann und nur dann, wenn 


Qi(x) — Q'i(x) (modd p, plx) 


für alle i, wofür die entsprechenden Punkte (t— 1, a) (a; = a';) auf S liegen. 

Es soll jetzt untersucht werden, welche Glieder überhaupt auf S liegen 
können. Ich betrachte die erste Seite S, von S. Die Gitterpunkte, welche auf 
dieser Geraden liegen, entsprechen den Gliedern von (7) 


plz), Qu(x) . Pr pl)! A, Oo) par pm 24; null pe prie 


Zur Theorie der algebraischen Körper. 233 


Ebenso sind die Glieder der zweiten Seite entsprechend 


fär 5 pl Zar Eye a, Qu+2(X) ; gate, p(x)t-h—2, Qu+22(x) ; plate på (re 


ere plan 


und allgemein für die ite Seite 


hıthöt:  +h;_ t—-h-lb—:.:—1; 
Mdr ren GON i p(x) : dr | 
hıtha+---+h,_ı+% t—h—b—---— == 
Qt. : +15 1+25(%) «D ven a p(x) Ê li hi | 
Rist heh Le he ox ee CNE ae 
Qu+t+- ; rl +22) > es is ee p(x) ; or | (9) 
Rite EE th, 14h; t—h—h—---— —l; | 
Générer, BUN (x) - D x SELLES p(x) | Hard a 


Sei jetzt W;(x) die Summe der Glieder (9), also 


h mr; aot fy eas) 26 eae A 
Wi; (x) > p aoe et . pix)’ ae E(Qurns. : tl LO) . p(x} ZZ: 


li 


el). pi plat +01... rete De mm) ee 


23 Our. © Eee) : pi). 
Zur Abkürzung soll jetzt 
Qu+n+. + j+s. 25 (x) > Rj, s(x) 


gesetzt werden, wo also R;,(x) entweder Null ist oder alle Koeffizienten nicht 
durch p teilbar sind. Dann kommt 


Wi; (a) a Det -+h; —h—b—.:.—l 


pe) le), 
wo 


Ro). play" + Rite). pP play" 4 Role). pr. px)? + 
++ Rie (a). pi. 
Nun ist allgemein 
Rie,(®) = Riz1,0(%)==0 (modd p, p(x)). 
Man a daher immer solche Polynome 4,(x) und B;(x) finden, dass 


R;,o(&). Aix) + plx). Bi(x) = 1 + Ci. p (10) 
30 
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ist, wo C; eine Constante, A;(x) von höchstens (m — 1)*™ Grade, B;(x) höchstens 
vom (m—2) Grade ist. Die Gleichung (10) kann auch 


Ri,o(æ) . Ai(x)—1 (modd p, p(x)) 


geschrieben werden. 
Wenn jetzt 


lite) = Pla)" + 8:10) . pi. px) 44 Si a(x). Tr + Siejla) D 


gesetzt wird, wo S;;(x) Polynome von höchstens (m—1)*™ Grade sind und 
ausserdem | 
Sj, (x) = Ai(x) . Ri,j(æ) (modd p, q(x)) (11) 


ist, so kann man den folgenden wichtigen Satz beweisen: 
Satz 5. Es ist 


f(x)=]] fel) (mod 8). (12) 


i=1 


Ein Polynom soll primär genannt werden, wenn der Koeffizient für die 
höchste Potenz von g(x) in der Entwickelung (p, p(x)) gleich I ist. 
Nach (10) und (11) ist 


S;;{v) S20 (mod) Saar et) 


und das Polygon von f;(x) ist daher eine Gerade von derselben Neigung und 
Länge wie 8;. Folglich wird auch nach Satz 3 das Polygon von 


= 


fit) 


i=1 


gleich S. Der Satz 5 besagt daher, dass man f(x) (mod S) in solche primäre Fak- 
toren zerlegen kann, dass das Polygon eines Faktors fi(x) gleich einer Seite S; 
von S ist. 

Da die beiden Seiten von (12) dasselbe Polygon S besitzen, kommt es, um 
die Richtigkeit dieser Kongruenz zu beweisen, nur darauf an zu zeigen dass die 
entsprechenden Glieder auf dem Polygone einander (modd p, p(x)) gleich sind. 

Der Satz soll jetzt durch vollständige Induktion bewiesen werden. Es 
wird daher erstens r — 2 angenommen, und man soll zeigen 


f(a) =f, (x) ha) = (px) + 8,18). pp(x)h A + 81, e(x) . ph). 
(plx) a8 So,1(#) 4 pe g(x)? FARINE So, (x) e p'2) (mod S). 


(13) 
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Hier ist aber immer nach (11) 


Si) Qi al), 


so dass, wenn man in (13) die Multiplikation derart ausführt, dass man erstens 
f(x) mit px)? multipliziert, man alle Glieder von f(x) erhält, deren repräsentie- 
rende Punkte auf der ersten Seite S, liegen. 
Ein Glied 
Six). pi. px) ia 


in /,(x) wird durch einen Punkt A, = (i/,, iz,) abgebildet und ebenso ein Glied 
S2,5(x) . pi. px)? A 
in f,(x) durch einen Punkt 4,—(j4,,j%,). Das Produkt dieser Glieder 
S1,(x) So, j(x) L p'aitire J p(x)hth—ih-i (14) 

wird durch den Punkt 

A=(1h, 47.4, +7.) 
und noch dazu den Punkt 

Al = (th, +74, —1, in +9%,) 
abgebildet, wenn der Grad von 

Sii(x) . So ; (x) 


grösser als m—1 ist. Wenn aber A auf oder über dem Polygone von f(x) liegt, 
so wird sicher A’ oberhalb dieses Polygones liegen. Man braucht daher nur das 
Glied zu untersuchen, dem A entspricht. Man kann aber A in der Weise aus 
A, und A, erhalten, dass man die Vektoren OA, und OA, addiert, und diese 
Regel ist für das Produkt zweier Glieder allgemein gültig.! 

Ein Produkt (14) wird daher immer Glieder geben, deren repräsentierende 
Punkte über dem Polygone S von f(x) liegen, ausser in dem Falle, dass = e; ist. 
Die Glieder, welche auf der zweiten Seite S, liegen, werden also durch 


Si, (x) + pr. f(x) 
erschöpft, da ja das Glied 


Sat). pP". p(x)", 





1 Die genauere Ausführung dieser Bemerkungen findet man in meiner oben zitierten 
Abhandlung S. 25. 
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welchem der Eckpunkt des Polygones entspricht, schon einmal früher mitgerech- 
net worden ist. Es ist aber nach (11) 


Si,a (x) . Sa,i(t) =A, (ax) . Ro, i(x). Si (x) (modd Pp, p(x)), 
und daraus folgt 
Rai(x) — Sia(x) 82,’2) = Rai(x) (1 — A, (x). Si a (x) (modd p, p(x)), 
also nach (10) unter Berücksichtigung dessen, dass Si,a(x) = S2,o(x), 
BRoi(x) = Si,a(x) . Sai(x) (modd p, p(x)), 


wodurch der Beweis erledigt ist. 
Um jetzt den Induktionsbeweis zu vollenden, muss man annehmen, es sei 
schon bewiesen worden, dass f(x) und das Produkt 


r —1 
Il) 
i=] 


für die ersten r— ı Seiten 9; dieselben repräsentierenden Glieder besitzen. Man 
muss dann das Produkt 


=] 
SE 
untersuchen. In dem Produkte 
3 PL 
g(a)”. [TE :(x) 
ni 


kommen alle Glieder von f(x) vor, welche auf den r — I ersten Seiten liegen. Die 
Glieder, welche auf der rt Seite liegen, können nur durch die Glieder von 


ES onu: 
fr(x) . pP ke Ê Dre (x) 


geliefert werden, wo der letzte Eckpunkt schon früher mitgerechnet worden ist. 
Alle anderen Glieder des Produktes werden nach den früheren Bemerkungen sicher 
oberhalb S liegen. 

Nach (11) ist aber 


Sr—1, ep .1 (©) . Sr,5(x) = À,(x). R, (x) . Sr-1,e,_,(%) (modd p, p(x)), 
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folglich 
R,,;(&) — Sri, ¢,_y(%) + Sr, 5) = Rr, (2) (1 — Art) Sa, e,_,(%)) (modd p, p{x)), 


woraus nach (ro) folgt 


R,;(&)=Sr-1,.,_,(%) > Sr,jx) (modd p, plx). 


Dadurch ist der Beweis des Satzes 5 vollständig geliefert worden. 

Ohne Schwierigkeiten sieht man auch die Richtigkeit der folgenden, wich- 
tigen Bemerkung ein: 

Wenn man f(x) nach Satz 5 in primäre Faktoren derart zerlegt, dass das Poly- 
gon eines Faktors gleich einer Seite des Polygones S ist, so sind die Koeffizienten 
der Faktoren (modd p, p(x)) eindeutig bestimmt. 


$ 5. Geradlinige Polygone. 


Es soll jetzt der Fall behandelt werden, dass das Polygon (p, p(x)) eine 
Gerade L ist. f(x) kann dann immer in der Form 


en = 
h 2h 


f(x) = p(x)! + À,(x). pl. p(x)-1+ A, (x). på p(n)? +--+ Aix). pe (15) 


angenommen werden, wo die A;(x) Polynome von höchstens (m — 1)" Grade 
sind und 


A,lz)==0o (modd p, p(x)). (16) 


Dabei bedeutet das Symbol 8 für eine positive reelle Zahl s immer die kleinste 


positive Zahl, welche gleich oder grösser als s ist. Man kann auch Polynome 

mit mehrseitigem Polygone in der Form (15) schreiben, indem man nur für das 

Verhältnis 7 die Neigungszahl 7! der ersten Seite wählt. Dann braucht aber 
7 1 

die Bedingung (16) nicht erfüllt zu sein. In (15) ist wie früher 


und daher 


f(x) =p(@)! + B,(x) . p*.p(u)i-* ++ Bix). pt (mod L), (17) 
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wenn 
Ai.1(x) = Bi(x) 
gesetzt wird. 
f(x) wird reduzibel (mod L) genannt, wenn eine Zerlegung 


f(x) —g(x) .h(x) (mod L) 
möglich ist. Hier müssen nach Satz 3 g(x) und h(x) von der Form 


g(x) =p{aÿ +0, (x). pr. pire) + +--+ .C,(x) . pr-* 
h(x)=(a)s:4+ Dix). p*. p(x)? =D +... + D,(x).ps:* 


sein, wo r+s=e ist. 

Eine primäre Funktion, die ein geradliniges Polygon besitzt und noch dazu 
für dieses Polygon irreduzibel ist, soll eine Primfunktion (mod L) genannt werden. 
So ist z. B. f(x) selbst immer eine Primfunktion (mod Z), wenn e=1, also 
! zu h relativ prim ist. Allgemein kann f(x) (mod Z) nicht durch mehr als e Prim- 
funktionen teilbar sein. Für eine Funktion mit geradlinigem Polygone hat man 
also immer eine Darstellung von der Form 


f(x) =[] rr) (mod 2), 


i=l 
wo die Polygone der Polynome %;(x) Geraden sind, die aus Stücken von Z be- 
stehen, und diese Polynome sind fiir ihre geradlinigen Polygone Primfunktionen. 
Dies gibt mit Satz 5: 
Satz 6. Ein Polynom f(x) mit einem beliebigen Polygone S kann in der Form 


f(x) =|] I: ;) (mod =S) 
i=1 j=1 
geschrieben werden, wo die Polynome :,;(x) für ihre geradlinigen Polygone Prim- 
funktionen sind, und diese Polygone bilden zusammen das Polygon 8. : 
Es soll jetzt die Eindeutigkeit dieser Zerlegung bewiesen werden, und dazu 
sollen die Untersuchungen des Kap. ı angewandt werden. 
Es seien wie in (18) g(x) und h(x) zwei beliebige Polynome mit einem gerad- 


linigen Polygone von der Neigung = Wenn man dann 


p” 


A 
pix), 
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setzt, geht (18) in 


= pr.%(or Oe eon ve „(x 
g(x) ï (27 + C;, (x) +--+ + C(x) (mod L) 


h(a) = pt "(2 + D,(w) . 291 +--+ D, (x) 
uber. Nun soll hier 


G(2,2) =2 + C, (a). 27-1 +... + C,(x) 
H(z, x) = 2? + D, (x) .2°—! +--- + D, (x) 


eingeführt werden; dann sieht man ein, dass eine Kongruenz 


g(x) =h(a) (mod L) 
nichts anders als 


G (2, 7) =H (z, x) (modd p, p(x)) 


bedeutet, indem 2 als eine unabhängige Variable betrachtet wird. Die Theorie der 
Polynome mit geradlinigen Polygonen kann daher ganz analog wie die der Kon- 
gruenzen (modd p, p(x)) entwickelt und ausserdem aus dieser abgeleitet werden. 
So folgt z. B.: Wenn g(x) (mod Z) in Primfunktionen zerlegt ist, entspringt 
daraus eine entsprechende Zerlegung (modd p, y(x)) von G(z, x). Daraus folgt 
aus Kap. ı auch die. Eindeutigkeit der Zerlegung eines Polynoms für ein gerad- 
liniges Polygon. 

Weiter kann man in dieser Weise die Sätze des Kap. ı auf Kongruenzen 
(mod Z) übertragen. So hat man z. B. 

Satz 7. Wenn zwei primäre Polynome g(x) und h(x) mit demselben gerad- 
linigen Polygone L gegeben sind, die von den Graden r.i und s.) in p(x) und 
(mod L) zu einander relativ prim sind, kann man immer solche Polynome A(x) und 
B(x) mit dem Polygone L bestimmen, dass 


g(x). A(x) + h(x) . B(x) =pet% (mod LD), 


wo a. und b.A die Grade von A(x) und B(x) in p(x) bedeuten. 

Hier ist natürlich a+r—b+s, und man kann ausserdem a und 6 derart 
wählen, dass a<s und b<r. Wenn in diesem Satze gesagt wird, dass zwei Poly- 
nome dasselbe geradlinige Polygon ZL besitzen, so bedeutet dies hier wie im Fol- 
genden, dass die Neigungen der beiden Polygone dieselben sind, aber die Langen 
brauchen nicht gleich zu sein, d. h. die Polynome brauchen nicht von gleichen 
Graden in g(a) zu sein. 

Aus Satz 7 folgt weiter: Wenn ein Polynom j(x) mit dem Polygone L 
und vom Grade i.4 in g(x) gegeben ist, so kann man, wenn wie früher g(x) 
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zu h(x) (mod. ZL) relativ prim ist, zwei Polynome A(x) und B(x) derart be- 
stimmen, dass 


g(x). A(x)+h(x). B(x)= plrte—%* j(x) (mod L) 


ist. Hier kann man den Grad a. von A(x) kleiner als s.4 wählen, und wenn 

daher der Grad von j(x) in g(x) kleiner als (r+s)A ist, so wird auch b.1<7r.1. 
Weiter kann man den Satz 2 in dieser Sprache folgendermassen formulieren: 
Satz 8. Es ist 


Pla — pe 1), (x)? 


(mod L) kongruent dem Produkt aller Primfunktionen (mod L), deren Grade in p(x)’ 
Teiler von n sind. 

Zuletzt soll die folgende Erweiterung des Satzes 4 erwähnt werden, die sofort 
aus der Einführung der Primfunktionen mit Hilfe des Satzes 6 folgt. Es sollen 
für alle Primfunktionen %;(x) (mod p), welche in f(x) aufgehen, die zugehörigen Poly- 
gone S; gezeichnet und es soll f(x) (mod S;) in Primfaktoren zerlegt werden. Seien 


ta: US ee 


die Grade in g(a) der irreduziblen Faktoren für eine beliebige Seite SY von 8; 
mit der Neigung 
he Odi u u 


+ Do 
I; e, ur À; 





ie bedeutet die Anzahl der irreduziblen Faktoren ftir diese Seite, also die An- 


(5) 
i,k? 


die entsprechenden Grade n 


indem man, wenn (mod SY) gleiche Faktoren vorkommen, 
(5) 
i,k 


zahl der Zahlen n 
so oft vorkommen lässt, wie die Multiplizität 
angibt. 

Dann folgt die Richtigkeit des Satzes: 

Satz 9. Ist für ein beliebiges Polynom 


f(a) =p, (2). g(x)... p(x)* (mod p) 


die Zerlegung in Primfaktoren, wo der Grad der Primfunktion qi(x) gleich m; ist, so 
kann f(x) im rationalen Bereiche nur dann einen Faktor vom Grade m haben, 
wenn m von der Form 


i) LU) 
m= AY Nik 


ist, wo in dieser Summe eine beliebige Anzahl von Glieder mitgerechnet werden darf. 


a 


ee ae 
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Wenn daher ein oder mehrere Diskriminantenteiler oder allgemeiner die 
Diskriminante des Polynoms bekannt ist, kann man nach diesem Satze in vielen 
Fällen die Untersuchung der Reduzibilität des Polynoms sehr vereinfachen. 


§ 6. Reduzibilitit für Polygonmoduln. 


Den Primfunktionen für Polygonmoduln, welche in $ 5 definiert worden sind, 
entsprechen genau die Primfunktionen für einen Primzahlmodul p. Es sollen 
jetzt einige Untersuchungen über Polygonmoduln ausgeführt werden, welche für 
die späteren Untersuchungen über Primideale in algebraischen Körper notwendig 
sind und gleichzeitig sehr interessante Sätze über höhere Kongruenzen ergeben. 

Es soll erstens angenommen werden, dass f(x) ein geradliniges Polygon L 
besitzt und daher die Form (15) hat. Nennen wir in (17) die rechte Seite W(x), 
so wird die Differenz f(x) — w(x) nur solche Glieder enthalten, wofür die repräsen- 
tierenden Punkte oberhalb Z liegen. Es soll jetzt untersucht werden, wie solche 
Glieder oberhalb Z überhaupt verteilt sein können. 

Ein Glied 


A;(x). pt SOT a, 


in (15) wird durch den Punkt 


abgebildet, und es sollen nun die Abstände dieser Punkte von Z oder die damit 
proportionalen Grössen 
| 


Hegg öga 
JS LÀ 


,k=12,...D. (19) 
untersucht werden. 
Für diese Grössen soll jetzt gezeigt werden, dass immer 


di = dip = dip22 =" 


ist. Man hat nämlich 
GA Gta ix 


Zz 
TRUE ee Br 
AOE Sie 2 





oder 





ie an 
di— dis, = > 
LA 


— +4 +1x—=0. 
| Tg 


Acta mathematica. 44. Imprime le 19 novembre 1923. 31 
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Um daher die Zahlen (19) zu untersuchen, braucht man nur die Zahlen 
do = 0, din PAT di di =0 


zu bestimmen. Diese Zahlen sind nach (19) sicher kleiner als 1. Bei der Be- 
stimmung ihrer Grösse braucht man daher nur auf die darin vorkommenden 
Brüche Rücksicht zu nehmen. Wenn aber in (19) à die Zahlen 1, 2,... 4 durch- 
läuft, werden auch die Zahlen 7.x ein vollständiges Restsystem (mod 4) bilden. 
Die echten Brüche, welche sich als Reste ergeben, wenn man 7.~z durch À dividiert, 
sind daher alle verschieden, und folglich ist bewiesen: : 





Fig. 2. 


Die Zahlen d,, d,,...d;_1 stimmen mit den Zahlen 





in irgendeiner Reihenfolge überein. 
Durch die Punkte der Y-achse 


I 2 Ar I 
Lo, i): (o, ir (0, za (0, 1), Lo, + 3) 


werden jetzt Parallellen zu der Geraden Z gezogen; diese Geraden sollen bzw. mit 
JS IR os ceria) © IH; Li, Lys, crete ets 


bezeichnet werden, und wegen der Vollständigkeit werde L== L, gesetzt. Alle 
Gitterpunkte, welche oberhalb Z liegen, werden auf irgendeine dieser Geraden 


fallen, und ein Glied 
A(x).p".p(x) 
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wird daher durch einen Punkt repräsentiert, welcher auf einer bestimmten der 
Geraden L; liegt. Umgekehrt liegen auf allen Zz Gitterpunkte. Die Glieder, 
welche durch Punkte auf Z, abgebildet werden, sind schon in (17) aufgestellt. 
Es sollen jetzt allgemein die Glieder bestimmt werden, welche auf einer Seite 2; 
liegen, indem zunächst vorausgesetzt wird, dass o<k<A. Für ein Glied 


Ai(x). p=.p(x)—* 
muss man 
Ge ÖR k 
LÀ 


di 





haben, woraus durch Multiplikation mit À folgt 
ix+k=o (mod À) 


Die kleinste positive Lösung dieser Kongruenz soll i; genannt werden, dann 
ist die allgemeinste Lösung 


Ven FAT Se 080, 1,2) 


indem nur positive Werte von i berücksichtigt werden. 
Ein Glied, das auf Z, liegt, wird daher von der Form 


en a! 
(i, 42.8) > 
pee Er 


A, (x) .p MOM mg Toe (20) 


Es wurde hier vorausgesetzt dass k<d ist. Wenn man aber (20) mit p multipli- 
ziert, bekommt man, wie einfach einzusehen ist, ein Glied, das auf L;+, liegt, 
und allgemeiner, wenn man (20) mit p* multipliziert, erhält man Glieder, welche 
auf Ly+s.; liegen. Umgekehrt, wenn ein Glied @ gegeben ist, welches auf Ly4+:.; 
liegt, so ist G durch 7* teilbar, und man erhält durch Division durch p' ein 
Glied auf Lyx. 

Es soll im Folgenden gesagt werden, dass ein Polynom f,(x) zu Lx gehört, wenn 
j=k die kleinste Zahl ist, wofür ein Glied von f,(x) auf L; liegt. Allgemeiner 
soll auch oft gesagt werden, wenn Missverständnisse nicht zu befürchten sind, 
dass f,(~) zu L; gehört, wenn nur festgestellt ist, dass auf den Geraden 
L,, L,,... Ira keine Glieder von f(x) liegen, aber nicht, dass es auf Lz wirklich 
Glieder von f, (x) gibt. 

Durch (17) ist die allgemeine Form eines Polynoms gegeben, wofür alle 
Glieder auf Z, liegen. Im Allgemeinen soll jetzt die Form eines Polynoms be- 


244 Öystein Ore. 


stimmt werden, wofür alle Glieder auf Z; liegen, und man nehme erstens k <A 
an. Das gesuchte Polynom muss dann eine Summe der Glieder (20) sein, also 





: peel rhin 
Tita) > A DE PIC ES D 
s=0 
was man auch 
Des 
pr À > 
PT. N A (x). pr play 
RA Er, 


schreiben kann oder 








wo p,(x) ein Polynom ist, wofür alle Glieder auf L, liegen. Man bemerkt aber, 
dass p,(x) immer durch p(x)* teilbar sein muss, woraus folgt: 





ha) = PE. g(x)’. w, (2), (21) 


wo W,(x) wieder ein Polynom ist, worin alle Glieder auf Z, liegen. 

Es war hier k<4 vorausgesetzt. Soll man aber die Polynome bestimmen, 
wofür alle Glieder auf Lx liegen, wo k'=t.4+4+k, so kann man nur das eben 
gefundene f,(x) mit pt multiplizieren. 

Aus (21) folgt daher: 

f,(w) set ein Polynom, wofür alle Glieder auf Lx liegen. Dann kann man zwei 
positive, ganzzahlige Exponenten « und B derart finden, dass 


11 (%) =. plx)? + Pi (x), 


wo in p,(x) alle Glieder auf L, liegen. 8 kann hier immer kleiner als À voraus- 
gesetzt werden. 

Und umgekehrt: 

Wenn ein p,(x) gegeben ist, wofür alle Glieder auf L, liegen, kann man immer 
solche a und 8 <4 bestimmen, dass in 


f(x) = pt. p(x)’. plx) 
alle Glieder auf Ly, liegen. 
Es ist früher definiert worden, dass ein Polynom F,(x) zu L, gehört, wenn 
alle Glieder in F,(x) oberhalb L; liegen. Daraus folgt, dass, wenn F,(x) und F,(x) 
bzw. zu Ly; und L; gehören, F,(x).F,(x) zu Ly+? gehört. 


Zur Theorie der algebraischen Körper. 245 


Die Kongruenz 
f(@)=f,(x) (mod L,) 

soll nun bezeichnen, dass in der Differenz f,(x) — f,(x) alle repräsentierenden 
Punkte oberhalb L, liegen. Diese Kongruenzen (mod L,) werden in diesen 
Untersuchungen eine ähnliche Rolle wie in der gewöhnlichen Zahlentheorie die 
Kongruenzen für einen Primzahlpotenzmodul p spielen. 

Es sei jetzt f(x) ein gegebenes Polynom, das zu L, gehört, und es seien 
g(x) und h(x) zwei Polynome mit dem geradlinigen Polygone Z, und ausser- 
dem (mod Z,) relativ prim. Man kann dann immer solche Polynome À,(x) und 
B,(x) bestimmen, welche zu Z, gehören, dass 


g(x). 4,(x) +h(x). Bi(x)=pÎ*f;(x) (mod Z,), (22) 


wo j eine ganze Zahl ist. 

Dafür, dass diese Kongruenz erfüllt sein soll, spielen die Glieder in f, (a), wel- 
che oberhalb Z, liegen, keine Rolle, und man kann daher voraussetzen, dass f, (x) 
ein Polynom ist, wofür alle Glieder auf ZL, liegen. Ebenso mit A,(z) und B,(x). 

Dann kann 

f(x) = p* . p(x)? . p, (x) 
gesetzt werden, wo @,(x) ein Polynom ist, wofür alle Glieder auf L, liegen. 
Nach § 5 ist es nun möglich, A(x) und B(x) mit Gliedern auf Z, derart zu be- 
stimmen, dass 
g(x).A(z)+ h(x). B(x)=p"te-ixop(x) (mod LL). 


Wenn diese Kongruenz mit p*.(a)? multipliziert und 
d'en ox) A(x) 
B, (x) = p* . plx)". B (x) 
gesetzt wird, folgt sofort die Richtigkeit von (22).! 
Mittels dieser Bemerkung folgt jetzt der wichtige Satz: 


Satz ro. Wenn f(x)=g(x).h(x) (mod L) und g(x) zu h(x) (mod L) relativ prim 
ist, so ist f(x) auch für alle Geraden L, reduzibel und zwar 


f(a) =gy(x) .h,(@) (mod L,), (23) 
9,(2)=g(x), h,(x)=h(x) (mod L). 


wo 








1 Man sieht ein: Wenn das Produkt g(x).h(x) das Polygon L, mit der Projektion e.A 
besitzt, und in f,(x), das von einem Grade in o(x) sein soll, der <e.A, alle Glieder auf dem 
entsprechenden Ly liegen, so kann man die Kongruenz 

g(a). A,(@) + h(x). B,(x) =fi(æ) (mod Ly). 
erfüllen. 


246 Öystein Ore. 


Dieser Satz soll durch vollständige Induktion bewiesen werden, indem man 
beachtet, dass f(x) für y = o reduzibel ist. Es kann daher angenommen werden, dass 


f(%) = gy—1(a) . h,—ı(2) (mod Z,-ı) (24) 
ist, wo 


la) = g(x), hya(e)=h(x) (mod L). 
Es soll jetzt 


9,(2) = Gy (x) + G(x) 
(25) 


h, (x) = hya(a) + H (x) 


gesetzt werden, wo G(x) und H(x) nur Glieder auf ZL, haben sollen. Es kommt 
nun darauf an, die Zusatzpolynome G(x) und H(z) in (25) so zu wählen, dass, 
wenn (24) erfüllt ist, auch die Kongruenz (23) richtig wird. 

Nach (24) ist 


(2) = f(a) —g,-1(#e) . hya(a)=0 (mod L,), 
und %(x) gehört daher zu Z,. Wenn man daher (25) in (23) einsetzt, so folgt 
V(a)=@le)..A,-\(2)+ A(x). g,~-1(z) HH (@). G(x) (mod Ly) 


Da das Produkt H(x).G(xz) nach den früheren Bemerkungen zu L2, gehört, ist 
es hier ohne Bedeutung, und man hat daher nur die Bedingung 


W(x) =G (a) . hy-1 (a) + H (x) .g,-1(x) (mod Z,). (26) 
Setzt man nun nach den Voraussetzungen 


Gy-1(") = g(x) + g(x), hy-a(w) = h(x) + h(x), 
wo 


ist, so folgt aus (26) 


indem 


wird. Diese letzte Kongruenz kann aber nach (22) (Fussnote) immer erfüllt wer- 
den, wodurch der Satz bewiesen ist. Es ist auch möglich, worauf ich hier nicht 
eingehe, die Eindeutigkeit der Zerlegung des Satzes 10 zu beweisen. 
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Aus Satz 10 folgt sofort, dass f(x) für jede Primzahlpotenz p* reduzibel 
wird, und zwar 
f(x) = g(x). h(x) (mod pe), 
wo 
g(x) = play}, O(a) = plz) (mod p), 


wenn g(x) und h(x) von der Form (18) sind. 
Weiter folgt, wenn 


f(x) =, (x) . plx). i Ps(x)® (mod L) 
die Primfaktorenzerlegung (mod L) von f(x) ist, dass auch 


f(x) =O (x) . OY (x)... (a) (mod L,) 


für alle y, wo 


Wenn 


ist, so sind die Funktionen (x) (mod L,) irreduzibel, aber wenn einige der 
Exponenten e;>1 sind, können auch die entsprechenden Faktoren D (x) redu- 
zibel sein. 

Aus diesen Bemerkungen folgt auch, dass f(x) für alle Primzahlpotenz- 
moduln p* reduzibel wird und 


f(x) = YO (x). W(x)... YO (a) (mod p*), 


w (x) = p(x) (mod p). 


Nachdem so der Fall behandelt worden ist, dass das Polygon von f(x) eine 
Gerade ist, soll nun der allgemeine Fall behandelt werden, dass das Polygon 
eine beliebige Anzahl von Seiten besitzt. Man kann dann den wichtigen Satz 
beweisen: 

Satz 11. f(x) ist für jeden Primzahlpotenzmodul p* reduzibel, und zwar können 
die Faktoren derart gewählt werden, dass das Polygon eines Faktors gleich einer 
Seite des Polygones zu f(x) ist, und die geradlinigen Polygone der Faktoren bilden 
zusammen das Polygon zu f(x). 

Um diesen Satz zu beweisen, kann man zunächst annehmen, was gestattet 
ist, dass das Polygon S ein Hauptpolygon ist. Sei L— L, die erste Seite dieses 
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Polygons, so soll gezeigt werden, dass f(x) für alle zu Z, parallelen Geraden L, 
reduzibel ist und zwar in der Weise, dass der eine Faktor das Polygon Z, besitzt 
und der andere ein Polygon, das oberhalb Z, liegt. Dadurch folgt nämlich, dass 
f(x) auch für jeden Modul pt reduzibel wird, und für genügend grosse « wird 
. das Polygon des einen Faktors aus der Seite LZ und folglich nach dem Multipli- 
kationssatze das Polygon des anderen Faktors aus dem anderen Teile von S be- 
stehen. Den zweiten Faktor kann man aber dann in entsprechender Weise he- 
handeln, und dadurch folgt einfach der Satz. 
Es sei 


f(x) = (p(x) + B,(x) .p°. px) +... + Be(x). p") p(x (mod L) 
die Zerlegung von f(x) (mod L), wo 
B.(2)==0o (modd p, p(x)). 


Wenn hier 7 ein Multiplum von À ist, so folgt wie im Satz ıo, dass f(x) für alle 
L, in der gewünschten Weise reduzibel wird. Im Allgemeinen ist aber 7 kein 
Multiplum von À, und man kann dann j=t.4— e setzen, woo<e<A. In diesem 
Falle wird der Satz wie der Satz 10 durch vollständige Induktion bewiesen, in- 
dem man folgendermassen vorgeht: 
Es wird angenommen, es sei bereits bewiesen worden, dass 
f(x) = g-3) (a) .Aü-0(x) (mod Ly) 

ist, wo 

g’) (a) =p(x) +. + B(x) .p} = f(x) 

ho) (a) = p(x)} 
Es soll dann gezeigt werden, dass man die Zusatzfunktionen G(x) und H(x) nur 


mit Gliedern auf Z,, also 
G (x)= H(x)=o (mod Z,-ı) 
bestimmen kann, so dass, wenn 
g(x) = ga) + G(x) 
RO (x) =h0-) (x) + H (a) 
gesetzt wird, die Kongruenz 


f(z) =g™ (x). AM (x) (mod L,) (27) 
erfüllt ist. 
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Der Beweis wird jetzt ganz analog wie für Satz 10 geführt. Es ist 
W(x) = f(x) gr (x). RON (x) = 0 (mod Ly_1), 
und da (27) erfüllt sein soll, muss man 
(x)= G(x). hO-)(x) + A(x). g(x) + H(x).G(x) (mod Z,). 
haben. Nach den Voraussetzungen ist aber 
H(2x).G(xr)=0 (mod. L,), 


und die zu lösende Aufgabe reduziert sich daher dazu, zu zeigen, dass man die 
Polynome G(x) und H(x) mit Gliedern auf ZL, finden kann derart, dass 


G(x). AU (x) + W(x). g(x) = W(x) (mod Z,). 


Hier können aber in Y(x) alle Glieder weggelassen werden, welche oberhalb L, liegen, 
man kann also voraussetzen, dass W(x) nur Glieder auf Z, enthält. Ebenso kann 
man in A’—Y)(x) und g’—(x) alle Glieder weglassen, welche oberhalb ZL, liegen. 
Die Kongruenz geht dann über in 


G(x). p(xÿ + H(x) . f(x) = (x) (mod L,). (28) 


Dies ist aber keine Kongruenz von der Form (22), ausser wenn 7 ein Multiplum 
von À ist. Denn es war z. B. 


f(x) = pa) #5 + B, (x) . p*. play ++ B(x).p(xŸ (mod L,), 


und hier sind nicht die Exponenten der Potenzen von g(x) Multipla von À wie 
früher. Durch Multiplikation mit (x) (j=t.4—e) geht diese Kongruenz in 
eine Kongruenz der gewöhnlichen Art über. Um die Möglichkeit der Kongruenz 
(28) zu untersuchen, multipliziere man diese mit g(x)’ und erhält 


G(x). plx) + A(x). p(x)? . f(x) =Y(x) . plx): (mod Z,). 


Hier ist, wie eine einfache Überlegung zeigt, W(x).p(x)° ein Polynom, das 
im gewöhnlichen Sinne wie in (22) zu L, gehört, und man kann daher solche 
Polynome G(x) und H,(x) mit Gliedern auf Z, bestimmen, dass 


G(x). pa + Ha). f(x) = W(x) .p(æ) (mod L,). (29) 
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Wenn diese Kongruenz erfüllt sein soll, muss aber sicher H, (x) durch p(x)}° 
teilbar sein, und man kann darum 


Hi(x) = p{x) . H(x) 


‘setzen. Man dividiert dann die Kongruenz (29) durch p(x)’, und die Kongruenz 
(28) ist in der gewünschten Weise erfüllt. Nach den ersten Durchführungen 
folgt daraus die Richtigkeit des Satzes 11. 

Nach Satz 11 folgt die Zerlegung eines Polynoms (mod p“), wenn das 
Polygon aus mehreren Seiten besteht, und aus Satz 10 folgt dann die Zerlegung 
der Faktoren mit geradlinigen Polygonen. 


$ 7. Der Spezialfall p(x) = x. 


Es soll jetzt der Spezialfall (x) = x eingehender untersucht werden. Dann 
ist einfach 


f(x) = ar + pa. ÅN al + + pen, sche (30) 


die Entwickelung (p, p(x)), wo die Koeffizienten A; nicht durch p teilbar sind. 
Das Polygon S(p, x) von f(x) besteht aus dem Newtonschen Polygone zu den 
Punkten (7, «;) und für dieses Polygon soll die gewöhnliche Bezeichnung an- 
gewandt werden, die in $ 2 eingeführt wurde. 
Wenn nun das Polygon (p,x) bestimmt worden ist, liefert der Satz 4: 
f(x) kann im rationalen Bereiche nur Faktoren von den Graden 


m= dad; | (31) 
i=1 
haben, wo & eine der Zahlen 0, 1,...e ist. 
Dies ist der früher erwähnte Satz von Dumas.! 
Aus diesem Satze soll nun ein weiterer Satz bewiesen werden, der für ver- 
schiedene Untersuchungen nützlich ist. Sei 9 eine beliebige, algebraische Zahl 
und P(9) der daraus abgeleitete Körper. Sei weiter 


p= Peeps 


eine Idealzerlegung von p in P(9), wo p ein Primideal und p, nicht durch y teil- 
bar ist. Aus dem Polygone S für f(x)(p, x) soll nun das Polygon S'(p, x) für 





"Dumas, loc: cit. Sx237% 
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1(x) bestimmt werden. Die Entwickelung (p, 2) ist wie früher durch (30) angegeben, 
indem man bemerkt, dass p“ genau durch p““ teilbar ist. Man hat daher das 
Polygon zu den Punkten (i, w.a;) zu konstruieren. Die Seitenzahl der beiden 
Polygone wird daher dieselbe, die Projektionen der Seiten auf die X-achse bleiben 
ungeändert gleich J;, während für S' die Projektionen auf die Y-achse gleich 
u.h; sind. 

Der Satz von Dumas bleibt aber nach $ 3 auch in P(9) richtig, und aus 
(31) folgt, dass f(x) in diesem Körper nur Faktoren von den Graden 


haben kann, wo fi der grösste gemeinsame Faktor von J; und w.h; ist und g; 
eine der Zahlen o,ı,...fi bedeutet. Da aber e; der grösste gemeinsame Faktor 
von /; und A; ist, so hat man 


fi = ei. gir 
wo gi der grösste gemeinsame Faktor von 2; und u ist. Folglich ist bewiesen: 


Satz 12. p—=p“.p, sei eine Zerlegung von p im Körper P(9). f(x) kann 
dann in diesem Körper nur Faktoren von den Graden 


r a 
VW hi 
m= > 8 .—. (32) 
nl: 
haben, wo &; eine der Zahlen 0, 1, ..., ei.gi und gi der grösste gemeinsame Faktor von 


A; und u ist. 

Mittels des Satzes 12 kann man viele interessante Sätze über Gleichungen 
ableiten, wie ich in der Arbeit: »Gleichungen mit primitiven Gruppen.»! gezeigt 
habe. Aus diesen Untersuchungen folgt z. B. als Spezialfall ein Satz von 
FURTWANGLER.? 

Man kann hier noch eine andere wichtige Bemerkung machen: Wenn u = 1 
ist, wird g; = I, und (32) geht in (31) über. Da nach DEDEKIND u nur dann grösser 
als 1 sein kann, wenn p ein Teiler der Körperdiskriminante ist, sieht man ein: 

Die möglichen Gradzahlen der Faktoren können nur dann geändert werden, wenn 
p ein Teiler der Körperdiskriminante von P(9) ist. 








! Zeitschrift für Math. 1923. 
? FURTWÄNGLER, Math. Ann. 85, S. 37. 
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Speziell folgt daraus: 

Ein Polynom, das nach den Sätzen von Eisenstein oder Königsberger im ratio- 
nalen Bereiche irreduzibel ist, bleibt auch in jedem Körper irreduzibel, dessen Diskrimi- 
nante nicht durch p teilbar ist. 
| In einer anderen Arbeit! habe ich gezeigt, wie man aus dieser Bemerkung 
ganz einfach die Sätze von KRONECKER? über die Reduzibilität von Kreisteilungs- 
gleichungen in algebraischen Körpern ableiten und noch allgemeinere Sätze auf- 
stellen kann. 


$ 8. Höhere Kongruenzen. Die Sätze von Hensel. 


Die Satze des $ 6 gestatten eine einfache Untersuchung der Eigenschaften 
von höheren Kongruenzen für Primzahlpotenzmoduln p*. x =a, sei eine Wurzel 
der Kongruenz 


f(x) —0 (mod p). (33) 
Nun kann man die Frage aufwerfen, wann man aus 2, eine Wurzel a der 
Kongruenz 
{(x)=o0 (mod p*) (34) 
ableiten kann derart, dass 
x =, (mod p). 
Man soll also die Lösbarkeit der Kongruenz für beliebig grosse a untersuchen 


oder nach HENSEL, wann die Gleichung f(x) = o im p-adischen Bereiche lösbar ist. 
Wenn 2, eine einfache Wurzel von (33) ist, so hat man 


f(x) = (mod D), 


und in diesem Falle bestimmt man einfach eine und nur eine Wurzel 2 von 
(34) von der gewünschten Art.’ 
Wenn aber x, eine mehrfache Wurzel ist, wird 


f(x) =o (mod p), 


und p ist in diesem Falle ein Teiler der Diskriminante von f(x). In diesem 
Falle kann es sehr wohl eintreffen, dass, wenn « genügend gross wird, kein 








! »Irreduzibilität in algebraischen Körpern». Norsk matematisk Forenings skrifter. I, 
no. 9. Kristiania 1922. 5 

? KRONECKER, Journal de math. Ser. I, t. 19, S. 177. 

3 Man sehe z. B. CAHEN: Théorie des nombres. $ 168. 
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solches x{9 existiert, wie im Folgenden gezeigt werden soll. Über diese Kon- 
gruenzen hat nun HENSEL! ein paar wichtige Sätze bewiesen und darin Bedin- 
gungen aufgestellt, unter welchen eine p-adische Wurzel existiert, also wann man 
immer ein x\® bestimmen kann. 
Sei allgemein 
9 (29) 


a! 


genau durch p teilbar, f(x,) genau durch p%, dann lauten die Sätze von Hensel: 
Wenn 0, — 20,>o ist, wird die Kongruenz (34) für alle « derart lösbar, dass 
aa) = x, (mod p). 
Und allgemeiner: 
Wenn x, eine derartige Wurzel von (33) ist, dass 


0, > Max es C2 nn) 
ist, so wird die Kongruenz (34) für alle « in der gewünschten Art lösbar, voraus- 
gesetzt, dass für alle x“) die Zahlen 0, 0,,... ov ungeändert bleiben. 

Dabei bedeutet » die erste Zahl, wofür 9,= 0 ist. 

Es sollen jetzt diese Sätze als Spezialfälle von allgemeineren Sätzen ab- 
geleitet werden. Wenn f(x) (mod p*) die Wurzel x haben soll, so ist 


f(a) — f(a?) = (a — a) f, (x) 


oder 
I(x) =(%— x) 7, (x) (mod p*), 


d. h. f(x) muss (mod p*) einen Linearfaktor x — a besitzen und umgekehrt, 
wenn dies der Fall ist, so hat man eine Lösung der Kongruenz (34). Um die 
Lösbarkeit der Kongruenz (34) zu untersuchen, braucht man daher nur die 
Faktorenzerlegung (mod p*) von f(x) zu bestimmen. Zu diesem Zwecke wird die 
Entwickelung (p, x —x,) von f(x) bestimmt, und man hat 


I 


f(x) = f(a) + aa) tm". 


Das zugehörige Polygon S wird dann aus dem Newtonschen Polygone zu 
den Punkten 
i (OO LE OR = Rd. (n—1,0,), (n, 00) 
bestehen. 


! Hessen: Theorie der algebraischen Zahlen. Kap. IV. § 4. 
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Wenn jetzt f(x) für einen beliebig hohen Modul p? einen Linearfaktor haben 
soll, muss es in diesem Polygone wenigstens eine Seite L; geben, wofür À; — 1 
ist. Denn Seiten, wofür À; > r ist, können nach $ 6 nur Faktoren liefern, in denen 
höhere Potenzen von x-— x, vorkommen. Weiter müssen die zugehörigen Poly- 
nome dieser Seite L; in der Zerlegung von f(x) (mod S) ($ 4) einen oder mehrere 
Linearfaktoren (mod Z;) enthalten. Wenn diese Faktoren verschieden sind, er- 
gibt es sich entsprechend viele lineare Faktoren von f(x) (mod p°) für alle a ($ 6). 
Wenn mehrere von diesen Linearfaktoren (mod £L;) einander gleich sind, steht 
die Frage noch dahin. 

Es ist also bewiesen: 

Damit die Kongruenz (34) für alle « erfüllt sein soll, ist notwendig, dass es in 
dem Polygone (p,x—x,) mindestens eine Seite L; gibt, wofür 4;=1 ist, und der 
zu dieser Seite gehörige Faktor f;(x) in der Zerlegung (mod S) muss mindestens einen 
Linearfaktor (mod Li) besitzen. Wenn es einen solchen Linearfaktor gibt, der auch 
in fi(x) (mod Li) einfach vorkommt, so ist diese Bedingung auch hinreichend. 

Wenn aber alle Linearfaktoren für alle solche Seiten Z; mehrfach vorkommen, 
steht die Frage noch dahin. Wenn für eine Seite ,=4=1 ist, so sind alle 
Bedingungen des eben bewiesenen Satzes erfüllt, und man hat: 

Satz 13. Wenn es in dem Polygone von f(x) (p, x —x,) eine Seile gibt, wofür 
1; =1 ist, so ist die Kongruenz (34) für alle a lösbar. 

Um jetzt zu den Henselschen Sätzen zu kommen, braucht man nur diesen 
Satz umzuformen. Die Bedingung, dass das Polygon eine Seite, haben soll, wofür 
l; = 1 ist, kann auch folgendermassen ausgedrückt werden. Seien nämlich 


(n—r,0,), (r—r+1, Or-1) 


die beiden Punkte des Polygons, wodurch diese Seite geht, dann wird die 
Gleichung der Seite 


UT QE (ir Ox) ar nen) 
oder 


Y Or. (Or 1 OF) (e—n+r)=o. (35) 
Da alle Punkte (n — à, o;) auf derselben Seite dieser Geraden liegen, so müssen 
sie alle, in die linke Seite von (35) eingesetzt, Werte von gleichen Vorzeichen er- 
geben. Da aber für den Punkt (0, 0) dieser Wert positiv ist, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, so ist immer 
Qi — Or — (Qr—1 — Or) (r — 1) > 0 
und daher 


Or < Qi — (Or—1 — Or) (r= 1) (i=0, I Zig ieee rate; TETE gr COQ n). 
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Umgekehrt sieht man leicht ein, dass dies eine hinreichende Bedingung dafür ist, 
dass das Polygon eine Seite besitzt, wofür die Projektion /;= 1 ist. 

Man kann daher Satz 13 so aussprechen: 

Satz 14. Wenn für ein r 


Or << Max (0; — (0-1 — or) (r—1)) (i=0,1,2,...r—2,r+t1,...n) 


ist, so wird die Kongruenz (34) für alle « lösbar. 
Für r=1 folgt 
0, < Qi + (0) — 01) (1 — 1) 
oder 


ae =2,3,...n). 


Daraus folgt der Satz von Hensel. 


Kap. 3. Verallgemeinerung der Dedekindschen Sätze. 


§ ı. Die Untersuchungen von Dedekind. 


Ich werde in diesem Kapitel die Bestimmung der Primideale eines alge- 
braischen Körpers behandeln. Dabei soll der Einfachkeit wegen der rationale 
Bereich zu Grunde gelegt werden. Diese Einschränkung ist aber nicht not- 
wendig, und man hätte durch diese Methoden auch ganz allgemein die Prim- 
ideale eines Relativkörpers bestimmen können. 

Es sei wie früher 

IE EE Tan 


eine ganze, rationale Funktion mit ganzen, rationalen Koeffizienten. Von jetzt 
an soll aber immer vorausgesetzt werden, dass f(x) im rationalen Bereiche irredu- 
zibel ist und folglich durch die Gleichung 


(9) = 0 (7) 


ein algebraischer Körper P(9) nt" Grades definiert wird. Sei D die Diskrimi- 
nante von f(x) und d die Diskriminante des Zahlenkörpers, dann ist 


D=k:.d, 


wo der Index k eine ganze, rationale Zahl ist. Im Folgenden soll jede Primzahl 
p, die in # aufgeht, ein Indexteiler heissen. 
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Weiter sei 


f(x) = pi) 9,(2)®.. . p(x)” (mod p) (2) 


die Primfunktionzerlegung von f(x) (mod p), wo die Primfunktionen (x) von 
den Graden m; alle verschieden sind. 
Wenn nun in (2) 


et 


ist, wird p bekanntlich kein Teiler von D, und die Primidealzerlegung von p ist 
in diesem Falle nach DEDEKIND! 


p=Pı-P2--- Pr 
wo 


Pi = (9, pi(d)), 


und der Grad von ÿ; ist gleich m;, also Np; = pi. 
Wenn aber allgemeiner in (2) einige der Exponenten e; grösser als ı sind, 
p aber kein Indexteiler ist, so ist auch 


BO ep 
die Zerlegung von 9, wo 
pi = (p, 9:9) 
und N, = p'i. 
Für die Anwendung dieser Untersuchungen muss man natürlich entscheiden 


können, wann eine gegebene Primzahl ein Teiler des Index ist, und dies liefert 
das Kriterium von DEDEKIND.? 


Set 
f(x) = pic). p.(x)®. .. pl)” + p. M(x) 
und seien z B. ey, eg,... die Exponenten, welche grösser als 1 sind, so ist dig 
Primzahl p dann und nur dann ein Teiler des Index, wenn das Polynom M (x) 
(mod p) durch eine der Primfunktionen a(x), pa(x), . . . teilbar ist. 





1 Depexixp: Über den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie 
der höheren Kongruenzen. Göttinger Abhandlungen 1878. $ 2. Diese Abhandlung wird im 
Folgenden mit A bezeichnet. 

? DEDEKIND A § 3. 
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$ 2. Anwendung der Newtonschen Polygone auf die Bestimmung 
der Primideale. 


Die Untersuchungen von Dedekind enthalten also die Lücke, dass sie für 
den Fall eines Indexteilers unanwendbar sind. Um diese Schwierigkeit zu um- 
gehen, könnte man versuchen, anstatt der Gleichung (r) die Gleichung irgend 
einer anderen Zahl des Körpers zur Bestimmung der Primidealzerlegung von p 
zu verwenden. Leider aber gibt es, wie DEDEKIND! gezeigt hat, Körper, wofür 
alle Indices & der Zahlen des Körpers einen gemeinsamen Teiler 7>1 haben, 
und für Primzahlen, welche in 74 aufgehen, wird die Dedekindsche Methode 
ohne Bedeutung. Hensel? hat sogar gezeigt »dass das Auftreten solcher gemein- 
samen ausserwesentlichen Diskriminantenteiler eigentlich keine Ausnahme, son- 
dern die Regel ist». 

Es soll bier gezeigt werden, dass man mit Hilfe der Newtonschen Poly- 
gone auch in dem Falle, dass p ein Indexteiler ist, die Primidealzerlegung be- 
stimmen kann. 

Für jede der Primfunktionen ;(x) in (2) soll die zugehörige Entwickelung 
(pP, p(x)) von f(x) bestimmt und das zugehörige Polygon gezeichnet werden. Da 


{(x)=o (modd p, plx), 


so müssen also diese Polygone auch Seiten besitzen, die über die X-achse fallen, 
d. h. Hauptpolygone besitzen, und für die späteren Untersuchungen spielen nur 
diese eine Rolle. 

Man sieht jetzt einfach ein: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Primzahl p kein 
Teiler der Diskriminante D ist, besteht darin, dass alle Hauptpolygone für die Ent- 
wickelungen (p, p(x)) aus einer Geraden bestehen, wofür Il, = ist. 

Denn in diesem Falle ist f(x) (mod p) nicht durch das Quadrat einer 
Primfunktion teilbar. Weiter sieht man mittels des Dedekindschen Kriteriums ein: 

Satz 15. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Prim- 
zahl p kein Teiler des Index k ist, wird dadurch ausgedrückt, dass alle Haupt- 
polygone für die Entwickelungen (p, p(x)) aus Geraden bestehen, wofür entweder 
f= oder h, —1 id. 

Die Untersuchungen von Dedekind behandeln daher nur den Fall, dass die 
Polygone geradlinig sind und ausserdem entweder die X-achsenprojektionen oder 








1 DEDEKIND A § 5, 
? HEnseL, loc. cit. S. 273. 
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die Y-achsenprojektionen gleich ı sind. In diesem Kapitel werde ich diese Unter- 
suchungen in der Weise verallgemeinern, dass ich zunächst allgemein den Fall 
behandle, dass sämtliche Polygone geradlinig sind. Im nächsten Kapitel soll 
dann der Fall eines beliebigen Polygones behandelt werden. 


$ 3. Bestimmung der möglichen Exponenten. 


Den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und den Newtonschen 
Polygonen (p, p(x)) sieht man deutlich durch den hier zu beweisenden Satz ein. 

Es soll eine Beziehung zwischen den gemeinsamen Primidealfaktoren von p 
und (9) bestimmt werden. 


Es seien 
ee re 
(3) 
(9) phate ep a 


die Primidealzerlegungen von p und (9), wo die Ideale P und ® zu. einander 
relativ prim sind. Es sollen nun die Verhältnisse 


ee (So es 


untersucht und ihre möglichen Werte bestimmt werden. Zu diesem Zwecke wird 
ein Primideal p ausgewählt, und man setzt 
p=}".P, 
p(9) Fr pi Pos 
wo ÿ, und yp, nicht durch ÿ teilbar sind. Die Kongruenz (2) soll nun in 


der Form 
f(x) =m (x). plx) (mod p) 


geschrieben werden, wo (x) (mod p) nicht durch g(x) teilbar ist. Daraus leitet 
man für alle « eine Kongruenz 


x).@(x) (mod p*) 


f(x)= I (x 
ab, wo 
II (x)= 70 (x) 
and yenintae (mod p). 


Wenn hier a genügend gross gewählt wird, so besteht das Polygon (p, p(x)) von 
@(x) aus dem Hauptpolygone von f(x)(p, p(x)). | 
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Die ganze Zahl I1(3) kann nicht durch p teilbar sein, denn man kann immer 
solche Polynome A(x) und B(x) bestimmen, dass 


A(x) . I(x) + B(x). p(x)=1 (mod p), 
woraus für x — 4 folgt: 


A(9).II(9)=ı (mod p). 


Es soll nun die Zahl ®(9) untersucht werden; man bestimmt die zugehörige 
Entwickelung (p, p(x)) für @(x) und konstruiert das daraus bestimmte Polygon. 
Es sollen für dieses Polygon die Bezeichnungen des Kap. II angewandt werden. 

Ein Glied 


Qi(x) . pt. p(x) 
in dieser Entwickelung wird dann genau durch 


St EL 
teilbar, wenn «=. gesetzt wird. Q;(3) kann nämlich nicht durch p teilbar sein, 
denn da Q;(x) zu (x) (mod p) relativ prim ist, kann man solche Polynome 
A(x) und B(x) bestimmen, dass 


A(x). Q(x) + B(x) :p(x) =1 (mod p) 
ist und folglich 
A(9).Q(9)=1 (mod p). 


Zu jedem Gliede gibt es also einen zugehörigen Exponenten s.a;+t.7. Da 
f(9)=o ist, kann es kein einziges Glied geben, wofür dieser Exponent absolut 
am kleinsten ist, sondern es muss mindestens zwei oder mehrere Glieder geben, 
wofür der zugehörige Exponent diesen Minimalwert erreicht. Die repräsentierenden 
Punkte für diese Glieder müssen nun alle auf derselben Geraden liegen. Denn 


aus 
s.utt.i=s.,+t.) 


folgt sofort 
er (4) 


und dieses Verhältnis wird für alle solche Punkte (i, «;) dasselbe. Nach be- 
kannten Eigenschaften der Newtonschen Polygone wird aber für alle Punkte, 
welche unterhalb dieser Geraden liegen, die Summe s.«;+t.i kleiner als die 
entsprechenden Summen für Glieder, welche auf oder oberhalb dieser Geraden 
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liegen. Da aber der Wert der Summe der kleinste mögliche sein soll, bleibt 
nur die Möglichkeit übrig, dass diese Gerade mit einer der Seiten des Poly- 
gones zusammenfällt. 

Es sei nun wie in $ 4. II 


Wi(x) = pk x plx) (Rso(x) : px) aE R:1(x) ‘ ps a px) de | | 
5 
+ Rua(2) . pe". playe "+ + Re, (x) pie) 


die Summe der Glieder, deren entsprechende Punkte auf der st Seite liegen. 
Zur Abkürzung ist 
K= that thrı 


| = COINS 1 


gesetzt worden. Für die Glieder von (5) ist aber das Verhältniss (4) konstant, 
nämlich 

s ji Ik. —(+hk—i,.)) As 

t wog e+ 4, .%s— (KA 4, :%) ts 








und daher ist bewiesen: 
Satz 16. Wenn die Primidealzerlegungen von p und (0) durch (3) gegeben 


sind, werden nur solche Exponenten möglich, wofür das Verhäliniss a gleich einer der 
Neigungszahlen i des Polygones (p, p(x)) ist. 

Da nun (5) alle Glieder enthält, wofür der Exponent von » den kleinsten 
Wert erreicht, so werden alle anderen Glieder in der Entwickelung (p, p(x)) durch 
höhere Potenzen von p teilbar. Da aber f(9)=o ist, folgt daraus, dass die 


Summe 
Bool 9) (9)? + Rsr(9) . ps. p(9)s +... +R, (9). p's 


hss+l | 


sicher durch die Potenz y =p: teilbar wird. Bestimmt man nun ein 


Polynom A,(z) derart, dass 
As(@). Rso(x) 1 (modd p, p(x)), 
so ist A,(9) sicher nicht durch ÿ teilbar. Die Summe 
As) (Rso(æ) plx)" + + Reeg (a) D) 


wird dann sicher für x — 3 durch p”s'**' teilbar. Daraus folgt aber nach $ 4. Il: 
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Satz 17. Sei » ein Primideal, wofür = 3 ist. Wenn dann 
i 


TAL) = (x) +8;1(2)..p®. p(x) Gi SED AR Si, e,(x) - pi 


der Faktor der i" Seite in der Zerlegung für das Polygon ist ($ 4. II), so ist 
f:(9) durch 


hj:s+l en L;.t+1 


p p 


teilbar. 


$ 4. Hilfssätze über algebraische Zahlen. 
Sei 
(i; Ms er y 
eine Basis von P(3); dann kann jede ganze Zahl des Körpers in der Form 
a = À, . 6, + À, . 3 +:-- + As. 


geschrieben werden, wo die À; ganze rationale Zahlen sind. Daher hat man auch 


[= a . uw, tr a‘) . (> + dé: À + all) > Un | 





Ja . Wy +a?) MAR dE + al?) Un 


F =a? wv, +a vu, +--+ a) ge ie) 
AZ). ow, +a. wo, ++ at) an, | 


wo alle ar ganze rationale Zahlen sind und bekanntlich 


k =la; | (7) 
ist. Aus (6) leitet man mittels (7) ab: 
k.u—bd 460, 9++>-+60.,.99-1, (8) 


wo alle 10% auch ganze rationale Zahlen sind. 
Wenn daher k nicht durch p teilbar ist, kann man eine solche Zahl / be- 


stimmen, dass 
k.l=1 (mod p), 
und daher folgt aus (8) 


w= 1(b9 +b@.9+--- +50  .9”—1) (mod p), 


und dies zeigt: 
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Wenn p kein Indexteiler ist, so wird jede ganze Zahl « des Körpers (mod p) 
kongruent einer Zahl 


A +Q,.9+---+an-1. 9771, (9) 


wo alle a; ganz rational sind. | 
Weiter folgt einfach, dass in diesem Falle zwei Zahlen F,(9) und F,(9) 
mit ganzen rationalen Koeffizienten einander nur dann (mod p) kongruent sein 
können, wenn 
F, (x)= F(x) (modd p, f(x). 


Daraus folgt z. B., dass eine Zahl von der Form (9) nur dann durch 9 teilbar 
sein kann, wenn 





ho =4S0,= N -=On21=0.(mod pP), (x0) 





Unter den Zahlen (9) gibt es daher (mod p) p” inkongruente Zahlen.! 

Wenn aber k durch p teilbar ist, kann man nach der Theorie der linearen 
Kongruenzen eine solche ganze Zahl 8 von der Form (9) bestimmen, dass P=o 
(mod p) ist, ohne dass (10) erfüllt ist. Umgekehrt ist dies auch eine hinreichende 
Bedingung dafür, dass p ein Indexteiler ist. Unter den Zahlen (9) gibt es daher 
in diesem Falle weniger als p” inkongruente für den Modul p. Im nächsten 
Paragraphen soll aber eine untere Grenze für die Anzahl der inkongruenten 
Zahlen gegeben werden. | 

Sei allgemein & durch genau 9° teilbar, also k= p?.k,, wo k, nicht durch p 
teilbar ist; dann kann man ein / derart bestimmen, dass 


k,.1=1 (mod pet!) 


und folglich nach (8) 
oj. pe = (50 + OO .39+...+b0  .9”-1) (mod pet). 


Daraus folgt: 
Jede ganze Zahl des Körpers ist einer ganzen Zahl von der Form 


= (dy Ed 94 ae, 
kongruent. 
Dabei ist natürlich nicht gesagt, dass diese Zahlen alle ganz sind. 





! Man sehe auch A, $ 1. 
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Für die späteren Anwendungen soll nun der folgende wichtige Satz be- 
wiesen werden: ; 

Satz 18. Sei a eine ganze Zahl des Körpers, die durch alle verschiedenen Prim- 
idealteiler der Primzahl p teilbar ist. Wenn dann « der Gleichung 


An a RE ANTILLES = 0 (Ir) 


genügt, so ist 





=: —=en—=0 (mod p): 





Falls « durch » teilbar ist, wird der Satz beinahe selbstverstandlich, wenn 
man erstens die Gleichung für die ganze Zahl 7 bildet und dann diese Gleichung 


mit 9” multipliziert. Wenn aber « nicht durch p teilbar ist, gibt es, da « durch 
alle Primidealfaktoren von p teilbar ist, einen solchen Exponenten a, dass 


a*—o (mod p). 

Nach einem bekannten Satze ist nun, wenn man die Gleichung 

zn + el) , gr 1 Fre +ell=60 
bildet, deren Wurzeln die pt®" Potenzen der Wurzeln von (11) sind, 

ee en ed). (modip). 

Daraus folgt aber allgemein, dass, wenn man die Gleichung 

an + em). eee ts Crd =a (T2) 
bildet, deren Wurzeln die p”ter Potenzen der Wurzeln von (11) sind, 

| e, = el"), ,=em,... en = elm (mod p) | (13) 


ist. Wenn nun m so gross gewählt wird, dass p”™>a ist, so muss a?” durch p 
teilbar sein, und folglich werden in (12) alle Koeffizienten durch p teilbar. 
Aus (13) folgt dann, dass auch in (11) alle Koeffizienten durch p teilbar werden, 
wodurch der Satz bewiesen ist. 


$ 5. Über die Idealteiler der Primzahl p. 


Es ist nun möglich, auch im allgemeinsten Falle verschiedene Eigenschaften 
der Idealteiler von p direkt aus der Primfunktionzerlegung (2) zu bestimmen. 
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Es soll zunächst untersucht werden, unter welchen Bedingungen eine Zahl 
a von der Form (9) durch 9 teilbar sein kann, oder allgemeiner, wann eine solche 
Zahl « durch alle verschiedenen Primidealteiler von 9 teilbar ist. 

Sei a = A (3), wo 


A(x) = Ag + Ad, LC Art An—1 yea 


und » ein beliebiges Primideal, das in p und daher auch in A(9) aufgeht, indem 
vorausgesetzt wird, dass « durch alle Primidealteiler von p teilbar ist. Sei 
weiter B(x) der grösste gemeinsame Faktor von A(x) und f(x) (mod p). Dann 
kann man solche Polynome C(x) und D(x) bestimmen, dass 


C(x). f(x) + D(a). A(x)=B(x) (mod p), 
und daraus folgt, wenn x = 4 gesetzt wird, 
B(3)=o (mod p) 
für alle Primidealteiler von p. 
Man bildet jetzt die Gleichung 
B(9)®+e,.B(9)"-1+---+ ex =0 (14) 


welcher B(x) genügt; dann sind hier nach Satz 17 alle Koeffizienten durch p 
teilbar. Die Gleichung (14) zeigt wegen der Irreduzibilität von f(x), dass eine 
Identität 

B(x)" + e, B(x)" + --- + en = f(x). F(z) 


besteht, wo F(a) ein Polynom ist. Daraus folgt aber 
B(w)"=o (modd p, f(x), 


und weil B(x) ein Teiler von f(x) (mod p) ist, folgt daraus, dass B(x) (mod p) 
durch alle Primfunktionen teilbar ist, welche in f(x) aufgehen. Man sieht daher 
ein, dass eine Zahl A(9) nur dann durch alle verschiedenen Primidealteiler von p 
teilbar sein kann, wenn 


A(x)=o0 (modd p, p(x). (a). Pr(®)). 


Es folgt leicht, dass diese Bedingung eine hinreichende ist. Speziell ergibt 
sich aus diesen Untersuchungen das Resultat, dass es unter den Zahlen (9) 
mindestens 
mıtma+ tm, 


P 
inkongruente (mod p) gibt. 
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Es sollen nun ein paar Bemerkungen über die Zerlegung von p gemacht 
werden. Nach (r) und (2) ist 
Pi (9) . pd)... Pr(F)" =o (mod p). 
Hier können zwei Zahlen 
PilI), 9(9) t=) 


keinen gemeinsamen Idealfaktor besitzen, der gleichzeitig in p aufgeht. Denn 
da g;(2) zu 9;(x) relativ prim ist, kann man solche Polynome A(x) und B(z) 
bestimmen, dass 


A(x). pi(x) + B(x). pla)=ı (mod p), 


und wenn hier x= gesetzt wird, folgt leicht die Behauptung. Es ist daher 
bewiesen: 
Wenn die Zerlegung von f(x) (mod p) von der Form (2) ist, so wird 


Dear a Ur 


eine Idealzerlegung von p, wo alle Ideale a; zu einander relativ prim sind und 


di (p, pi(9)"*). 


Diese Ideale a; können nicht Einheitsideale sein, denn wäre z. B. 9,(9) zu p 
relativ prim, so wäre schon das Produkt 


DR PAT AE) 


durch alle Primidealteiler von p teilbar, was nach dem eben Bewiesenen un- 
möglich ist. 

Sei nun p; ein Primideal, das gleichzeitig in p und 9;{9) aufgeht. Wenn 
dann eine Zahl «= A(9) von der Form (9) durch }; teilbar sein soll, so muss 


A(x)=o (modd p, pilx)) 


sein. Denn wenn dies nicht der Fall wäre, könnte man solche Polynome B(x) 


und C(x) bestimmen, dass 


A(x). B(x) + pi(x) . C(x)=1 (mod p), 
woraus sich für =, ergibt 


A(3). B(9)=ı (mod pi), 


Acta mathematica. 44. Imprimé le 20 novembre 1923. 
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was nicht möglich ist. Auf Grund dieser Bemerkung folgt, dass es mindestens 
p”i inkongruente Zahlen (mod ÿ;) gibt, und der Grad von y; kann daher nicht 
kleiner als m; sein. 

Man kann nun zeigen, dass der Grad von ÿ; immer durch m; teilbar sein 
muss. Es sei nämlich g(x) eine Primfunktion, welche (mod p) in f(x) aufgeht, 
und ÿ ein Primideal, wofür 


p(9)=p=o (mod }). 
Wenn dann f den Grad von ÿ bezeichnet, so ist 
Np= på; 
und alle ganzen Zahlen w des Körpers genügen der Kongruenz 
u — w=o (mod p). | (15) 


Sei jetzt II(x) das Produkt aller Primfunktionen F(x) (mod p), deren Grade 
Teiler von f sind; dann ist bekanntlich 


II (x) = ar" — x (mod p). 
Nach (15) ist aber auch 


je! —9=0 (mod p), 
folglich gibt es unter den Primfunktionen F(x) eine derart, dass 
F(9)=o (mod p), 
und nach den früheren Bemerkungen muss man dann notwendigerweise 
F(x)=o (modd 9, p(x)) 
haben. Da aber F(x) selbst eine Primfunktion ist, folgt 
F(x)—p(x) (mod p), 
und daher ist der Grad m von (x) ein Teiler von f, also auch 


N p Les pie, 


wo e eine ganze Zahl ist. 
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$ 6. Erste Verallgemeinerung der Dedekindschen Untersuchungen. 


Die letzten Untersuchungen gestatten schon unter Anwendung des Satzes 16 
die Bestimmung der Primideale von p in allgemeineren Fällen als die Dedekind- 
schen Untersuchungen. 

Es sei 


f(x) =0, (20). pl)". .. r(x)” (mod p) (16) 


die Primfunktionzerlegung (mod p) von f(x), und es werde vorausgesetzt, dass 
die Hauptpolygone L; der Entwickelungen (p,qi(x)) sämtlich geradlinig sind. 
Die Projektion von ZL; auf die X-achse wird dann /;, und die Projektion 
auf die Y-achse soll A; sein, wo weiter vorausgesetzt werden soll, dass A; zu 
J; relativ prim ist. Nach Satz 15 ist offenbar der Fall von Dedekind in diesem 
allgemeineren enthalten. 

Nach § 4 gibt es nun immer mindestens einen gemeinsamen Primidealfaktor 
p; für p und %;(9), und nach Satz 16 muss dieser in einer Potenz in p aufgehen, 
wo der Exponent ein Multiplum von /; ist, also etwa in der Potenz a; .J;. Weiter 
ist aber nach $ 4 


wo pi eine ganze Zahl ist. Es soll nun gezeigt werden, dass es nur ein einziges 
solches Primideal p; für alle © gibt. Man hat nämlich 


jOE TEL Oe beta Lac parr Pe (17) 


wo das Ideal P durch alle Primideale von p teilbar ist, welche von },, ),,... Pr 
verschieden sind. Es soll aber nun gezeigt werden, dass P in der Tat das Hin- 
heitsideal ist, also NP =1. Denn nimmt man auf den beiden Seiten von (17) 
die Norm, so kommt 


pr — pink, NP, (18) 
wo der Kürze wegen 
Yi= Qi. PrZ 1 


gesetzt worden ist. Dies zeigt aber, dass man immer y; — 1 haben muss, denn 
es ist doch 
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und wenn daher einige der y; grösser als ı wären, so würde in (18) die rechte 
Seite durch eine höhere Potenz von p als die linke teilbar. Weiter folgt aus (18), 
dass NP=1 ist. 

Ks ist folglich bewiesen, dass 


p=ph.pe...pr, (19) 


die Primidealzerlegung von p ist. Es bleibt also nur übrig, die Primideale p; als 
grösste gemeinsame Faktoren von Hauptidealen darzustellen. Nach Satz 16 
folgt aus (19) 
pi(9) = 93". ©, 


wo ® zu p relativ prim ist. Es soll nun die Bezeichnung 
Ita) = Pla)" ... platt... Pole) 


eingeführt werden. Weiter kann man, da /; zu hi; relativ prim ist, solche ganze 
rationale positive Zahlen x; und y; bestimmen, dass 


hy.a—li.yg=1. (20) 
Dann ist 
på (9) 
De 





T = 11;(9)". 


eine ganze Zahl. Denn 11;(39) ist nach § 4 durch alle Idealteiler von p teilbar, 
welche zu g;(9) relativ prim sind. Das Primideal »; dagegen geht in p” in der 
Potenz pi auf, während :(9)” genau durch pi *i teilbar ist. 7 ist daher nach 


(20) eine ganze Zahl, welche genau durch ÿ; in der ersten Potenz teilbar ist. 
Man hat daher 


und kann den Satz aussprechen: 
Satz 19. Es sei 


{(z)=9, (w)# ex pr (x)” (mod p) 


und die Hauptpolygone der Entwickelungen (p, pi(x)) seien sämtlich Geraden mit 


den Neigungen 7 wo hi zu I; relativ prim ist. Man bestimme x; und y; derart, dass 
t 


Lich —Y; UT, 
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und setze 


L; L; l 
IT;(x) = ph... pia git... ght 
(x) = pp. PIT. pitt... PT. 


Dann ist 
l, 


PP nent 


r 


wo das Primideal ÿ; den Grad m; hat und 


We i Jo nå 
pi = (p, gi(9), an PC 
: br 
ast. 

Wenn hier für alle © entweder /;=1 oder k;=1ı ist, kommt man zu dem 
Falle von Dedekind, und man leitet aus Satz 18 ohne Schwierigkeiten die Dede- 
kindschen Ergebnisse ab. Denn wenn in diesem Falle p; ein gemeinsamer Primi- 
dealteiler von p und 9%;(9) ist, so geht dieser entweder in p oder in 9;(9) in 


genau der ersten Potenz auf, und man hat daher 


Pi = (p, pi(d)). 


$ 7. Ein geradliniges Polygon. 


Es soll nun allgemein der Fall behandelt werden, dass alle Hauptpolygone 
in den Entwickelungen (p, 9;(x)) Geraden sind. Um aber diese Verhältnisse ganz 
klar zu machen, werde ich zunächst den einfachsten Fall behandeln, dass f(x) 
(mod p) nur durch eine einzige Primfunktion p(x) teilbar ist, also 





f(æ)=—p(x) (mod p) (21) 
und das Polygon (p, p(x)) eine Gerade Z ist. 
Sei 
he.» .% 
teed 1 


die Neigungszahl für Z. Nach $ 5. II kann man 


2 2h 


f(x) = pla) + Aula). pt: pa)! + 4, (x). pl. pla) ++ Aix) <p 
annehmen, und man hat dann mit den früheren Bezeichnungen 
f(x) = (x)! + B, (x). p*. pls) +--+: + B.(x)p} (mod L) 


Bi(x) = Aix (x) B.(x)==0 (modd p, p(x)). 
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Weiter sei 


Hr) =f.(2) f(x)... fs(%) (mod L) (22) 


die Primfunktionzerlegung von f(x) (mod ZL), wo 


ka) = Pa" +08 (x) pr ga) +--+ CO (x) pe (23) 


und daher 4 
MEN AE +&+':+8). 


Es soll nun die Voraussetzung gemacht werden, dass in (22) alle Primfunk- 
tionen (mod Z) verschieden sind. 
Nach (21) ist 
p(9}= 0 (mod p), 


und alle Primidealteiler von p gehen also in p(9) auf. Sei p ein Primidealteiler 
von p, so ist | 


p=»".», 


(24) 
y9)= på + Po 


wo die Ideale p, und p, nicht durch p teilbar sind. Nach Satz 16 ist dann 


s MBIA 
ix 

oder 
Deal 


Aus dieser Gleichheit folgt, dass die Zahlen p* und ¢(.9)* durch dieselbe 
Potenz von p teilbar sind. Daher ist, weil dies für alle Primidealteiler von p 
richtig ist, 


plo)? ploy! 
OST RENE GRE 
p* =p 
eine ganze Zahl des Körpers, und diese Zahl ist ausserdem zu p relativ prim. 


Wenn man (24) in die Gleichung f(3)=o0 einsetzt, so sieht man ein, dass 
alle Glieder in f(x), deren repräsentierende Punkte auf Z liegen, genau durch 


per pet 


teilbar werden müssen. Alle übrigen Glieder in f(x) werden gewiss durch höhere 
Potenzen von p teilbar. 
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Es soll nun f(9) durch p” dividiert werden, und man erhält 


3 
mi = Ut, (9, 0(9)).W,(9, 0(9)) ... (9, 0(9) + M (9), (25) 
wo 
Wile, y) = yl + CD (x). y' ++ OO) 
und daher 
W:(9,0(9)) = AED 0 (9) CN (IE (MÄTARE CO(9). (26) 


In (25) ist weiter 


M(9)=o (mod pp) 
fur alle Primidealteiler von p und daraus folgt weiter aus (25), dass das Produkt 
F(9, 0(9)) = Y,(9, 0(9)) ... %,(9, 0(3)) 


durch alle Primidealteiler von p teilbar sein muss, eine Tatsache, die man auch 
einfach aus dem Satze 17 ableitet. Der Kürze wegen ist hier 


F(a, y) = WY, (x,y)... Y.(x, y) 
gesetzt worden. 
Es soll nun das Ideal 


a = [p, Wild, 0(9))] 


untersucht werden und zwar erstens gezeigt werden, dass a; kein Einheits- 
ideal ist. 
- Anstatt der natürlichen Ordnung 


Be Didi 
welche in $ 4 untersucht worden ist, sollen bier alle ganzen Zahlen von der Form 
A(9, 0(9)) = 4,(9) .0(9)e=1+ 4,(9) .0(9)°=°? ++ Ae(9), (27) 


untersucht werden, wo die 4;(3) beliebige Polynome in 3 sind. 

Es soll nun erstens untersucht werden, wann eine solche Zahl durch alle 
Primidealteiler von p teilbar sein kann. Es sei jetzt A(9, 0(9)) eine gegebene Zahl 
von dieser Eigenschaft. Man kann dann den grössten gemeinsamen Faktor 
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B(x, y) von A(z,y) und F(x, y) (modd p, p(x)) bilden und nach § 1. I ist es 
immer möglich solche Funktionen C(x, y) und D(z, y) zu bestimmen, dass 


C(x, y). F(z, y)+ D(z, y). A(x, y)=B(x, y) (modd p, p(x)). 


. Daraus folgt sofort, wenn x —39,y—0(3) gesetzt wird, dass auch B(9, 0(3)) 
durch alle Primidealfaktoren von p teilbar sein muss. Ohne der Allgemeinheit 
zu schaden, kann man nun annehmen, dass in B(9, 0(9)) der höchste Koeffizient 
für 09(9) gleich ı ist. Denn wäre er etwa B,(9), so kann man immer ein (,(x) 


derart finden, dass 


C,(z).B,(@2)=ı (modd p, p(x)) 
ist, und die obige Kongruenz in C,(x) multiplizieren. Man kann also 
B(z, y)=y + C(x). ys 1 +--- + C(x) 
annehmen, und daher ist 
p*. Bla, 0(@)) = BY a) = pa)" + Oy (0) . pr glo) di +--+ Cla). pr 
Es wird jetzt die Gleichung 
Bete, . Berisha + eyo 


gebildet, welcher die Zahl B(9,0(9)) genügt, wo nach Satz 18 alle e; durch p 
teilbar sind. Diese Gleichung zeigt aber wegen der Irreduzibilität von f(x), dass 


eine Identitat 


B(a, O(a)" +e, . Bla, O(a)" +++ + en = f(x) . g(x) (28) 


besteht. Wenn diese Identität mit per? multipliziert wird, geht sie in die 
ganzzahlige Gleichheit 


B (x)? +e, . pet. B'(x}-1+...+e,.et-#2— f(x). g,(x) 


über, und hier hat die linke Seite (p, p(x)) das Polygon ZL und ist (mod JL) 
kongruent 
B'(x)". 


Daher hat auch die rechte Seite das Polygon Z, und wegen der Eindeutigkeit 
der Zerlegung (mod ZL) sieht man ein, dass B'(x) (mod LZ) durch f(x) teilbar ist. 
Daraus folgt aber weiter, dass B(x, y) (modd p, p(x)) durch F(x, y) teilbar sein 


Zur Theorie der algebraischen Körper. 273 


muss, und da A(x,y) nach (27) höchstens vom Grade e—r in y ist, muss 
man 
A,(x)=4,(x)=::.= 4,(x) =o (modd p, p(x)) (29) 
haben. 
Daraus folgt leicht, dass ein Ideal a; nicht das Einheitsideal sein kann. 
Denn wenn a; ein Einheitsideal wäre, müsste schon das Produkt 


Wi(9, O(9)) . .. Yi1(9, 0(9)) Wi+1(9, 0(9)) ... Ws(9, 0(9)) 


durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, was nach dem eben Bewiesenen 
nicht möglich ist. 

Es sei daher ÿ; ein Primideal, das in a; aufgeht. Wenn eine Zahl von der Form 
(27) durch 9; teilbar sein soll, muss die Funktion A(z, y) (modd p, p(x)) durch 
Wi(x, y) teilbar sein. Denn wenn dies nicht der Fall wäre, könnte man solche 
Funktionen B(x, y) und C(x, y) bestimmen, dass 


A(z, y). B(x, y) + Wi(x, y). C(x, y)=1 (modd p, p(x)) 


und folglich 
A(3, 0(3)).B(9, 0(9))=1 (mod p;) 


wäre, was offenbar nicht möglich ist. 


sm 


Dies zeigt, dass es unter den Zahlen (27) immer mindestens p*’” inkongruente 
für das Ideal »; gibt, und daher ist der Grad f; von #ÿ; sicher nicht kleiner 
als &;.m. 

fi ist nach $ 4 immer durch m teilbar, also etwa ;=e;.m. Man kann aber 
weiter zeigen, dass e; immer durch &; teilbar sein muss. Denn da jede ganze 
Zahl des Körpers der Kongruenz 

= (mod p;) 
genügt, so ist auch 
e 


0(9) 7" —0(9)=o (mod hi). 


Nach Satz 2. I ist aber 


kongruent dem Produkt aller Primfunktionen 4 (x, y) (modd p, p(x)), deren Grade 
Teiler von e; sind. Es muss daher eine solche Primfunktion H(z, y) geben, dass 


H(3,0(3))=o (modd ti), 
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und daraus folgt nach den, früheren Bemerkungen, dass H(x, y) (modd p, (a)) 
durch wY;(x, y) teilbar und, da diese Funktionen beide Primfunktionen sind, 


A(x, y) = Wi(x, y) (modd p, p(x)) 


sein muss, also beide von demselben Grade sein müssen, und daraus folgt sofort, 
dass & ein Teiler von e; ist. 
Man hat daher 
Ni D nz 


wo a; eine ganze Zahl >1 ist. Weiter geht pi; in p in einer Potenz auf, deren 
Exponent ein Multiplum von À ist, und folglich wird das Ideal 


p= (9... Daun » Balt 


sicher ein Teiler von p. Hier ist 
Ss 
MoN DITES 
Not ie Qi Meee 
und es muss 
Th Ma, fy + Og sty Prec, es) 


sein. Da aber 


n=m.A(& + € +--+ +8) 
ist, muss notwendigerweise 
0, =a, =-::-=as=—1 
sein, und da dann Np =p” wird, muss auch 
P= (Pi: Pa». . Ps)" 


die Primidealzerlegung von p sein. 
Daraus folgt nach Satz 16, dass auch 


p(9)= (PP ee, 


wo das Ideal ® zu p relativ prim ist. 

Es soll nun das Primideal p; bestimmt werden. }; war ein Teiler des Ideals 
a;; dieses Ideal kann aber nicht durch andere Primideale teilbar sein, denn sonst 
würde man nach den obigen Schlüssen Np> p" erhalten, was offenbar nicht 
möglich ist. Es muss daher a; eine Potenz von };, sein. 
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Man bestimme nun die positiven Zahlen x und y derart, dass 
Lo YAN I 
ist, was immer möglich ist, da x zu À relativ prim ist. Dann wird die Zahl 


pd) 
p# 
ganz und durch jedes Primideal p; genau in der ersten Potenz teilbar. Denn p; geht 
im Zähler genau in der Potenz x.x und im Nenner in der Potenz y.2 auf, und 
da «.x>y.A, ist die Zahl ganz und, wie man leicht sieht, durch ÿ; genau in der 
ersten Potenz teilbar. Man erhält daher für p; die Darstellung: 


.p (9)? \ 
00). 





Pi = P; 


Man kann die Resultate folgendermassen in einem Satze zusammenfassen: 
Satz 20. Sei 


f(x) —p{x) (mod p) 


und das Polygon (p, p(x)) eine Gerade L von der Neigung ; und 


f(x) =f, (x). f(x)... f(x) (mod L), 


wo alle Primfunktionen f(x) verschieden sind und fi(x) vom Grade &.m in x ist. 
Dann hat man für p die Primidealzerlegung 


P= PCED? Pa)? à 


Das Primideal ÿ; ist vom Grade &;.m und durch 





_|, PLD? kW) 
P» py pe x 


bestimmt, wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen x und y die Gleichung 
x.x—y.A=1 erfüllen. 

Dadurch ist der einfachste Fall erledigt, und man sieht ein, dass es für diese 
Seite gewisse Primideale gibt, deren Produkt in der A’ Potenz in p aufgeht. 
Ein ganz analoges Verhältnis hat man, wenn das betrachtete Polygon mehrere 
Seiten besitzt und wenn gleichzeitig mehrere Polygone vorkommen. Die Unter- 
suchungen in diesem Paragraphen beruhen hauptsächlich darauf, dass die Zahlen 
0(9) ganz sind. Bei allgemeineren Polygonen kommt die Schwierigkeit hinzu, 
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dass die für jede Seite entsprechend gebildeten Zahlen nicht mehr ganz werden 
und daher das hier angewandte Schlussverfabren modifiziert werden muss. Unter 
den Voraussetzungen des nächsten Paragraphen kann diese Schwierigkeit ziemlich 
einfach überwunden werden, erst im nächsten Kapitel wird gezeigt, wie man 
‚unter den allgemeinsten Voraussetzungen vorgehen kann. 


$ 8. Geradlinige Polygone im Allgemeinen. 


Nachdem der Fall behandelt worden ist, dass f(x) (mod ») nur durch eine 
Primfunktion teilbar und das Polygon (p, p(x)) eine Gerade ist, überführt man 
dieses Resultat ziemlich analog auf den Fall, dass 

f(x) =p, (%)*. pole)... Ps(a}"* (mod p) 


und das Hauptpolygon (p, qi(x)) für alle 7 eine Gerade JL; ist. ae sei die 


Neigungszahl für Z;. Man bestimmt die Primfunktionzerlegung von f(x) (mod Z,), 
und es soll angenommen werden, dass die Primfunktionen 


a ne) 


alle (mod Z;) verschieden sind und der Grad von i) in qi(æ) gleich eo) ist. 
Es sei nun der Kürze wegen p;(x) = p(x) gesetzt und 
&)=znr(x).p(x)! (mod p), (30) 
wo s(x) zu p(x) (mod p) relativ prim und das Hauptpolygon Z zu f(x) (p, p(x)) 


geradlinig und von der Neigungszahl \ ist. Aus (30) folgt 


f(x) = IT (x). (x) (mod p**'), (31) 


wo D(x)—qp(x) (mod p). Die Zahl II(9) ist daher durch alle Idealteiler von 
p+1 teilbar, welche zu (9) relativ prim sind. Es soll nun 


gesetzt werden, aber diese Zahl ist nicht wie in $ 7 ganz. Die Zahlen 


ploy 
p* 





1109). 09° = 1109). | | (ae Te 20 nd) (32) 


bo 
at 
1 
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sind dagegen alle ganz. Denn wenn ÿ ein Primideal ist, wofür 
PES SP pd) =p .b,, 

A 
so ist = und daraus folgt, dass die Zahlen (32) alle ganz und nicht durch 
p teilbar sind. 

Sei nun 
DIE 2). fela)e(mod LT, 
wo 
fil) = plays" + CD (x). pt I HOP (a). pd”. 
J 


Wenn man dann die Kongruenz (31) durch p# dividiert, erhält man 
HO) = (9, 0(9)) ... wil, O(9)) IN +: (9), 


wo M(9) durch alle Primidealteiler von p teilbar wird, und daher hat auch die Zahl 
IT(9) (9, 0(9)) ... We(9, 0(3)) 
diese Eigenschaft. Dabei bedeutet 


1 


We, y} = y + OM (läg TT + + OP (x), 
J 


und weiter soll 
F(z, y)= Y,(x, y) Ur, y) 
gesetzt werden. 
Es sollen nun alle Zahlen von der Form 


I1(9). A(9, 0(9)) = 11(9)(4,(9) + 4:(9) .0(9) ++ 4e1(9).0(9)7) (33) 


untersucht werden, wo die A;(9) Polynome in 9 bedeuten. Diese Zahlen spielen 
für diese Untersuchungen eine ganz analoge Rolle wie früher die Zahlen (27). 
Speziell soll untersucht werden, wann eine Zahl II (3) A(9, 0(9)) durch alle Prim- 
idealteiler von p teilbar sein kann, und da diese Zahl immer durch alle Primideale 
von p teilbar ist, welche nicht in (9) aufgehen, bleibt nur übrig zu unter- 
suchen, wann eine solche Zahl durch alle Primidealteiler von (p, p(3)) teilbar ist. 

Die Zahl (33) sei nun durch alle Primidealfaktoren von p teilbar. Man 
bildet dann den grössten gemeinsamen Faktor B(x, y) (modd p, (x)) von A(x, y) 
und F(x, y) und hat 


A(x,y).C(x, y) + F(x, y). D(x, y) — B(x, y) (modd p, p(x)), 
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wo die Funktionen C(x, y) und D(x, y) immer bestimmt werden können. Wenn 


2 


diese Kongruenz mit JI(x)? multipliziert und «= 3 gesetzt wird, folgt, dass auch. 
IT®(9). B(9, 0(9)) 
durch alle Primideale von p teilbar ist, und daraus folgt ohne Weiteres, dass 
b = 11(9). B(9, 0(9)) 


diese Eigenschaft besitzt. Man kann hier wie früher annehmen, dass B(x, y) 
von der Form 


B(x, y) = y°+ C (x) IE ar + Ce(x) 


und daher 
pe-* . B(x, 0(2)) = B(x) = Pla) + Oy(a) . p* pla)e—D* +... + Ole). po 


ein Polynom mit dem Polygone L(p, p(x)) ist. 
Man bildet nun die Gleichung 


br +6"—! .e,+---+e, =0, 


welcher b genügt und welche besagt, dass eine Identität 
IT (x)*, B(x,0(&)) +de, = Io go) 


besteht, wo nach Satz 18 alle e; durch p teilbar sind. Wenn diese Identität mit 
per” multipliziert wird, geht sie in 


II (x)" . B'(a)* +e, . 9° * I (a)? 2, Bier Ir pee za 


über, und wie man leicht einsieht, hat hier die linke Seite das geradlinige 
Hauptpolygon Z und ist kongruent B'(z)" (mod L). Für die rechte Seite muss 
das Hauptpolygon (p, p(x)) daher auch gleich Z sein, und es folgt, dass B'(x) 
(mod Z) durch das Produkt f,(x).f,(x) ...f;(x) teilbar sein muss. Dies ist 
aber nur möglich, wenn B(x, y) (modd p, p(x)) durch F(x, y) teilbar ist, und dies 
zeigt natürlich, dass in A(x,y) alle Koeffizienten kongruent Null (modd y, 
p(x)) sind. Eine Zahl von der Form (33) kann also nicht durch alle Primideal- 
faktoren von p teilbar sein, ausser wenn 


Ay (&)= 4, (x) =3=4,.3l& S0 (modd(p, p(x): 
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Es sollen nun die Ideale 


%=(P, PI), 1109) .%;(9, 09) 


untersucht werden und zwar soll erstens gezeigt werden, dass a, nicht das Ein- 
heitsideal sein kann. Denn wäre (9, 0(9)).11(9) zu (p, p(9)) relativ prim, so 
wäre schon 


LECT IU en Wea te 


durch alle Primideale von p teilbar, was nach dem Bewiesenen nicht möglich ist. 
Es sei daher pj ein Primideal, das in a; aufgeht. Eine Zahl 


11(9).4(9,0(9)) 


kann dann nicbt durch p; teilbar sein, ausser wenn A(x, y) (modd p, p(x)) durch 
W;(æ, y) teilbar ist. Denn wenn dies nicht der Fall wäre, könnte man solche 
Funktionen C(x, y) und D(x, y) bestimmen, dass 


A(x, y).C(a, y) + Yy(a, y). D(x, y)=1 (modd p, p(x)), 
woraus durch Multiplikation mit 11(x)? und für x= 9, y=0(9) folgt: 
II (9). A(9, 0(9)).11(9).C(9, 0(9) = (9)? (mod }4,), 


was offenbar nicht möglich ist, da 11(9) nicht durch p; teilbar ist. Dies zeigt, 
dass es (mod p;) mindestens pŸ” verschiedene inkongruente Zahlen gibt und 
dass daher der Grad von }; nicht kleiner als ¢;.m sein kann, also etwa 
h=&%.m+to ist, wo >20 ist. 

Nun geht p; in p in mindestens einer Potenz À auf, und daher ist das Ideal 


2 
Pop re Pe 
gewiss ein Teiler -von p. Hier ist 


NP en p >i .m +0) = pr, 


und da 


t 

„ AY 
m... email 

j=l 


ist, muss man n’>m.l haben, wo das Gleichheitszeichen nur dann vorkommen 


kann, wenn alle 9; verschwinden. 
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Wenn nun diese Untersuchungen für alle Primfunktionen ;(x) richtig sind, 
kann man für alle i solche Ideale P; bestimmen, die Teiler von p sind, und da 
diese P; alle zu einander relativ prim sind, so ist auch 


pl ae RP: 


‘ein Teiler von p, und es ist 
Zn’; 


Np =p 


Da aber für alle à n';> m;.l;, so wird auch 


haben muss. Es bleibt daher nur die Möglichkeit übrig, dass 


Dan (34) 


i=1 


ist, und daraus folgt, dass die Ideale p und p' gleich sein müssen, und folglich 
ist die Primidealzerlegung von p durch | 


ché ET eus corps ER 
. ) 
Pi = (pO. pO... pf) 55 
bestimmt. 

Die Gleichung (34) kann nur dann erfüllt sein, wenn immer n'=m .| für 
alle Primfunktionen ¢;(x) ist, und daraus folgt, dass alle oj verschwinden müssen, 
und es ist folglich 

G) 


Mij 


i &/ 
Ny = pi", 


wodurch der Grad von pe bestimmt ist. 


Man kommt jetzt zu der Aufgabe, das Primideal pe zu bestimmen. Das Ideal 


a? =([p, 9(9), 11:(9). po (9, 0:(9))] 
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war durch py teilbar, und aus den obigen Schliissen folgt, dass a nicht durch 
andere Primidealteiler von p teilbar sein kann. a? muss daher eine Potenz 
von py sein. 

Man kann den Ausdruck dieses Ideals etwas umformen, indem man beriick- 


sichtigt, dass in dem Ausdrucke 


T1;(9) . YO (9, 6:(9)) = IT(9) . À 7 


der Faktor II;(9) nur zugesetzt worden ist, um eine ganze Zahl zu erhalten. 
Man kann daher anstatt 11;(9) jede andere ganze Zahl « anwenden, wenn nur a 


“ 


A 
zu qi(9) relativ prim und durch alle Idealteiler von p/ teilbar ist, welche zu 


pi(9) relativ prim sind. Wenn daher wie in (30) 
f(x) =zi(x) . pila)? (mod p) 


ist, wird die Zahl x;(9) zu ;(%) relativ prim und durch alle Idealteiler von 
p teilbar, welche zu %;(9) relativ prim sind. Mann kann daher die Zahl 
ex 


zi(9)5 * als eine Zahl « anwenden und erhält für a? 


die Darstellung 


; RE 4 
(pre). 


Es soll nun eine Zahl bestimmt werden, welche genau durch pr in der 
ersten Potenz teilbar ist. Aus der Primidealzerlegung von p folgt, dass man 


nach Satz ı6 auch 
=...) 
hat, wo das Ideal ®; zu p relativ prim ist. Man kann nun immer zwei positive, 
ganze rationale Zahlen x; und y; derart bestimmen, dass 
Ti Hi Yi hi =I 


ist. Dann ist die Zahl 


eine ganze Zahl, welche genau durch py in der ersten Potenz teilbar ist. Denn 
ein Primidealteiler von p, der nicht in y(3) aufgeht, wird sicher in m;(9) auf- 
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gehen. Ein Primidealteiler ya (j=1,2,...%) geht im Zähler genau in der 
Potenz x;.x; und im Nenner genau in der Potenz x;.z; auf, also in der Zabl 
überhaupt genau in der ersten Potenz. Daraus folgt, weil ay eine Potenz von 


(à) 


p, ist, dass 


; (I) et xg 


= (p. 909), (9) (IVT WG (I, 0:19) 


wird. 
Man kann dann den folgenden Satz aussprechen: 
Satz 21. Es sei 


f(a) =, (x). po (2)... Ps (x)'s (mod p) 
und die Hauptpolygone (p, qu(x)) seien alle Geraden L; mit den Neigungen 
= P(e), MOCHE { (x) seien die sämtlichen Primfunktionen von f(x) (mod L;); 
diese sollen alle verschieden vorausgesetzt werden und der Grad von fi(x) in 


(x)? soll gleich oe sein. Weiter soll 


me; (2) = på (ae)... pia (a) I ENA) pe 


gesetzt werden. Dann ist 


D PP ER NE 


wo das Ideal P; die Primidealzerlegung 
P;= (pe) por. pi 


hat. Das Primideal ye ist vom Grade emi und durch 





i | y; Pi die AU : (49) \ 
ze pi (I), er It; 3 tt ) 


bestimmt, wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen x; und yi durch xj . u — Yi. =1 
bestimmt sind. 

Durch diesen Satz ist allgemein der Fall erledigt, dass die Polygone Geraden 
sind. Man hätte natürlich diesen Satz aus den folgenden allgemeineren Sätzen 
ableiten können, aber ich habe hier den Satz besonders abgeleitet, weil er in 
so engem Zusammenhange mit den Dedekindschen Untersuchungen steht, und 
auch, um an diesem einfacheren Falle die folgenden Untersuchungen klarer 
zu machen. 
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Kap. 4. Willkürliche Polygone. 


§ x. Bezeichnungen und Hilfsgrössen. 


Ich gehe jetzt dazu über, den allgemeinen Fall zu behandeln, dass alle 
Polygone (p, p(x)) aus einer beliebigen Anzahl von Seiten bestehen. Es sei 


f(æ)=x(x) . g(x)’ (mod p), (x) 


und es sollen die gemeinsamen Idealteiler von p und (3) untersucht werden. 
Für das Polygon S (p, p(x)) sollen die Bezeichnungen des Kap. 2 angewandt 
werden. Die Neigungszahlen dieses Polygones sind dann 


he AASE % : 
an 2, (GST, 2,2. Ke); 
bs Meg EEE 


wo % zu A; relativ prim ist und k die Anzahl der Seiten bedeutet. Hier ist 
L+h+--+h=1, 
und fiir die Neigungszahlen hat man 


RR Ak 
TI PR (2) 


Es sollen nun die folgenden Bezeichnungen eingeführt werden: 
fie) = p(x)" + Se le P 


sei der Faktor, welcher der it“ Seite L; in der Zerlegung von f(x) (mod S) ent- 
spricht. Weiter sei 
(i) 


e 


Ka) = 19 (2) Ÿ Ol) Pl) (mod Li) (4) 


tj 
die Primfunktionzerlegung von f;(x) (mod Lj), wo 


: er ; HH, ne Ai i Ar ER 
Fe) == @ (x) # 4.8 (a) ppl ) +... + 8 (x) på (5) 
; a2 


ist und die Primfunktionen pte) alle verschieden sind. Weiter soll 


F(a, y) = yi + Sax) yt! +--+ + Size, (2) (6) 
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gesetzt werden, und aus (4) folgt dann, dass man auch 





(i) 
; ef?) i Be 
Pie, yy =YO(a, y) ... Ye (w, y) (modd p, plx) (7) 
hat, wo 
; el?) ed 1 (i) 
(x, y) = y + Sjale) yi +: +S" H(z) (8) 
, j 
ist. 
Wird hier auch 
ki 
0; (x) = pie) 
p (4 


eingeführt, dann leitet man aus (3) und (6) ab 


fi (x) = Rite; Ka) 0; (x)% + Sat) .% (a) + ee + Si,e;(T) 
p T 





und ebenso aus (5) und (8) 
A FMC in (i 
“ag U, O;(x)) = Oi(a)? +8; (x) .0,(x) er Stal). 
p j Xi J 


Für die folgenden Untersuchungen sind nun verschiedene Hilfsgrôssen 
wichtig, die hier bestimmt werden sollen. Nach (1) ist 


p(9)}}.x(3)=0 (mod p), 


und die Zahl (9) ist daher durch alle Idealteiler von p teilbar, welche zu (4) 
relativ prim sind. Wenn aber ÿ ein gemeinsamer Primidealteiler von p und (J) 
ist und p genau durch ps, (9) genau durch } teilbar ist, so ist nach Satz 16 


8S.%=t.A;, (9) 


wo à eine der Zahlen 1, 2,...k ist. Wenn nun für p die Gleichung (c) erfüllt 
ist, soll p ein Primideal der i" Seite des Polygones (p, p(x)) genannt werden. 
Es soll jetzt gezeigt werden, dass die Zahlen 
pla) 


AUTO EE CES (10) 





alle ganz sind. Dies folgt einfach indem man zeigt, dass alle Idealteiler des 
Nenners pf# auch im Zähler aufgehen. Nach der früheren Bemerkung geht ein 
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Primideal p, das gleichzeitig in p und (9) aufgeht, gewiss ebenso oft im Zähler 
wie im Nenner auf. Ist dagegen » ein Primideal, das gleichzeitig in p und p(9) 
aufgeht und das zur ersten Seite gehört, wofür also 


Sr EM, 


ist, dann wird ein solches Primideal genau so oft im Zähler wie im Nenner 
aufgehen, und wenn die Zahlen (10) ganz sind, können sie also nicht durch 
ein Primideal der ersten Seite teilbar sein. Ist zuletzt » ein Primideal der ite 
Seite, > 2, so hat man nach (2) 


oder 


ARE I ER 


d. h. » geht im Zähler in einer höheren Potenz als im Nenner auf. Aus diesen 
Eigenschaften der Zahlen (10) leitet man einfach ab: 
Die Zahlen | 


RAR CO NE fe T2. Cy cb I) 


sind alle ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar ausser solchen, welche in 
p(9) aufgehen und zur ersten Seite gehören. 
Daraus folgt weiter, dass die Zahl 


(Hyatt. a = 7 (I) (0, (9) + 8S:1(9).0,(9)4—-1+...+81,(9)) (xx) 
auch ganz ist, und nach Satz 17, dass diese Zahl durch alle Primidealteiler von 
p teilbar ist, welche in (9) aufgehen und zur ersten Seite gehören. Wenn p 
ein gemeinsames. Primideal von p und (J) ist, das zur i" Seite gehört, i> 2, 
so kann diese Zahl (11) nicht durch ein solches Primideal teilbar sein, denn in 
(11) sind alle Glieder ausser dem letzten durch p teilbar. Es ist daher bewiesen: 


Die Zahl 
zus) 


442 (9) — gr (9 ut ti : pi 


ist ganz und durch alle Primideale von p teilbar, welche nicht in p(9) aufgehen 
oder in (9) aufgehen und zur ersten Seite gehören, aber durch keine anderen Prim- 


idealteiler von p. 
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Diese Untersuchungen sollen nun durch den folgenden Satz verallgemeinert 
werden: 
Satz 22. Man kann eine solche Reihe von ganzen Zahlen des Körpers 


T,9)= x(9), T,9), TAI), ... Tr(9) 


von der Eigenschaft bestimmen, dass T;(9) durch alle Primideale von p teilbar ist 
ausser solchen, welche in (9) aufgehen und zu den Seiten S;+1, Size, ... Sk gehören. 

Der Satz soll durch vollständige Induktion bewiesen werden, indem man 
beachtet, dass die Zahlen 7,(9) und 7,(9) von den gewünschten Eigenschaften 
schon bestimmt sind. 

Es sei daher eine Zahl 7,_ı(9) derart bestimmt, dass sie erstens ganz und 
zweitens durch alle Primidealteiler von p, welche nicht in p(9) aufgehen, und 
durch alle Primidealteiler von (p, 9(9)), wofür 


s.4æt.l, (9 = 1, gy 7+, tI), 


aber durch keine anderen Primideale von p teilbar ist. Man kann dann die ganze 
rationale, positive Zahl &;_ı so bestimmen, dass die Zahlen 


OM 45 
TN GET PT ur a ee 


p 
alle ganz sind. Denn man kann a;_; so gross wählen, dass alle Primideale, welche 
gleichzeitig in p und T;_1(9) aufgehen, in 7';_,(9)”-! in einer höheren Potenz 
als in p“'” aufgehen. Ein Primideal, das in 9(9) aufgeht und wofürs.4=t.%; 
ist, geht genau ebenso oft im Zähler wie im Nenner auf, und wenn daher die 
Zahlen (12) ganz sind, können sie sicher nicht durch solche Primideale teilbar 


sein. Wenn zuletzt p ein Primideal ist, das in (p, 9(9)) aufgeht und zur jt® 
Seite gehört, j>i, so folgt aus (2) 


oder 


NR 


und » geht daher im Zähler in einer höheren Potenz als im Nenner auf. Die 
Zahlen (12) sind also alle ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar, 
ausser solchen, welche in (9) aufgehen und zur ite Seite gehören. 
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Daraus folgt, dass die Zahl 
IKE (Br ET, (D) =T; (Fy? (0; (.9)% + 
(13) 
+8,19) ET ++ Sia 


ganz sein muss, und diese Zahl ist durch alle Primideale von p teilbar, welche in 
T;_1(9) aufgehen, also solche, welche nicht in (3) aufgehen oder in p(9) auf- 
gehen und zu den Seiten S,, S,,...S;-1 gehören. Aus 


PES 6;(9)) = 109) 


° 


folgt nach Satz 17, dass die Zahl (13) auch durch solche Primideale teilbar wird, 
welche zur st Seite gehören. Wenn zuletzt p ein Primidealteiler von (p, p(#)) 
ist, der zur jt* Seite gehört, 7>7, so geht dieser in allen Gliedern ausser dem 
letzten von (13) auf, und folglich ist diese Zahl nicht durch » teilbar. 

Man kann daher 


T (9) = Ti_1(9)%—1. F;(9, 0:(9)) 


setzen, womit der Beweis des Satzes 22 durchgeführt ist. 
Aus dem Beweise sieht man auch die Richtigkeit des folgenden Satzes ein: 
Satz 25. Die Zahlen 


N;(9) = T;_1(9)-1.0;(9) (i= 1, 2,-0.8) (14) 


sind alle ganz, und N;(3) ist durch alle Primidealteiler von p teilbar ausser solchen, 
welche in p(3) aufgehen und zur 2 Seite gehören. 
Man kann leicht die Zahlen 7;(9) explicite darstellen, denn es ist 


T,(3) = 7 (9), 
T,(9)—=n(9)®.F,(9,9,(9)) % =hy+%, +13, 
T (9) = 0 (9), FAI, 0,(9))™. F,(9, 0,(9)), 


und daraus folgt im Allgemeinen 
eee (gj (9, 0.(9)) FS, 0,(0)) |... (9, 5(9)) (15) 


Dieser Formel zeigt, dass es eine solche Potenz p* von p gibt, dass man, 
wenn man T;(x) mit p* multipliziert, ein Polynom erhält, dessen Hauptpolygon 
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(p, p(x)) aus à Seiten besteht, die zu den i ersten Seiten des Polygones S von 
f(x) parallel sind, aber eine andere Länge besitzen. Aus (15) folgt, dass man 


dm Uy Gy TE EL, N ea er ee SP MA 


setzen kann. 


$ 2. Weitere Untersuchungen. 


Es ist schon gezeigt worden, dass die Zahl 
Ti(I)=Ti 19) 1. Fi (9, 0: (9) =Ki(9).(0:(9)%+ 85,1(9).0(9)® +--+ + Sie(9)), (16) 


wo 
Ta)" = Kil), (17) 


ganz und durch alle Primideale von p teilbar ist, welche in x(9) aufgehen oder 
in (9) aufgehen und wofür gleichzeitig s.x;—=t.71; ist, wo 7 eine der Zahlen 
I,2,...i bedeutet. Ebenso folgt aus Satz 23, dass die Zahl 


K:(9) .0:(9) 


ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar ist ausser solchen, welche in 
p(3) aufgehen und wofür s.5;=t.A,. Die Zahl 

K;(9)°.0:(9).F:(9, 0;(9)) - 
und folglich auch die Zahl 

K:(9).0:(9).. Fi(9, 0:(9)) (18) 
werden daher ebenfalls ganz und durch alle Primidealteiler von p teilbar. Hier 
ist zu bemerken, dass, wenn i=k ist, schon die Zahl (16) durch alle Primideal- 


teiler von p teilbar wird. 
Von jetzt an soll vorausgesetzt werden, dass in (4) alle Exponenten Et 


sind, also f(x) für alle i nur verschiedene Primfaktoren (mod Z;) enthalten 
soll. Man hat dann 


fi(æ) = 19 (x). Ma)... 1,(@) (mod Ly), 


und durch Vergleichung der Gradzahlen erhält man die Relation 


li 
WENDE (19) 


j=l 
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Es sollen nun alle Zahlen von der Form 
FD) . 0: (9) . A(9, 0;(9)) = 
K:(9) .0:(9) (AN NETT + AI) NET +--+ Aej(9)) (20) 


untersucht werden, wo die Koeffizienten A;(9) Polynome in 9 sind. Es wird 
hier i<k— ı vorausgesetzt, der Fall «= k soll später erwähnt werden. 

Man soll nun erstens bestimmen, unter welchen Bedingungen eine Zahl von 
der Form (20) durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann. Aus $ 1 folgt, 
dass eine Zahl (20) immer durch alle Primidealteiler von p teilbar sein muss 
ausser solchen, welche in p(9) aufgehen und zur 7%" Seite gehören. 

Wenn in (20) alle Koeffizienten A;(x) (mod p) durch (x) teilbar sind, also 


At)=4;,(t)=:"—=4;(x)=0 (modd p, ¢(z)), (21) 


so ist diese Zahl sicher durch alle Primidealteiler von p teilbar. Man kann 
daher voraussetzen, dass in (20) der erste Koeffizient, der nicht durch p(x) (mod p) 
teilbar ist, gleich A.,-.(x) ist. Man kann dann ein Polynom C(x) derart be- 
stimmen, dass 


C(x). Ay-ıla)=ı (modd p, pl), 
und wenn 


C(&) . A 6+5(x) = Bi(x) (modd p, p(x)) 
gesetzt wird, so folgt, dass auch die ganze Zahl 
b=K;(9).0:(9). BOF, 0:(9)) = Ki(9) .0:(9) (0:(9) + B:(9). HT +. + Be(9)) 
durch alle Primidealteiler von p teilbar sein muss. Hier kann offenbar auch 


B,(x)==0 (modd p, p(z) 
vorausgesetzt werden. 
Dabei bedeutet 
B(z,y)—y°+ B,(z).y1+---+ Bee). p°*, 
und folglich ist 


Bi(a) = p+. B(x, 0:(2))— pa) "+ B(x). pt. pa) "Hr 4 Bela). p* 


ein Polynom mit dem geradlinigen Polygone L; (p, p(x)). Möglicherweise könnte 
B(x,y) sich auf die Einheit reduzieren, indem es dann keine Primideale der 
ite Seite gäbe. 
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Man kann jetzt immer eine solche Potenz p® bestimmen, dass 
pP. Ki(x). B(x, 0:(x)) = C(x) (22) 


ein Polynom wird mit einem Hauptpolygone (p, p(x)), das aus à Seiten besteht, 
‚welche zu den 7 ersten Seiten des Polygones S von f(x) (p, p(x)) parallel sind. 
A priori ist es jedoch möglich, dass in C(a) die it Seite fehlt. 

Man bildet nun die Gleichung 


b+e,.br1+...+e, =0, 





Frs» 


welcher die Zahl b genügt, und hier sind nach Satz 18 alle Koeffizienten e; durch 
p teilbar. Diese Gleichung zeigt, dass eine Identität 


Kilx)” . 0;(%)" . B(x, 0: (x)}" + 
+e,. K;(x)"—). 0;(x)"—). Bla, 0;(a))"—1 +--+ + en = f(x) .g(x) 
besteht. Wenn diese Identität mit p"°**# multipliziert wird, folgt nach (22) 


C(x)" p(x)” +e, Car. rer + en. HR) — f(x). g,(@), (23) 


wo beide Seiten ganzzahlig sind. Das Hauptpolygon (p, p(x)) der linken Seite 
von (23) soll jetzt bestimmt werden. Zu diesem Zwecke beachte man, dass 
die Polynome 


G(x)? DF OGD)" Men eat (24) 


alle Polygone besitzen, die einander ähnlich sind, und nach (22) bestehen diese 
Polygone aus 7 Seiten, welche zu den i ersten Seiten des Hauptpolygones von 
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f(x) parallel sind. Dazu kommt noch eine Seite, die zu der X-Achse parallel 
ist. Wenn man diese Polygone aufzeichnet, werden sie etwa so liegen, wie es in 


Fig. 3 abgebildet worden ist, wo das Ähnlichkeitszentrum der repräsentierende 
Punkt von pe? ist. 


Nun kommen aber in (23) nicht die Polynome (24) vor, sondern die Glieder 
Cire 


pr O(x)e— pr) D. pe D EEK) le), (25) 





Fig. 4. 


Die Lage der Polygone dieser Polynome erhält man aber leicht aus den Poly- 
gonen von (24) und aus Fig. 3, indem man beachtet, dass, wenn ein Glied mit 
plx) multipliziert wird, dies eine Verschiebung der repräsentierenden Punkte 
parallel der X-Achse nach links um eine Strecke « bedeutet. Ebenso be- 
deutet die Multiplikation mit p’ eine Verschiebung parallel der Y-Achse um eine 
Strecke y nach oben. Wenn daher (t,nß) die Koordinaten des Ähnlichkeits- 
zentrums in Fig. 3, also des gemeinsamen Endpunktes der Polygone von den Poly- 
nomen (24) sind, so wird der Endpunkt des Polygones von einem der Polynome (25) 


BIC ar. at 
in den Punkt P fallen, der die Koordinaten 


(E+A;. 8, nB+8.x;)) 


besitzt, also auf eine Gerade von der Neigung i welche durch den Punkt (t, n. 8) 
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geht. Die Polygone von den Polynomen (25) müssen also wie in Fig. 4 liegen, 
wo das Ähnlichkeitszentrum die Koordinaten 


(+4.n, n(B +%)) 
hat. 

Man sieht daraus, dass ein Polynom, das aus einer Summe von den 
mit gewissen Zablenkoeffizienten versehenen Gliedern (25) besteht, ein Haupt- 
polygon (p, p(x)) besitzen wird, das erstens aus den 7 Seiten von O(a)" besteht 
und dann für den Rest entweder mit der Geraden von der Neigung Fe von dem 
Endpunkte dieses Polygones bis zum Punkte P ganz oder teilweise zusammen- 
fällt oder oberhalb dieser Geraden fällt. 

In diesem Falle, wo das Polygon der linken Seite von (23) bestimmt 
werden soll, sind aber alle Koeffizienten e; durch p teilbar, und daraus folgt 
leicht, dass das Polygon (p, p(x)) der linken Seite von (23) aus den i Seiten von 
C(x)* bestehen muss und dazu noch einigen Seiten, die gewiss von grösseren 
Neigungen sind. Weiter sieht man ein, dass von den Gliedern in (23) nur C(x)” 
solche Glieder in der Entwickelung (p, p(x)) liefern kann, welche auf den i ersten 
Seiten dieses Polygones liegen. Durch diese Bemerkung folgt nach (22), dass der 
Faktor, welcher der st Seite entspricht, gleich B'(x)” sein muss. 

Da die rechte Seite von (23) f(x) als Faktor enthält, muss diese Seite ein 
Polygon besitzen, worin das Polygon S von f(x) in der Weise eingehen muss, dass 
jede Seite von S darin vorkommt. Es muss folglich auch in dem Polygone 


für die linke Seite von (23) eine Seite von der Neigung = vorkommen. Da weiter 
a 


fi(z) ein Faktor der i" Seite in dem Polygone rechts ist, so folgt dass B' (x)” 
(mod Z;) durch f;(x) teilbar sein muss. 

Da aber f;(x) nach den Voraussetzungen nur verschiedene Primfaktoren 
(mod Z;) besitzt, folgt, dass auch B'(x) (mod Z;) durch f;(x) teilbar sein muss. 
Nun ist aber f;(x) von einem höheren Grade als B'(x), und B'(x) kann daher 
nicht (mod Z;) durch f;(x) teilbar sein. 

Durch diesen Widerspruch ist bewiesen, dass eine Zahl von der Form (20) 
nicht durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann, ausser wenn (21) erfüllt ist. 

Bei diesen Untersuchungen ist i < k— ı vorausgesetzt worden. Wenn i=k 
ist, wird schon die Zahl 


Kx(9). Fr(9, 6x. (9)) = Kr(9) . (On(B)* + Su 1(9) OL + + Sp, e,(9)) 


durch alle Primidealteiler von p teilbar, und man untersucht in diesem Falle 
ganz analog, wann eine Zahl von der Form 
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Kz(9). 4(9, 04(9)) = Kr(9) (A,(9) . 6 (9) ET +... + Ag (9)) (26) 


durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann. Wenn eine Zahl (26) durch 
alle Primidealteiler von p teilbar ist, wird es wie früher möglich, eine Zahl von 
der Form 


b = Kr(9)(B(9, 0:(9)) = Kr(9) (0x9) + BCI) . 0. (9) ++ Be(9)) 


derart zu bestimmen, dass auch b durch alle Primidealteiler von p teilbar ist. 
Weiter kann man hier immer einen solchen Exponenten « von p bestimmen, dass 


DER Dir. Cl KE UE) Die) 


ein Polynom mit einem Hauptpolygone (p, p(x)) wird, das aus % Seiten besteht, 
die zu den Seiten des Polygones (p, p(x)) von f(x) parallel sind, und der Faktor, 
welcher der kt Seite dieses Polygones entspricht, gleich B'(x) wird. 

Man bildet wie früher die Gleichung 


be. bP 1+... + e,—0, 


welcher 6 genügt und wo alle Koeffizienten nach Satz 18 durch p teilbar werden. 
Daraus folgt weiter das Bestehen einer Identität 


meme DT Re Da Ka ID Ir. tn. pre —f[(x).g(x). (27) 
Die Polygone der Glieder 
Bee Kz)”. B(x)" irn. K'Etx). B(x), pr de, pra 


liegen alle so, wie es in Fig. 3 abgebildet worden ist, und daraus folgt leicht, 
dass die linke Seite von (27) ein Polygon besitzt, das mit dem Polygone von 
og 2)”. B(x)" identisch ist, und dass alle anderen Polynome e;.pi*. K'r(xyr—'. 
B!'(x)*-i nur solche Glieder liefern können, welche oberhalb dieses Polygones 
liegen. Daraus folgt wie früher, dass B'(x)* (mod Ly) durch f(x) und daher 
auch B'(x) (mod L;) durch f(x) teilbar sein muss. Dies ist aber offenbar 
nicht möglich, und daraus folgt, dass eine Zahl von der Form (26) nur durch 
alle Primidealteiler von p teilbar sein kann, wenn 


A, (a) =A, (x) =---=Ae,(%)=0 (modd p, p{x)). 
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$ 3. Die Primidealzerlegung von p. 


Es folgt nun sofort aus $ 2, dass es für jede Seite Primideale gibt. Denn 
wäre für eine Seite L;, i <k, dies nicht der Fall, so müsste schon die Zahl 


K;(9). 0:(9) 


durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, was nicht möglich ist. Wenn i=>k 
ist, würde schon die Zahl K,(9) durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, 
was auch nicht möglich ist. 

Um eine einheitliche Darstellung der folgenden Untersuchungen zu erhalten, 
soll die Bezeichnung 


RE Or MiG) R=t,2, CRT) 
(28) 
Kr(9) = M;,(9) 


eingeführt werden. Die ganze Zahl M;(9) ist dann nach § ı durch alle Prim- 
ideale von p teilbar ausser solchen, welche in p(3) aufgehen und zur i Seite 
gehören. 


Man kann daher die Resultate des $ 2 folgendermassen zusammenfassen: 
Eine Zahl 


M;(3).4(9,.9:(9)) = Mi(9)(A,(9) NETT ++ Ae,(9)) (29) 
kann nur dann durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, wenn 
ÀA,(x)= 4,(&)=:.=44(&)=0 (modd.p;œ(x)). 


a 


Es sollen nun die Primideale der it Seite untersucht werden. Die ganze Zahl 
Mi (9). 09 (39, 0:(9)) G=1,2,..:b) | (30) 


muss für alle 7 durch ein Primideal der it Seite teilbar sein, denn wäre dies 
nicht der Fall, müsste schon, da M;(9).Fi(9, 0;(9)) durch alle Primideale der 
iten Seite teilbar ist, 


Me... yo. u, set 


CP = wo (9, 0:(9))] 
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durch alle Primideale der z= Seite und folglich auch 
MB UN UM, pe. à lo 


durch alle Primidealteiler von p teilbar sein, was nicht möglich ist. 

Weiter können zwei von den Zahlen (30) nicht durch dasselbe Primideal 
der ter Seite teilbar sein, denn man kann immer solche Funktionen C(x, y) und 
D(x, y) bestimmen, dass 


YO (a, y) Cw, y) + YO(w, y). Dia, y)=1 (modd p, px) 


ist, und wenn diese Kongruenz mit M;(9)? multipliziert und x = 9, y = 0;(9) ge- 
setzt wird, folgt, dass auch M;(9)? durch einen gemeinsamen Primidealteiler der 
a2 Seite teilbar sein muss, was aber nach den Eigenschaften von M;(9) nicht 
möglich ist. Es gibt daher sicher mindestens t; verschiedene Primideale der 
ren Seite. 

Sei nun p ein Primideal der i'" Seite, das in einer Zahl (30) aufgeht. Wenn 
dann eine Zahl von der Form (29) durch pi teilbar sein soll, so muss A(x, y) 
(modd 9, p(x)) durch W(x, y) teilbar sein. Denn wäre dies nicht der Fall, 


könnte man solche Funktionen C(x, y) und D(x, y) bestimmen, dass 
Vz, y). C(x, y) + A(x, y). D(x, y)=1 (modd p, p(x)). 


und durch Multiplikation mit M;(9)? würde wie früher folgen, wenn =, 
y = 0:(2) gesetzt wird, dass M;(9) durch pf) teilbar wäre, was nicht möglich ist. 


Aus dieser Bemerkung folgt, dass es unter den Zahlen (29) mindestens 
(i) 
pi ds inkongruente Zahlen für den Modul p\ gibt, und daher ist der Grad jf 


von pi sicher nicht kleiner alse®.m. Indem man berücksichtigt, dass nach $ 5. III 


/‘® immer durch m teilbar sein muss, kann man daher 
(7) — (eld (i) 
Jp) = (sl) + of) mm 


setzen, wo al) > 0 ist. Es soll gezeigt werden, dass in der Tat af = o ist. 


Das Primideal pl) geht nach Satz 16 mindestens in einer Potenz 4; in p 


auf, und daher ist gewiss pf” ein Teiler von p. Das Ideal 


Pi= (pp... py’ 
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ist daher auch ein Teiler von p und enthält nur Primideale der it Seite. Man 
hat hier 


ti 
4 D 49 
INRP 
und setzt man 
ti ti 
fi=k 219 =m.l. (ef + of), 
3 j=1 
so ergibt sich nach (19) 
en 
h=m.li+m. Dp «= m .1; + Bi. 
j=1 


Daher ist also 


NP=pf, 


wo f>m.l;, und es kann nur dann f;=m.l; sein, wenn alle af? verschwinden. 


Für alle Seiten des Polygones (p,p(x)) von f(x) kann man nun entsprechende 
Idealfaktoren P; von p bestimmen, und es wird dann auch 


Pi PS Pa 
ein Teiler von p und nach $ 4. III auch ein Teiler des Ideals a=(p, 9(9)’). Hier wird 


NP =p", 
und da 
ham. Sp MSE SNES 
kann man 
NP = pn.l+B, 

setzen, wo £ > o ist. | 

Diese Untersuchungen beziehen sich alle auf die Bestimmung der gemein- 
samen Primfaktoren von p und %(9). Wenn aber die Voraussetzung gilt, 
dass für alle Primfunktionenentwickelungen (p, ps(x)) von f(x) die Faktoren in 
der Zerlegung für das Polygon (p, ps(x)) verschieden sind, so kann man für alle 
diese Primfunktionen ¢,;(x) die ähnlichen Untersuchungen über die Primideale 
vornehmen, und man erhält in dieser Weise für alle Primfunktionen g,(x) die ent- 
sprechenden Ideale P, die alle zu einander relativ prim sind und auch alle in p 
aufgehen. Nennt man daher p' das Produkt dieser Ideale P, so ist p' auch ein 
Idealteiler von p. Es ist aber 


Ny = primit 8), 
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wo die Summe über die Werte für alle verschiedenen Primfunktionen ,(x) aus- 
zudehnen ist. Da aber 

IZ(ml+ß)=n+Zß 
und Np=p", folgt, dass "8% —o sein muss, und es wird p=p', wodurch also 
die Primidealzerlegung von p vollständig bestimmt ist. 
Aus der Bedingung =o folgt, dass auch alle 8 verschwinden müssen, 
und da B=; war, wo alle £; positiv oder Null waren, so müssen auch alle 


Bi = o sein, und folglich ; = m .l;. Dies war aber nur dann möglich, wenn alle 
af) verschwinden. Daher ist also 


ü,, 


Man kann diese Resultate in dem folgenden Hauptsatze zusammenfassen: 
Satz 24. Sei 


} (x)=, (x)* .P2(2)* ...9s(2)”” (mod p) 
die Primfunktionzerlegung von f(x). Dann ist 


D = (a. Oe; 
wo 


av = (p, ge(9)*). 
Um die Primidealzerlegung eines Ideals 
a= (p, 99°) 


zu bestimmen, konstruiert man das Newtonsche Polygon (p, p(x)) von f(x) und be- 
stimmt die Primfunktionen 


ale), Pa), > 1 (2) (i =1,2,...h) 


für alle Seiten L; des Polygones. Wenn bei dieser Zerlegung fiir die Seiten nur ver- 
schiedene Primfaktoren vorkommen und dies für alle Primjunktionen p(x) gilt, so ist 


8 2 
a = (pl). pad... pl). (PE py... (pi... pi). 


Hier ist das Primideal pf) vom Grade e) .m, wenn ef .m den Grad von IP (x) 
bedeutet. 
Es bleibt nun nur übrig, die Primideale pf” zu bestimmen. 
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$ 4. Bestimmung der Primideale. 


Um ein Primideal pf) als grösste gemeinsame Faktor von Hauptidealen 
zu bestimmen, beachte man, dass p immer in 


M:(9) . 9(9, 0:(9)) (31) 


aufgeht. Diese Zahl kann aber durch keine anderen Primideale der it Seite 
teilbar sein, denn sonst würde man nach der Schlussweise in $ 3 folgern können, 
dass Np>p” wäre. Daher ist (31) durch eine Potenz von pe und übrigens durch 
keine anderen Primideale der it Seite teilbar. 

Wenn i=k ist, hat man nach (28) 


Mi (9). WO(9, On(9)) = Kr(9) . v9 (9, 0x(9)). 
Wenn aber 2 <k ist, wird 
Mi(9) 9 (9, 0:(9)) = K:(9) . 0:(9). WP (9, 0:(9)), 
und nach der Definition der Zahl K;(9) (17) ist auch die Zahl 
Ki(9)°.0:(9). OCI, 0:(9)) 


durch keine anderen Primideale der ite» Seite als pf) teilbar. Aus Satz 25 folgt 
aber, dass 


nicht durch pf teilbar sein kann, und folglich ist also für alle i 
Ki(9) . (I, 05(9)) 


durch p, aber durch keine anderen Primideale der it Seite teilbar. Diese Zahl 
kann weiter nur durch solche Primideale von (p, 9(9)) teilbar sein, welche zu 
den i—1 ersten Seiten gehören. Denn in der Summe 


(i) G 


Ki(9). 4/9 (9, 0:(9)) = Ki (9) (05(9)F + 9909). O(9)F ++ SPUD) 
x] 


sind alle Glieder ausser dem letzten nach Satz 23 durch alle Primideale der 
Seiten L;41,... Lx teilbar. 
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Daraus sieht man leicht ein, dass das Ideal 
I= Lp, (9), N,(9), ty N;-1(9), K;(9) . Wd, 0; (9)) | 


eine Potenz von på ist. Denn ein Primideal pf geht nicht in K;(9). WH) (9, 0:(9)) 
auf, wenn s>: ist, wenn aber s <2 ist, geht dieses Ideal nicht in der Zahl N,(9) 
auf, wie aus dem Satze 23 folgt. Das Ideal pl geht dagegen in allen Zahlen 


des Ideals auf, während kein anderes Primideal der it Seite diese Eigen- 
schaft besitzt. 

Es kommt jetzt nur darauf an, eine Zahl so zu bestimmen, dass sie durch 
pl) genau in der ersten Potenz teilbar ist. 

Wenn die Primidealzerlegung von p durch Satz 24 gegeben ist, folgt aus 
Satz 16, dass man auch 


p(9) = (pM pO... pre. Di (ati 6) dur (32) 


hat, wo das Ideal ®; durch kein Primidea] der it Seite teilbar ist. Man kann 
nun, da x; zu À; relativ prim ist, zwei ganze, rationale positive Zahlen z; und 
yi derart bestimmen, dass 


Bi. Hi Yi. AG—= 1, (33) 


wo yi<xi vorausgesetzt werden kann. Die Zahl 


p(9)" 
ES Ar (34) 
p 


Ti-1(9) 
ist dann ganz und durch pi? genau in der ersten Potenz teilbar. Denn alle 
Primideale von p, welche nicht in (9) aufgehen oder in (3) aufgeben und zu 
den Seiten L,, L,,... Li_ı gehören, gehen in T;_,(39)"-1 in einer höheren Potenz 
als in p” auf. Ein Primideal der it Seite geht im Nenner in der Potenz 
yi. A, im Zähler nach (32) in der Potenz z;.x; auf, folglich nach (33) im Zähler 
genau ein Mal mehr als im Nenner. Ein Primideal der ste Seite, s>1, geht 
im Nenner in der Potenz y;.4,, im Zähler in der Potenz z;.x, auf, und es ist 
nach (2) und (33) 


Zi. Hs — Yi. hs m a) Zi.As > 7-2) ihn 
i 


und folglich 
Zi: As Yi: AS 
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Die Zahl (34) ist also ganz und durch alle Primideale der st Seite genau in der 
ersten Potenz teilbar. 

Aus den Eigenschaften des Ideals I folgt nun leicht die Richtigkeit des 
Satzes: 

Satz 25. Sei N,, N,,... N, eine Reihe von Zahlen des Körpers, welche den 
Bedingungen des Satzes 2; genügen, d. h. 


N = pd) (BNP) 


wo also 





Klo Tele, 


Dann sind die Primideale p des Satzes 24 durch 





Zi (9 
WP (PM Na Mint, Hal) LAS) El | 


‘gg ng 


pi * 


bestimmt, wo die positiven, ganzen rationalen Zahlen y; und z; durch 


Zi Hi — Yi. ke ite Yi< Ki 
verbunden sind. 
In dieser Darstellung des Ideals kommen noch die Zahlen 


T,(9) = Ta1(9)" 1. F,(9,0,(9)) 


vor, worin die noch unbestimmten Grössen x, auftreten. Durch Satz 25 wird 
allgemein die Darstellung von pi) gegeben, wenn nur vorausgesetzt wird, dass 


N, durch alle Primideale von p teilbar ist ausser solchen, welche in (9) auf- 
gehen und zur st Seite gehören. In der Bestimmung der Zahlen 7,(9), § 1, 
war es aber notwendig die Zahl x,_ı so gross zu wählen, dass die Zahl 


g\rsles +1) 
Tl) 0 (Tl 


pres +1) 


ganz und durch alle Primidealteiler von p ausser den Primidealen der ite Seite 
teilbar wurde, weil dies in den späteren Untersuchungen angewandt werden 
sollte. Es ist aber klar, dass man, um eine Reihe von Zahlen zu erhalten, 
welche den Satz 22 erfüllen, nur &,-ı so gross zu wählen braucht, dass 
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Ts—1 , play “ 


Og ks 





T,-1(9) = T.1(9)°1.0,9)% (35) 
ganz und durch alle Primidealteiler von p ausser den Primidealen der it Seite 
teilbar wird. Denn dann wird auch die Zahl 


Tel). F.(9, 0:(9)) = To (ON +8,19). + + Sue (9)) 


ganz und kann folglich gleich 7',(9) gesetzt werden, weil darin alle Primideale 
von p aufgehen ausser solchen, welche in (9) aufgehen und zu den Seiten 
Ls+1, . .. Li gehören. | 

Aus (35) folgt dann, dass ein Primideal der rt Seite im Nenner in einer 
Potenz e,.x,.4, aufgeht, und es genügt daher sicher, wenn man 2;_; > hs . wählt, 
wo À die grösste der Zahlen A,,A,,...As-ı bedeutet. Dadurch wird es also 
immer möglich, die Zahlen 7;(9) zu bestimmen. Für die Anwendungen ist es 
oft zweckmässig, die Exponenten x, einzeln zu bestimmen, nachdem nach Satz 24 
die Primidealzerlegung von p und dadurch auch von %(9) bestimmt ist und 
folglich ausgerechnet werden kann, in welchen Potenzen die Primideale im Nenner 
und Zähler von (35) aufgehen. 

Wenn für eine Primzahl die Bedingungen des Satzes 24 erfüllt sind, rechnet 
man auch leicht eine untere Grenze für die Potenz der Primzahl p aus, in welcher 
sie in der Körperdiskriminante d aufgeht. Ein Primideal p geht nämlich nach 


| : Per 
DEDEKIND!, wenn À; nicht durch p teilbar ist, genau in der Potenz pl 27 


der Körperdifferente d auf. Wenn aber A; durch p teilbar ist, geht dieses Ideal 


mindestens in der Potenz yn in d auf. 
Da nun 
Nov=d 


4 (2; —1) 


ist, wird d mindestens durch p teilbar, und da diese Überlegungen für 


alle Primideale der ite Seite richtig sind, so wird d auch durch 


t; 
m (2; —1) >2 a | 


p jul —=7 


ae lhe; sm. lj;—m.e; 


ats 


teilbar. Wenn man zuletzt die Primideale aller Seiten beachtet, folgt weiter, 
dass d durch 








1 Depexinp, (B): Über die Discriminanten endlicher Körper, Göttinger Abh. BB, 52 
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k k 
Yom. lj —m.ej) m.l—m. Wei 


teilbar ist. 


ke 
Der Summe dei kann man aber eine geometrische Deutung geben, indem 
i=l 
man beachtet, dass e; die Anzahl der Gitterpunkte ist, welche auf der 1%" Seite 
liegen, wenn man den Anfangspunkt nicht mitrechnet. Nennt man daher » die 
Anzahl der Gitterpunkte, welche auf dem Hauptpolygone S(p, p(x)) von f(x) 
liegen, indem man jedoch den Anfangspunkt nicht mitrechnet, so ist 


k 
a 


i=1 


Es folgt daher, dass d überhaupt durch 


gmi—ny) — Det 


teilbar ist, wo die Summe über alle verschiedenen Primfunktionen zu erstrecken 
ist. Man kann daher sagen: 

Wenn für die Primzahl p die Bedingungen des Satzes 24 erfüllt sind und 
keine der Zahlen i,,4,,...Ax durch p teilbar ist, so ist die Körperdiskriminante 
genau durch 


pr — Im.v 


teilbar, wo v die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Hauptpolygone (p, p(%)) von 
f(x) bedeutet, wobei jedoch der Anfangspunkt des Polygones nicht mitgerechnet wird. 

Wenn eine oder mehrere der Zahlen À; durch p teilbar sind, wird d durch 
eine höhere Potenz von p teilbar. 


$ 5. Beispiele. 


In vielen Fällen kann man die vorstehenden allgemeinen Resultate in ver- 
schiedenen Richtungen vereinfachen. Wenn z. B. die Bedingungen des Satzes 
24 erfüllt sind, und eine Primfunktion g(x) in f(x) nur in der ersten Potenz 
aufgeht, so gibt es nur ein gemeinsames Primideal für p und (9), und da p 
durch ÿ genau in der ersten Potenz teilbar sein muss, kann man p=(p, (#)) 
setzen, und ÿ wird vom Grade m sein. 

Wenn für eine Seite L; des Polygones der Faktor f;(x) (mod Z;) irreduzibel 
ist, so ist das entsprechende Primideal p; dieser Seite durch 
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: 
pi (p, p(9), N, ... Nia, Ki(9) PD Wins... Na 


bestimmt. Denn in diesem Ideale gehen nach Satz 23 nur Primideale der it 


Q\Yi 
Seite auf, und ÿ; geht in K;(9)- aa: genau in der ersten Potenz auf, wenn 
Yi.4i—.li=1 ist. Dieser Fall trifft z. B. immer ein, wenn A; zu 1; relativ 
prim ist. 

Es sollen nun einige Zahlenbeispiele für die früheren Untersuchungen gegeben 
werden. Ich wähle als erstes das bekannte Beispiel von Dedekind, wo zum 





PISA 


ersten Male die Existenz eines gemeinsamen, ausserwesentlichen Diskriminanten- 
teilers eines Körpers nachgewiesen wurde.! 
Es sei 9 eine Wurzel der Gleichung 
f(a) =a — 2° —2%-—8=0. 
Diese Gleichung ist irreduzibel, da sie keine rationale Wurzel besitzt, und wie 
eine einfache Rechnung zeigt, ist ihre Diskriminante gleich — 2?. 503. Folglich 
kann nur die Primzahl 2 ein Indexteiler sein. Man hat nun 
f(a) = (a+ 1)? (mod 2), 
und das Polygon von f(x)(2, x) hat, wie man sofort sieht, die in Fig. 5. wieder- 


gegebene Form. Daraus folgt aber, dass 


2=P,.P.- Ps 








! DEDEKIND A. § 5. 
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das Produkt von 3 verschiedenen Primidealen ersten Grades sein muss, wo }, 

in 9+1, p, und p, in 9 aufgehen. Dies zeigt auch, dass 2 ein gemeinsamer, 

ausserwesentlicher Diskriminantenteiler des Körpers sein muss, weil es (mod 2) 

nur zwei verschiedene Primfunktionen ersten Grades gibt, nämlich x und «+ 1.! 
Nach der ersten Bemerkung dieses Paragraphen kann man hier 


p, =(2, I +1) 


setzen. Um die Ideale », und p, zu bestimmen, beachte man, dass hier À, =4,=1, 
%=1I,%=2 und daher die Zahl 


Le 


N—(9+1). © 


ganz und durch ÿ, aber nicht durch p, teilbar ist. Weiter ist x +2 der Faktor 
der ersten Seite, und folglich 





P—(9+r)- 


ganz und durch ÿ, aber nicht durch ÿ, teilbar. Daher kann man 








+ (2, 9, (9 + sae + 2) 
fast 


setzen. Durch eine einfache Rechnung überzeugt man sich, dass 


P2-Pa= (2, 9), 
und daraus wieder, dass wirklich 


Pi - Po Ps = (2) 
ist. 


Als ein anderes Beispiel soll der Körper P(3) gewählt werden, der durch 
(9)=#—-89+4=0 


bestimmt ist. Die Diskriminante dieser Gleichung ist 24.101, und folglich kann 
nur die Primzahl 2 ein Indexteiler sein. Das Polygon (2, x) ist eine Gerade, wofür 
A=3,x=2 ist. Dies zeigt erstens, dass f(x) irreduzibel ist, und zweitens, dass 


= 








1 DEDEKIND A. § 4. 
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sein muss, wo das Primideal p vom ersten Grade ist. Um p zu bestimmen, 
beachte man, dass 


ya ps0 
92 
sein muss, wo ® nicht durch p teilbar ist. Die Zahl 2 ist dann durch p in genau 
a - 
der ersten Potenz teilbar, weil 2.x—1.—1 ist. Man kann daher 


= 


2 


setzen. In diesem Falle kann aber 9 durch kein anderes Primideal als p teilbar 
sein, was aus 

4=89— 9° 
folgt, und daher ist 





ein Hauptideal. 


$ 6. Gemeinsame ausserwesentliche Diskriminantenteiler eines Körpers. 


Mit Hilfe des Satzes 24 kann man nun in allen Fällen die folgende Auf- 
gabe lösen: 


Es seien die ganzen rationalen, positiven Zahlen 


Mi ll ame 
rl. user 
so gegeben, dass 
mol, Mög. bike Pmsslien (36) 


ist. Man soll einen algebraischen Körper P(9) nt" Grades so bestimmen, dass eine 
beliebig gegebene Primzahl p die Zerlegung 


by l 
p= ph ph. pr 


besitzt, wo das Primideal »; vom Grade m; ist. 
Die Summe (36) kann in der Form 


u (08) + IM... 70) 9 (1) +. + JO) Le. to (1G) +... +10) : (37) 


Acta mathematica. 44. Imprimé le 23 novembre 1923. 39 
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geschrieben werden, wo die Zahlen m” alle von einander verschieden sind. Setzt 
man dann 
ID + TO +... + He al 


so ist also 
mW.L+m®.L,+---+m®9.L,=n. 


Da es bekanntlich für einen Primzahlmodul p für alle Grade m Primfunktionen 
gibt, kann man eine Reihe von Primfunktionen (mod p) 


Pix), Pz (a), . .. Ps(x) 


aufstellen, wo g;(x) vom Grade m in x ist. Weiter bestimmt man zu den Zahlen 


1,10, ... 10 (38) 
eine andere Reihe von Zahlen 
RERO hy) (39) 


derart, dass hf) zu IP relativ prim ist, und 


E : (à) 
10 1) 


Es ist dann möglich, ein Polygon 8; zu konstruieren, wo die Projektionen auf die 
Y-Achse gleich den Zahlen (39) sind, während die Projektionen auf die X-Achse 
gleich den Zahlen (38) sind, also die Projektion des ganzen Polygones auf die 
X-Achse gleich Z; ist. Man bestimmt nun, was auf unendlich viele Weisen 
geschehen kann, ein Polynom F;(x) so, dass 


Fj (x)= qi(x)” 


und das Polygon (p, qi(x)) gleich S; wird. 
Setzt man nun 
RO + RO +... + hf) = H; 


und ist h eine ganze Zahl grösser als alle H;, so werden in dem Polynome vom 
nt Grade 
Ma) = F(a) Se) re, (eye T) 


die Hauptpolygone (p, pi(x)) gleich den Polygonen S;. Dabei bedeutet M(z) 
ein beliebiges Polynom von höchstens (n — ı)!® Grade. Wenn daher nur nach- 
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gewiesen wäre, dass man M(x) so wählen könnte, dass f(x) irreduzibel wäre, 
würde man nach Satz 24 die gestellte Aufgabe schon gelöst haben. 
Sei daher 


a a) re P(x) a” a; fant pe a, 
und 
M (x) = 0, at + by at... + Oy, 


so wird 
f(æ) = 2" + (a, +p®.b)ar + (a, + ph ob) ++--- tant ph. bn, 


wo die b; nach Belieben gewählt werden können. Wenn nun q eine beliebige 
von p verschiedene Primzahl bedeutet, so kann man immer die Zahlen b; derart 
bestimmen, dass 


a; +p" .b;=0 (mod g) (2=1,2,...n), 
aber 


a, +p" .b,==0 (mod q?). 


Wenn die Zahlen 5; auf diese Weise gewählt werden, ist also f(x) nach dem Satze 
von Eisenstein irreduzibel, und daher die vorliegende Aufgabe gelöst. Es ist 
auch klar, dass sich durch diese Methode unendlich viele verschiedene Körper 
der gewünschten Art aufstellen lassen. 

Auf Grund dieser Untersuchung kann man verschiedene wichtige Resultate über 
die Existenz der gemeinsamen, ausserwesentlichen Diskriminantenteiler ableiten. 

Nach (37) bedeutet r; die Anzahl der verschiedenen Primideale von p, 
welche vom Grade m sind. Man kann nun in jedem einzelnen Falle entscheiden, 
ob diese Primzahl ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Teiler der Gattungs- 
diskriminante ist oder nicht, indem man nach DEDEKIND! das folgende einfache 
Kriterium anwendet: f 


iz 


Damit eine Primzahl p=. p2...p7, wo das Primideal pi vom Grade m; ist, 
r 


ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Diskriminantenteiler sei, ist notwendig und hin- 
reichend, dass von den Ungleichheiten 


r>n(m®) (ne AR rat) (40) 


wenigstens eine erfüllt ist. Dabei bedeutet n(m™) die Anzahl der Primfunktionen 
(mod p) vom Grade ml). 





1 Depexinp A. § 4. 
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Wenn m=a*.b’... die Primzahlzerlegung einer Zahl m ist, hat man be- 


kanntlich 
n(m) = En ka pt + > peb À. 


(n=7) 


Da weiter immer nr ——_ sein muss, wenn p ein gemeinsamer, ausserwesent- 
a 2 


licher Diskriminantenteiler ist, ist man im Stande, für ein gegebenes n alle 
Primzahlen p zu berechnen, welche in einem Körper nt Grades gemeinsame, 
ausserwesentliche Teiler sein können. Mittels (40) kann man nun auch für ein 
gegebenes p dieser Art alle verschiedene Wertesysteme 


MM AM: 
(41) 
LENS CE Seed À 
bestimmen, wofür 
p=ph.pe... pr, Np=p™ (42) 


ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Teiler in einem Körper sein muss, wo p 
diese Zerlegung in Primideale besitzt. Aus der Lösung der Aufgabe dieses Para- 
graphen folgt nun immer wirklich die Existenz solcher Körper: 

Für jedes System (41) und jede Primzahl p, wofür eine der Ungleichheiten (40) 
erfüllt ist, lassen sich, und zwar auf unendlich viele Weisen, solche Körper nt" Grades 
bestimmen, dass p ein gemeinsamer, ausserwesentlicher Diskriminantenteiler mit der 
Primidealzerlegung (42) wird. 

Speziell folgt daraus: Wenn p<n und n>3 ist, so gibt es nur p Primfunk- 
tionen ersten Grades (mod p). Wenn daher p=p,.%,...}„ sein soll, muss p ein 
gemeinsamer, ausserwesentlicher Teiler sein. Wenn n>3, gibt es also für jeden 
Grad unendlich viele Körper, worin gemeinsame, ausserwesentliche Diskriminanten- 
teiler vorkommen. 


$ 7. Behandlung der Ausnahmefälle. 


In dem Satze 24 ist vorausgesetzt worden, dass f{x) für alle Seiten der 
Polygone (p, p(xz)) in verschiedene Primfunktionen zerfallen soll. Nun ist es 
aber allgemein möglich, dass für gewisse Indexteiler auch mehrfache Primfunk- 
tionen für einige der Seiten vorkommen. Diesen allgemeinsten Fall werde ich 
jetzt behandeln. 
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Es sei also die Primfunktionzerlegung von f;(x) (mod Z;) durch (4) gegeben. 
Man untersucht dann wie früher, wann eine Zahl von der Form (20), 7<k—1, 
durch alle Primidealteiler von p teilbar sein kann. Wenn (20) durch alle Prim- 
idealteiler von p teilbar ist, dann ist es möglich auch eine Zahl b von der Form 


b= K;(9).0:(9).. (6: (9° + B,(9).0:(9)1+...+B,(9)) e<e; 


so zu bestimmen, dass auch b durch alle Primideale von p teilbar ist. Hier soll 
wie früher 


Bie, y) = y? + B(x). yet +--+ B,(z) 


und 
B'(x)= p°". B(x, 0;(x)) = g(x) + B, (x). p* .p(a) + + Bele). pt 


gesetzt werden. 

Man bildet nun die Gleichung, welcher 6 genügt und wo alle Koeffizienten 
nach Satz 18 durch p teilbar sind. Durch dieselbe Schlussweise wie in § 2 folgt 
daraus, dass B'(x)” (mod Z;) durch f;(x) teilbar sein muss. Daraus kann man 
aber jetzt nicht mehr schliessen, dass B'(x) (mod Z;) durch f;(x) teilbar sein 
muss, sondern nur, dass B'(x) (mod L;) durch das Produkt aller verschiedenen 
Primfunktionen von f;(x) (mod Z;), also durch 


fa) f(x)... 12) 
teilbar ist. Folglich muss B(x, y) und daher auch A(z, y) (modd p, p(x)) durch 
DO (x, y). VO (x, y)... YO (a, y) 
teilbar sein. | 
Für «=k untersucht man die Zahlen (26), und es folgt hier in derselben 


Weise, dass auch eine solche Zahl nicht durch alle Primidealteiler von p teilbar 
sein kann, ausser wenn A(x, y) (modd p, p(x)) durch 


w(x, y). WP, y)... WP (x, y) 


teilbar ist. Mit den Bezeichnungen (28) kann man diese Resultate folgender- 


massen zusammenfassen : 


Eine Zahl 


M;(9) .4(9, 0:(9)) = M:(9)(4,(9).0:(9) "++ 4e(9)) (43) 
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kann nur dann durch alle Primideale von p teilbar sein, wenn A(x, y) (modd p, p(x)) 
durch das Produkt 


Pay). May)... Plz, y) 
teilbar ist. 

Aus dieser Bemerkung folgt sofort, dass es für jede Seite Primideale gibt. 
Denn wenn es für die st Seite keine Primideale gäbe, so wäre schon M;(9) 
durch alle Primideale von p teilbar, was ja nicht möglich ist. Daher kann 
man mit Hilfe des Satzes 16 den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 26. Es sei p(x) eine Hermine welche (mod p) in f(x) aufgeht, und p 
ein Primideal, das gleichzeitig in p und (9) aufgeht. Wenn dann p genau durch 
ps, p(9) genau durch ÿt teilbar ist, so hat man 


=, | (44) 


ue . eine der Neigungszahlen des Polygones (p, p(x)) von f(x) ist. Umgekehrt gibt 


es aber auch für alle Neigungszahlen des Polygones solche Primideale von (p, p(9)), 
dass die Exponenten die Gleichung (44) erfüllen. 
Ganz analog wie in $ 2 folgt nun, dass die Zahl M;(9). F;(9, 0;(9)) und 
daher auch die Zahl i 
on 


1909 % 


M;(9).fO(9)" 


durch alle Primideale von p teilbar ist. Dadurch beweist man aber, dass die 
Zahlen M;(9). 199) sicher alle durch mindestens ein Primideal der it Seite 


teilbar sein müssen. Denn wäre dies nicht der Fall, müsste schon 
xO) 158 Ao) 
3 (à) (i) 5-1 (i) ( ) är (7) tj 
MN" fH. ET UE 
und daher auch 
ef 


AU) 
PORTO EN 


durch alle Idealteiler von p teilbar sein, was jedoch nach dem Bewiesenen un- 
möglich ist. 
Weiter folgt, dass zwei Zahlen 


M:(9) A? (9), Mild). 12 (9) 
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nicht durch dieselben Primideale der it Seite teilbar sein können. Denn man 
kann immer zwei solche Funktionen A(x, y) und B(x, y) bestimmen, dass 


A(x, y). 1 (x, y) + B(x, y). I(x, y) —1 (modd p, p(x)), 


und wenn diese Kongruenz mit M;(9)? multipliziert und <= 9, y=6;(9) gesetzt 
wird, so folgt, dass auch M;(9) durch ein gemeinsames Primideal der it Seite 
teilbar sein muss, was nach den Eigenschaften von M;(9) nicht möglich ist. 
Aus diesen Bemerkungen folgert man, indem man sich erinnert, dass ein 
Primideal der i‘ Seite immer in p in einer Potenz aufgeht, die ein Multiplum 
von 4; ist: 
Bitz. 278 Det 


fix) =p, (x). plx)... ge(x)* (mod p) 
die Primfunktionzerlegung von f(x). Dann ist 
Day Wyo. = Us, 


wo die Ideale a; zu einander relativ prim sind und u= (pP, Y:(9)*). Um ein Ideal 
a=(p, p(9)°) weiter zu zerlegen, konstruiert man das Newtonsche Polygon (p, p(x)) 
von f(x) und bestimmt die Primfunktionzerlegung 


KO 
.. {9 (x) # (mod Z,) 


eli) 
I . 


fi(æ) =] (x) 
fiir jede Seite des Polygones. Dann ist 


i (k)\ 2% 
de (Gate ad (600 na), 


ct 


wo die Ideale at alle zu einander relativ prim sind. 


Man findet auch leicht, dass ein Ideal aff) durch 


( 

2; (i) 4 

Å DUT ERA olf CU JE 
af = (e. Ey LD de x(a) PE] 
p pi Ss) Xi 


bestimmt ist. 

Die Ideale des Satzes 27 brauchen also nicht Primideale zu sein. Man kann 
aber verschiedene Eigenschaften der Primideale ableiten, welche in af? aufgehen. 
Denn sei pt) ein Primideal, das in a) und folglich auch in M; (9). 9 (9, 0; (9)) 


aufgeht, dann kann eine Zahl von der Form (43) nicht durch po teilbar sein, 
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ausser wenn A(x, y) (modd p, p(x)) durch WO (a, y) teilbar ist. Denn wäre dies 


nicht der Fall, so könnte man solche Funktionen C(z, y) und D(z, y) finden, dass 
C(x, y). W(x, y) + D(a, y). A(x, yJ=ı (modd p, p(x)) 


und folglich, wenn diese Kongruenz mit M;(9)? multipliziert und x = 3 ,y = 6;(9) 
gesetzt würde, M;(9)? durch pi teilbar wäre. 

Daher folgt, dass der Grad von p nicht kleiner als eo. m sein kann, und 
man kann sogar mit Hilfe des Satzes 8 beweisen, dass der Grad von pf” immer 
durch € .m teilbar sein muss. 

Ich will in diesem Zusammenhange noch eine andere Bemerkung machen, die 
ganz einfach aus Satz 27 folgt. Durch den Satz ı5 ist ein Kriterium gegeben, 
wann eine Primzahl in der Körperdiskriminante, aber nicht in dem Index auf- 
geht. Man kann nun auch fragen: Wann geht p in dem Index, aber nicht in 
der Körperdiskriminante auf? Da p in diesem Falle nur verschiedene Primideal- 
teiler haben kann, folgt aus Satz 27: 

Wenn p in dem Index, aber nicht in der Kôrperdiskriminante aufgehen soll, 
muss man 


haben, d. h. alle Neigungszahlen der Polygone müssen ganz sein. 

Wenn dann für keine Primfunktionen und keine Seiten mehrfache Faktoren 
auftreten, so ist auch p wirklich ein Teiler des Index, aber kein Teiler der Körper- 
diskriminante. Wenn aber mehrfache Primfunktionen für die Seiten auftreten, 
bleibt die Frage noch unentschieden. 


$ 8. Polygone höherer Stufen. 


Durch den Satz 27 und folgende Bemerkungen ist man zu einem ganz 
analogen Verhältniss gekommen, wie früher durch die Untersuchungen des 
$ 5. IIL, nur mit dem Unterschiede, dass man jetzt auf einer höheren Stufe steht, 
indem es sich da um die Zerlegung der Ideale a= (p, p(9)°) handelte, die durch 
den Satz 27 in die Ideale al? zerlegt wurden, während jetzt eine weitere Zerlegung 
der Ideale af) bestimmt werden soll. 

Dies geschieht nun in einer ganz analogen Weise. Ich werde mich aber der 
Einfachheit wegen auf einen speziellen Fall beschränken, nämlich den, dass das 
Polygon (p,p(x)) eine Gerade ist. Durch die Verhältnisse in diesem Falle ge- 
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winnt man aber, ebenso wie früher, eine Übersicht über die Verhältnisse im 
allgemeinsten Falle. 
Wie in $ 7, III sei 


{(x)= p(x)’ (mod p), 


das Polygon (p, p(z)) eine Gerade Z und 


f(a) =f; (x)4 :.. f(x) (mod L). 


Man bildet nun eine Entwickelung (Z, f;(x)) ebenso wie früher die Ent- 
wickelung (p,p(x)) von f(x) 


wo die Qs(x) Polynome von höchstens (e; . m — 1)" Grade in x sind. Wenn man hier 
ein jedes Glied Q,(x). f;(x)* ausrechnet, wird man nur solche Glieder in der Ent- 
wickelung (p, p(x)) von f(x) erhalten, welche durch Punkte auf oder oberhalb Z 
abgebildet werden. Man zeichnet nun die mit Z parallelen Geraden L,, Z,,... und 
untersucht wie in § 6, II, zu welcher von diesen Geraden das Polynom Q,(7) . fi(x)® 
gehört. Nimmt man allgemein an, dass dieses Polynom zur Geraden La, gehört, so 
repräsentiert man das Polynom in einem Koordinatensystem durch den Punkt (s, as). 
Zu jedem Gliede in der Entwickelung (45) gibt es dann einen Punkt. zu diesen 
Gitterpunkten konstruiert man ein Newtonsches Polygon, und dadurch kann man 
in analoger Weise die Idealzerlegungen der Ideale af) bestimmen. Wenn man 
durch die Ideale dieses Polygones nicht zu der Primidealzerlegung von p gelangt, 
muss man in gleicher Weise die Polygone der dritten Stufe konstruieren usw. 
Man sieht ein, dass eine gewisse Analogie zwischen der Primidealzerlegung und 
der Bestimmung der Reihenentwickelung einer algebraischen Funktion in der 
Umgebung einer singulären Stelle besteht. 

Ich gehe auf die Beweise dieser Sätze nicht ein, weil die Verhältnisse hier 
ziemlich verwickelt werden. Dies ist insofern vielleicht nicht notwendig, weil 
es möglich ist, dass man in jedem Körper solche Zahlen 9 bestimmen kann, 
dass diese einer Gleichung f(#)=o genügen, wo f(x) die Forderungen des 
Satzes 24 erfüllt. 

Dedekind! versuchte vor der Entdeckung der Existenz von gemeinsamen, 
ausserwesentlichen Diskriminantenteilern nachzuweisen, dass es in jedem Körper 








1 DepEKIND A. § 4. 
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solche Zahlen gäbe, dass der Index nicht durch p teilbar wäre, »und mit deren 
Hülfe es folglich gelingen würde, die Bestimmung der Idealfaktoren von p aut 
die Theorie der höheren Congruenzen zurückzuführen». 

Wenn aber 


p=ph.pe...pr, Np pi 


ist und unter den Zahlen m; mehr gleiche vorkommen, als es verschiedene Prim- 
funktionen vom Grade m; (mod p) gibt, so ist es klar, dass der Satz von Dedekind 
nicht ausreichen kann. Es ist nun von Wichtigkeit zu bemerken, dass, wenn 
man mit Polygonen operiert, ein analoges Verhältniss nicht besteht, weil es 
nach $ 6 immer möglich ist, wenn ein System von Zahlen (41) vorgelegt ist, die 
Primidealzerlegung von p nach Satz 24 zu bestimmen. 

Zu diesen Untersuchungen werde ich in einer späteren Arbeit zurückkehren. 
Sie sind in der Weise von der grössten Wichtigkeit, als es durch die hier zwar 
noch fragliche Existenz einer Zahl 9 immer möglich wurde, die Theorie der 
Ideale nicht auf höhere Kongruenzen, sondern auf die Theorie der Kongruenzen 
für Polygone aufzubauen. Es ist mir aber in der Tat gelungen nachzuweisen, 
dass es in jedem Körper solche Zahlen 0 gibt. | | 


ÜBER BOLZANOS NICHTDIFFERENZIERBARE 
STETIGE FUNKTION. 
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In der Sitzung wom 16. Dezember 1921 ist der böhmischen Gesellschaft der 
Wissenschaften eine höchst interessante Mitteilung des Herrn Jaser über Bolzanos 
wissenschaftlichen Nachlass vorgelegt worden. Daraus geht u. a. hervor, dass 
Bolzano schon vor dem Jahre 1834, also mehr als drei Jahrzehnte vor Weierstrass 
im Besitze eines ziemlich einfachen Verfahrens war, eine nirgends differenzierbare 
stetige Funktion zu konstruieren. In dem von Herrn JaSek ans Licht gezogenen 
Manuskript über Funktionenlehre sind die Beweise allerdings nicht mit aller 
Schärfe durchgeführt. Auch hat sich Bolzano damit begnügt, das Fehlen der 
Ableitung für eine zwar überall dichte, jedoch nur abzählbare Menge von Stellen 
wirklich zu konstatieren. Herr RycHLik hat aber in einer an derselben Stelle 
erschienenen Arbeit (3. Februar 1922) gezeigt, wie man diese Lücken ausfüllen 
kann. Ich selbst habe in einer kurzen Note in den Leipziger Berichten (12 Juni 
1922) ebenfalls zu Bolzanos bewundernswürdiger Leistung Stellung genommen 
und sein Verfahren geometrisch eingekleidet. 

Bolzano benutzt eine besondere Grundoperation, durch die eine Strecke 
PQ in einen vierteiligen Streckenzug verwandelt wird. Er teilt PQ zunächst in 
die beiden Hälften PM und MQ und diese weiter in vier gleiche Teile PP,, P,P,, 
P,P,, P,M bezw. M®Q,,0:.Q:;, 2.93; 0,9. Nun wird Q, durch Spiegelung an der 
Horizontalen des Punktes Q in Q', und P, durch Spiegelung an der Horizontalen 
des Punktes M in P', übergeführt und der Streckenzug PP',MQ',Q gezeichnet. 
Im Ubergange von der Strecke PQ zu dem Streckenzuge PP',MQ',Q besteht 
Bolzanos Grundoperation. Indem er auf die vier Strecken des aus PQ hergelei- 
teten Streckenzuges wieder die Grundoperation anwendet, erhält er einen 4°-teiligen 
Streckenzug, dessen einzelne Strecken von Neuem der Grundoperation unterworfen 
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werden, und so fort. Die so entstehenden Streckenzüge konvergieren nach einer 
Kurve, die auf eine horizontale x-Achse und eine vertikale y-Achse bezogen eine 
nirgends differenzierbare stetige Funktion darstellt. 

Auffallend und durch nichts zu erklären ist es, warum Bolzano bei seiner 
Grundoperation gerade die Vierteilung der beiden Streckenhälften bevorzugt. 
Seine Konstruktion einer nirgends differenzierbaren stetigen Funktion gelingt 
nämlich ebenso gut, wenn man die beiden Streckenhälften PM und MQ nicht 
vierteilt, sondern halbiert, worauf dann die Halbierungspunkte an den Horizon- 
talen der Punkte M bezw. Q gespiegelt werden. Hat Bolzano nicht gesehen, 
dass sein Verfahren unnötig kompliziert war? Ich halte es für ausgeschlossen, 
dass dies dem Scharfblick des genialen Mannes entgangen sein sollte, und habe 
mir eine andere Erklärung zurechtgelegt, die sich möglicherweise bei der weiteren 
Durchforschung der noch keineswegs vollständig durchmusterten, ja nicht einmal 
der Zeit nach geordneten Manuskriptschätze bestätigen wird. Wir wissen durch 
Herrn Jaëek, dass Bolzano gewohnt war denselben Gegenstand auf verschiedene 
Weisen darzustellen und dass es wegen mangelnder Datierung der Manuskripte 
nicht selten schwer ist, die definitive Darstellung herauszuerkennen. So möchte 
ich nun glauben, dass jene Vierteilung der Streckenhälften aus einer andern 
Bearbeitung der ganzen Frage stammt, bei der sie sich von selbst aufdrängt. 
Ich möchte in vorliegender Note die Rekonstruktion dieses andern Gedanken- 
ganges, wie er mir vorschwebt, versuchen. 

Jede Strecke von der Steigung s lässt sich (auf zwei Weisen) als geometri- 
sche Summe zweier Strecken von den Steigungen 2s bezw. — 2s darstellen. Han- 
delt es sich z. B. um die Bildstrecke der komplexen Zahl x + y oder x + isx, 
so kann man in der Tat x, und x, derart wählen, dass 


ze tisz= (2, + 2182.) + (ts 2182) 


ist, und zwar findet man 


Die gewünschte Zerlegungsformel lautet somit, wenn wir statt sx wieder y schreiben, 


= vi 22). 
2 


5 32 
(1) z+1 = (32 + 
NG 4 2 


Man sieht, wie sich hier von selbst die Vierteilung des x einstellt. In Fig. 1 ist 
diese Zerlegung einer Strecke in zwei, wie ich sagen möchte, doppelt so steile 
Strecken zur Darstellung gebracht. Das eine Mal liegen beide Komponenten 
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oberhalb, das andre Mal beide unterhalb der betrachteten Strecke. Es gibt also 
für eine Strecke sozusagen eine obere und eine untere Zerlegung in zwei doppelt 
so steile Strecken. Die Ordinaten der Komponentenstrecken sind, wie die Formel 


(1) zeigt, à bezw ore der Ordinate der urspriinglichen Strecke. Wenn man also 

eine gegebene Strecke zuerst halbiert und dann jede Hälfte in zwei doppelt so 

steile Strecken zerlegt, so werden deren Ordinaten 3 bezw. — von der Ordinate 
4 + 


der Ausgangstrecke sein. Der Umstand, dass diese beiden Zahlen ibrem Betrage 
nach kleiner als ı sind, ist für das Gelingen des von mir rekonstruierten Bolzano- 
schen Verfahrens von wesentlicher Bedeutung. Besonders klar übersieht man 





die Verhältnisse, wenn man jedesmal die Bie, Arad reden ire Le 
Zerlegung der Streckenhälften in zwei obere Y | : 
doppelt so steile Komponenten bevorzugt. 
Der Gang des Verfahrens ist dann folgender: 

Die Strecke PQ wird halbiert und jede 
Hälfte in zwei obere Strecken von doppelt 
so grosser Steilheit zerlegt. Dadurch entsteht 
ein viergliedriger Streckenzug y =, (x). Seine 
Strecken werden in derselben Weise behan- 


Fig. 1. 


delt wie PQ, wodurch man zu einem 4?- 
gliedrigen Streckenzug y=9,(x) gelangt, und so fort. Offenbar werden dann 
die 4” Strecken von y=@„(x) im Vergleich zur Ausgangsstrecke 2”-mal so steil 
sein. Ausserdem gilt für das ganze x-Intervall die Beziehung (n(x) < Qn+1(x), 
weil wir uns konsequent für die obere Zerlegung in zwei doppelt so steile Strecken 
entschieden haben. Endlich ist aus der Konstruktion die Ungleichung 


AA K 





Pn+1 (x) — Pr (x) < 
zu entnehmen, wobei K den Ordinatenbetrag der Strecke PQ bezeichnet. Dadurch 
ist die gleichmässige Konvergenz der Reihe 

Pi + (Pa — Pi) + (Pa — pad + ++ 
gesichert, also auch die Existenz und Stetigkeit der Bolzanoschen Grenzfunktion 
D(x)=limgp, (x). 


Man sieht nun sofort, dass ®(x) an allen Stellen, die Eckpunkte irgend 
eines der Streckenzüge y—=gn(x) sind, nach rechts die Ableitung +, nach 


318 Gerhard Kowalewski. 


links die Ableitung — hat. Ebenso ist an der Stelle P die rechtsseitige Ab- 
leitung +, an der Stelle Q die linksseitige Ableitung — © vorhanden. 
Betrachten wir irgend einen andern Punkt A der Kurve y=®(x), so wird 
er oberhalb einer bestimmten Strecke P,Q, des Streckenzuges y = q,(«) liegen, 
deren Länge mit wachsendem n nach Null konvergiert. Es kommt nun daruf 
an, ob es unter diesen Strecken P,Q,, die offenbar Sehnen der Bolzanoschen 
Kurve sind, unendlich viele steigende und zugleich unendlich viele fallende gibt 
oder nur eine Art von beiden. Je nachdem der erste oder der zweite Fall eintritt, 
sprechen wir von einem Kurvenpunkt A erster oder zweiter Klasse. Die Punkte 
jeder Klasse bilden eine Menge von der Mächtigkeit des Kontinuums, wie man 
unschwer erkennt. Ist A ein Punkt erster Klasse und P, Q, aufsteigend, so 
wird, da sich A oberhalb P,Q, befindet, P, A stärker aufsteigen als P,Q,. 


Onsı 





Pr MUR OP 


Fig. 2. 


Wenn also für unendlich viele Werte von n diese Beziehung stattfindet, so ist 
damit gesagt, dass es an der Stelle A eine ausgezeichnete Folge linksseitiger 
Differenzenquotienten mit dem Grenzwert + © gibt. Analog lässt sich einsehen, 
dass dort eine ausgezeichnete Folge von Differenzenquotienten mit dem Grenz- 
wert — vorhanden ist, weil unendlich viele der Sehnen P,Q, unterhalb A 
absteigend laufen. Ist A ein Punkt zweiter Klasse, so werden entweder fast alle 
zugehörigen Sehnen P,Q, aufsteigend oder fast alle absteigend sein. Durch 
Umkehrung der y-Achse lässt sich der zweite auf den ersten Fall zurückführen, 
so dass es genügt, diesen allein näher zu betrachten. Zunächst ist wie bei den 
Punkten erster Klasse eine ausgezeichnete Folge linksseitiger Differenzenquotienten 
mit dem Grenzwert + © vorhanden. Um nun zu erkennen, dass an der Stelle 
A nicht etwa eine einheitliche Ableitung vom Werte + © auftritt, genügt der 
Anblick der Figur 2. 

Sicher trifft sie für unendlich viele Werte von n zu, d. h. es liegt unend- 
lich oft P„+1ı@n+ı über der rechten Hälfte von P,Q,. Wäre dem nicht so, dann 
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hätten die Sehnen P,Q,, von einem gewissen Index an, einen gemeinsamen 
Anfangspunkt, mit dem auch A zusammenfiele, während doch A kein Punkt 
P, sein soll. In der Figur muss man sich A über der Strecke P„+1 Qn+ı liegend 
denken. Werden nun die Koordinaten der Strecke P,S, mit h,, k„ bezeichnet, 


so hat nach Formel (1) P,Q, die Koordinaten sa. ate und P,R, die Koordi- 





AP RN 
naten © a pase: , also RaSn = PnSn—PnRn die Koordinaten 72 CEE) ae 
AU 2.2 32 8 
Die Steigung der Sehne BR, S, wird mithin a = sein und nach — © streben. 


Liegt der Punkt A unendlich oft oberhalb R,S,, so dass AS, steiler läuft als 
R„Sn, dann hat man an der Stelle A eine ausgezeichnete Folge rechtsseitiger 
Differenzenquotienten, die nach — © konvergiert. Es bleibt also nur noch zu 
erwägen, was geschieht, wenn der Punkt A in Figur 2, die für unendlich viele 
Werte von n zutrifft, fast immer unterhalb der Sehne R„sS„ liegt. Dann geht 
von A aus nach links die Sehne A R,„, steiler als S, R„, und nach rechts die 
Sehne 4 Q,+ı, steiler als R„Qn+1, d. h. steiler als P,Q,. Wir haben also an der 
Stelle A eine ausgezeichnete Folge linksseitiger Differenzenquotienten mit dem 
Grenzwert — © und eine ausgezeichnete Folge rechtsseitiger Differenzenquotien- 
ten mit dem Grenzwert +. 

Zusammenfassend wäre zu sagen, dass die Bolzanosche Funktion ® (x), so 
wie wir sie hier rekonstruiert haben, im ganzen Innern des Intervalles nirgends 
eine Ableitung besitzt, dass sich vielmehr an jeder Stelle auf der einen Seite 
eine ausgezeichnete Folge von Differenzenquotienten mit dem Grenzwert + «, 
auf der anderen Seite eine solche mit dem Grenzwert — © nachweisen lässt. 
An den Grenzen des Intervalles sind einseitige Ableitungen mit den Werten + © 
bezw. — © vorhanden. Spiegelt man an der äussersten Ordinate links oder 
rechts und erweitert dann die Funktion zu einer periodischen, so zeigt sich das 
im Innern des alten Intervalles konstatierte Verhalten für alle Werte von «x. 
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druck. Stefan-Boltzmannsches Strahlungsgesetz. Wiensches Verschiebungsgesetz. Strah- 
lung v. beliebiger spektraler Energieverteilung. Entropie u. Temperatur monochroma- 
tischer Strahlung. Elektrodynamische Vorgänge im stationären Strahlungsfelde. — Entropie 
u. Wahrscheinlichkeit: Grundleg. Definitionen u. Sätze. Ideales einatomiges Gas. Me- 
thode zur Bestimmung d. Energieverteilung im Normalspektrum. Oszillatoren. Rotatoren. 
Einstrahlung. Ausstrahlung. — Energieverteilung im Normalspektrum: Klassische Theorie. 
Quantentheorie, erste Fassung, zweite Fassung. — Absolute Entropie: Reine Hohlraum- 
strahlung. Materieller Körper. 


Hermann Beyer & Söhne. 
Langensalza. 


Fınk, E., Die Regeldetri das Hauptziel des Rechenunterrichts, zugleich ein Mittel 
zur Ausbildung und Prüfung der Intelligenz. (Pädagogisches Magazin, H. 826.) 
— 79 pp. 8. 1921. M. 3:—; 100% Teuerungszuschlag. 


Erörterung d. Begriffs »Intelligenz». Ausbildung d. Intelligenz. Gestaltung d. 
Unterrichtsverfahrens in Sexta, Quinta, Quarta, im Lyzeum. Begabungsprüfung. 


SIEBERT, OTTo, Einsteins Relativitätstheorie und ihre kosmologischen Konse- 
quenzen. 2., unveränd. Aufl. (Pädagogisches Magazin, Heft 823.) — 44 pp. 
8. 1921. M. 2:—; 100% Teuerungszuschlag. 


Vorwort. Einleit. Relativitätsprinzip. Lichtausbreitungsgesetz im Widerspruch 
m. d. Relativitätsprinzip. Lösung d. Widerspruchs durch d. spezielle Relativitätstheorie. 


Folgerungen d. spez. Relativitätstheorie. — Grundgedanke d. allgem. Relativitätsprinzips. 
Gravitation als Argument f. d. allgem. Relativitätsprinzip. Einige Schlüsse aus d. 
allgem. Relativitätsprinzip. — Unmöglichkeit einer räumlich u. zeitlich unendlichen 


Welt. Möglichkeit einer endlichen u. doch nicht begrenzten Welt. Struktur d. Raumes 
nach d. allgem. Relativitätstheorie. Erkenntnistheoretische Folgerungen d. Relativitäts- 
theorie. Metaphysische Folgerungen d. Relativitätstheorie. Schlussw. 
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University of Calcutta. 
Calcutta. 


BHATTACHARYYA, DURGAPRASANNA, Vector Calculus. (Griffith Prize Thesis, 1918.) 
(University Studies Series.) — 90 pp. 8. 1920. 


Introduct. Continuity: Differentiation of a vector function of a scalar variable. 
Integrals. Gradiant of a scalar funct. Linear vector funct. Differential calculus of 
vector functions. Integration theorems. Steady motion of a solid under no forces in 
liquid extending to infinity. 


Cambrigde University Press. 
Fetter Lane, London, E. C. 


Morpe tt, L. J., Three lectures on Fermat’s last theorem. — 31 pp. 8. 1921. 4 sh. 


NEVILLE, E. H., The fourth dimension. — 55 pp. 8. 1921. 5 sh. 


Introdet. Points: Steps a. vectors. Veclines, vecplanes, a. vecspaces. Deter- 
mination of vecspaces by equations. Measurement. Directions a. angles. Lines, planes 
a. spaces. Translation, reflection, a. rotation. Appendix. Index of terms defined. 


WHITTAKER, E. T., & Watson, G. N., A course of modern analysis. An in- 
troduction to the general theory of infinite processes and of analytic func- 
tion, with an account of the principal transcendental functions. 3:rd ed. 
— 608 pp. 8. 1920. Bd 40 sh. 


Processes of analysis: Complex numbers. Theory of convergence. Continuous func- 
tions a. uniform convergence. Theory of Riemann integration. Fundamental properties 
of analytic functions; Taylor’s, Laurent’s, a. Liouville’s theorems. Theory of residues; 
applicat. to the evaluation of def. integrals. Expansion of functions in infinite series. 
Asymptotic expansions a. summable series. Fourier series a. trigonom. series. Lin. diff. 
equations. Integral equations. — Transcendental functions: Gamma function. Zeta func. 
of Riemann. Hypergeometr. function. Legendre funct. Confluent hypergeometr. funct. 
Bessel funct. Equations of mathemat. physics. Mathieu funct. Elliptic funct. Gen. 
theorems a. Weierstrass funct. Theta funct. Jacobian elliptic funct. Ellipsoidal har- 
monics a. Lamé’s equation. 


Clarendon Press. 
Oxford. 


Harpy, G. H., Some famous problems of the theory of numbers and in particular 
Waring’s problem. An inaugural lecture delivered before the University of 
Oxford. — 34 pp. 8. 1920. 1 sh. 6 d. 
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Columbia University Press. 
New York. 


MITCHELL, S. A., Parallaxes of 260 stars, derived from photographs made at the 
Leander McCormick Observatory. Assist. by C. P. OLiv1IER, H. L. ALDEN, 
and others. (Publication 9. of the Ernest Kempton Adams Fund for Physical 
Research, Columbia University.) — 693 pp. 4. 1920. 


Librairie Delagrave. 
Paris. 


Bovasse, H., Resistance des matériaux. (Theorie de l’élasticité.) Bibliothèque 
scientifique de l’ingénieur et du physicien. — 563 pp. 8. 1920. 


Inutilité des mathématiques pour la formation de l'esprit. Théorie de l’élasticité 
d. corps isotropes. Module d’Young et coefficient de Poisson. Flexion simple ou cir- 
culaire. Poutre encastrée à un bout, libre à l’autre. Flexion dans la théorie de la 
résistance. Poutre reposant sur deux appuis. Poutre encastrée. Poutre continue. 
Elastique. Prisme chargé debout. Poutres courbes. Torsion. Théorie correcte de la 
torsion d. prismes. Equilibre des fils déformés. Expériences diverses. Mesure d. para- 
mètres. Equilibre d. cylindres et d. sphères. Compressibilit& cubique d. liquides. Dé- 
formations permanentes d. solides. Réactivité. Etude complète d. déformations par 
torsion. Plasticité. Propriétés diverses. Equilibre résultant du frottement. Ciment armé. 


Dunod, Editeur. 
Successeur de H. Dunod et E. Pinat, Paris. 


CLAUZEL, G., Effets gyroscopiques et méthodes vectorielles. Questions de mé- 
canique simplifiées. — 147 pp. 8. 1920. Fr. 14: —. 


Effets gyroscopiques. Gyroscope: Théorie simplifiée. Mouvement approximatif 
d'un solide de révolution homogène tournant très rapidement autour de son axe de 
figure qui peut pivoter autour d’un point de sa longueur supposé fixe. Applications. 
Equations du mouvement rapportées à des axes mobiles passant par un point fixe de 
l’axe de figure. Effets de la rotation de la terre sur le gyroscope. Mouvement de la 
toupie gyroscopique et de l'axe du gyroscope. — Axes de vecteurs. Simplification de 
définitions d’écritures et de calculs: Axe de deux vecteurs. Généralisation. Applica- 
tions. Moment d’un vecteur. Equations relatives au mouvement d’un solide tournant 
autour d’un axe fixe ou d’un point fixe. 


PHILLIPPE, P., & Froumenty, M., Cours de géométrie. 2ième éd. entièrement 
refondue. T. 1: Première année, avec 200 énoncés d’exercices théoriques et 
techniques. 272 pp. 8. 1920. Fr. 9:75. — T. 2: Deuxième année, avec 
540 d’exercices théoriques et techniques. 644 pp. 8. 1920. Fr. 15: —. 
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1. Définitions préliminaires. Ligne droite. Plan. Angle. Droites parallèles. 
Symétrie d'une figure plane par rapport à une droite de son plan. Triangle isoscèle. 
Grandeur relative d. cotés d’un triangle. Comparaison d. lignes brisées ayant mêmes 
extrémités. Longueurs d. segments de droites issus d’un point et aboutissant à une 
droite. Intersection d’une droite et d’un cercle. Lieu d. points équidistants de deux 
points donnés. Propriétés d. diamètres d’un cercle. Intersect. de deux cercles. Cas 
d'égalité d. triangles. Construction de triangles. Propriétés de la bissectrice d’un angle. 
Applicat. Propriétés d. cordes d’un cercle. Parallélogramme. Mesure d. angles. Dé- 
placement d’une fig. plane dans son plan. Droites et plans parallèles. Droites et plans 
perpendiculaires. Dièdre. Triédres. Translation et rotat. d’une fig. dans l’espace. 
Symétrie dans l’espace. 

2. Introd. Longueurs proportionnelles. Homothetie. Similitude d. polygones 
plans. Puissance d'un point par rapport à un cercle. Relations mécan. dans 1. triangles. 
Notions très élément. de trigonométrie. Polygones réguliers. Longueur de la circon- 
férence. Mesure d. aires planes. Polyèdres. Corps ronds. 


Dürr'sche Buchhandlung. 
Leipzig. 
AUERBACH, FELIX, Das Wesen der Materie. Nach dem neuesten Stande unserer 
Kenntnisse und Auffassungen dargestellt. (Ordentliche Veröffentlichung d. 


»Pädagogischen Literatur-Gesell. Neue Bahnen».) — VIII + 147 pp. 8. 
1918. Geb. Mark 9: —. 


Einleit. Was ist Materie? Konkret u. abstrakt. Sinnesempfindungen. Raum. 
Gesichts- u. Tastraum, Zeit. Dauerkonfiguration. Gegenstand u. Widerstand. Körper. 
Trägheit. Masse. Wahre u. scheinbare Masse. Kinetische Masse. Ponderable Körper. 
Gewicht. Masse u. Kraft. Dichte u. spezif. Gewicht. Verschiebung u. Drehung. Träg- 
heitsmoment. Elastizität. Volum.- u. Gehaltsmodul. Aggregatzustände. Kristalle. Flüss. 
Kristalle. Flüssigkeiten. Kapillarität. Lockere Massen. Temperatur. Ideale u. wirkl. 
Gase. Kritischer Zustand. Wärme. Spezif. Wärme. Energie. Arbeit. Erhaltung d. 
Stoffes. Erhalt. d. Energie. Chemische Umwandlungen. Elemente u. Verbind. Mole- 
kulartheorie. Atomistik. Molekeln. Aquivalentzahlen. Atome. Dissoziation. Kinetische 
Gastheorie. Variationskurve. Loschmidtsche u. Avogadrosche Zahl. Lösungen. Osmo- 
tischer Druck. Flüssigkeiten. Feste Körper. Molekulartheorie d. Kristalle. Röntgen- 
strahlen. Atommodelle. Kristalloide u. Kolloide. Emulsionen. Kolloidale Lös. Brown- 
‚sche Bewegung. Strahlung. Schwarzer Körper. Strahlungsgesetze. Quantentheorie. 
Kinet. Theorie. Atomwärme u. Molekularwärme. Dulong-Petitsches Gesetz. Period. 
System d. Elemente. Spezif. Wärme. Wirkungsquantum. Elektrizität. Leitung u. Strah- 
lung. Omsches Gesetz. Widerstand. Lösungen. Elektrolyse. Ionen. Wanderung d. 
Ionen. Gefrierpunktserniedrigung u. Siedepunktserhöhung. Osmotischer Druck. Disso- 
ziat. Wanderung d. Ionen. Elementarquantum. Durchgang d. Electrizität durch Gase. 
Kathodenstrahlen. Ladung u. Masse. Elektronen. Elektronenstrahlen. Atomstruktur. 
Elem. quantum. Spektrum. Linienserien. Radioaktivität. Zerfall d. Elem. Phasen- 
lehre. Magnetismus. Weltäther. Relativitätstheorie. 
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F. Fontane & Co. 
Berlin, S. W. 68. 


MOoSZKOWSKI, ALEXANDER, Einstein. Einblicke in seine Gedankenwelt. Gemein- 
verständliche Betrachtungen über die Relativitätstheorie und ein neues Welt- 
system. Entwickelt aus Gesprächen mit Einstein. — 240 pp. 8. 1921. 


Erscheinungen am Firmament. Ueb. unsere Kraft. Walhalla. Menschen-Erziehung. 
Der Entdecker. Aus verschiedenen Welten. Probleme. Hauptlinien u. Nebenwege. Ein 
Hilfsversuch. Vereinzelte Signale. Er selbst. 


A. F. Formiggini. 


Roma. 


Loria, Gino, Newton. (Profili, N. 52.) — 69 pp. 8. 1920. L. 3: —. 


Gauthier-Villars & Cie. 


Paris. 


AMPERE, ANDRE-MARIıE, Mémoires sur l’électromagnétisme et l’électrodynamique. 
(Les Maitres de la pensee scientifique, collection publ. par M. Solovine. 9.) 
— XIV + 110 pp. 8. .1921. Fr. 3:—. 


DRZEWIECKT, S., Théorie générale de l’hélice. Helices aériennes et hélices marines. 
— 183 pp. 8. 1920: 


Eléments de l'aile. Pas et incidences. Rapport de compatibilité. Rendement. 
Abaques et table de calcul. Détermination d. paramètres caractéristiques de l'aile. Ailes 
à pas constant. Largeur et forme d’aile. Action de l’hélice sur le fluide. Fatique de 
l'aile. Aile compensée. Mesures strobométriques et stroboscopiques. Moulinets. Mou- 
linets autorégulateurs. Note de M. Pillard. Planches. Table de log. 


HALPHEN, G.-H., Oeuvres. Publ. par les soins de ©. JORDAN, H. POINCARÉ, 
E. Picarp. Avec la collaboration de E. Vzssıor. T. 3. — XII + 518 pp. 
8. 1921. Fr. 90: —. 


Notice sur Georges Halphen, par CAMILLE JORDAN. Mémoire sur la réduction d. 
équations différentielles linéaires aux formes intégrables. — Mémoire sur la classification 
des courbes gauches algébriques. — Sur quelques équations différentielles linéaires du 
quatrième ordre. — Sur les invariants d. équations différentielles linéaires du quatri- 
ème ordre. 


Lacaze, H., Cours de cinématique théorique à l’usage des candidats à la licence 
et aux écoles du gouvernement. — IV +138 pp. 8. 1920. Fr. 8: —; 
100 % majoration temp. 
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Vecteurs. Cinématique du point. Mouvement d’un solide. Distribution d. vitesses. 
Composition d. accélérations. Déplacement d’un vecteur dans un plan. Compléments 
sur 1. vecteurs. Compléments sur la cinématique du point. Compléments sur la ciné- 
mat. du solide. Compléments sur la composition d. accélérations. Compléments relat. 
au déplacement d’un vecteur. 


LAPLACE, PIERRE-SIMON, Essai philosophique sur les probabilités. I—IT. (Les 
Maîtres de la pensée scientifique, collection publ. par M. Solovine. 10.) — 
103, 108 pp. 8. 1921. Chaque vol. 3 Fres. 


Les Maîtres de la pensée scientifique. Collection de Mémoires et Ouvrages, publ. 
par les soins de Maurice Solovine: 


CLAIRAUT, ALEXIS-CLAUDE, Eléments de géométrie. 1—2. — 95 pp. 103 pp. 
8. 1920. Fr. 3:50. 


1. Avertissement. Notice biogr. Préf. Des moyens qu’il était le plus naturel 
d'employer pour parvenir à la mesure d. terrains. De la méthode géométr. de compa- 
rer 1. figures rectilignes. 

2. De la mesure d. figures circulaires et de leurs propriétés. De la manière de 
mesurer 1. solides et leurs surfaces. 


CARNOT, LAZARE, Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal. 
1—2. — 117 pp. 104 pp. 8. 1921. Fr. 3:50. 


1. Avertissement. Notice biogr. Principes gén. de l’analyse infinitésim. Defini- 
tions. Principe fondament. Théorème sur 1. équations imparfaites. Applicat. d. prince. 
gén. à quelq. exemples. L’algorithme adapté à l’analyse infinitésim. Calcul diff. Dif- 
férentielles exponent. et logarithm. Différentielles d. quantités angulaires. Différentielles 
d. ordres sup. Applicat. du calcul. diff. à quelq. exemples. Calcul intégral. Applicat. 
du calcul int. à quelq. ex. Calcul d. variations. — | 

2. Des méthodes par lesquelles on peut suppléer à l'analyse infinitésim. De la 
méthode d’exhaustion, des indivisibles, des indéterminées, des premières et dernières 
raisons ou des limites. De la méthode d. fluxions. Calcul d. quantités évanouissantes. 
Théorie d. fonctions analyt. ou fonctions dérivées. Conclusion gén. Note, 


LAVOISIER et DE LAPLACE, Mémoire sur la chaleur. 78 pp. 8. 1920. Fr. 3: —. 


Roy, Louis, Cours de mécanique appliquée. A l’usage des élèves de l’Institut 
électrotechnique et de mécanique appliquée et des candidats au certificat de 
mécanique appliquée. T. 2: Statique graphique et résistance des matériaux. 
(Cours de l'institut électrotechnique et de mécanique appliquée de |’ Univer- 
sité de Toulouse.) — 213 pp. 8. 1921. Fr. 30: —. 


Préf. Dynamiques et funiculaires. Applicat. à la statique du corps solide. Forces 
continues et courbes funiculaires. Systèmes articulés. Aires, centres de gravité et mo- 
ments d'inertie d. surfaces planes. — Généralités. Extension ou compression simple. 
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Glissement simple. Flexion simple. Torsion simple. Deformations composées. Ligne 
élastique. Poutres à travées solidaires. Poutres chargées de bout. Charpentes. Arcs. 
Enveloppes et volants. 


Jul. Gjellerup. 


Köbenhavn. 


Frıs-PETERSEN, Fr., & Jessen, J. L. W., Opgavebog til Aritmetik og Algebra 
for det 2-aarige Præliminærkursus. I og II. — 64 pp. 8. 1921. Kr. 3: —. 


HJELMSLEV, J., Elementær Geometri. Tredje Bog. — 256 pp. 8. 1921. 


Læren om reelle Tal. Den geometriske Maalings teori. Den analytiske Plan. 
Den analytiske trigonometri. Geometriske Steder. Teoretisk Konstruktion »ved Passer 
og Lineal». Keglesnit. 


Henri Grand. 
Hamburg. 


SCHWASSMANN, ARNOLD, Relativitätstheorie und Astronomie, auf wissenschaft- 
licher Grundlage gemeinverständlich dargestellt. Mit 15 Abb. — 34 pp. 8. 
1921. M. 4: —. 


Fr. Grub. 
Stuttgart. 


VoLk, Orro, Entwicklung der Funktionen einer komplexen Variablen nach den 
Funktionen des elliptischen Zylinders. — 38 pp. 8. 1920. Kr. 2:25. M. 37: 50. 


Heimatverlag M. Hiemesch & Co. 
Berlin-Steglitz. 


SEPP, H., Stoff und Kraft in Verbindung mit Raum und Zeit, nach den neuesten 
Forschungen über den Atomzerfall sowie nach der Quanten- und der Ein- 
stein’schen Relativitätstheorie. Nach Vorträgen von Prof. Dr. L. GRAETZ, 
München, Vorlesungen von Prof. Dr. BERNDTS, Berlin, und nach einschlä- 
giger Literatur allgemeinverständlich wiedergegeben. (Heim-Hochschule. 
Erster Selbstunterrichts-Kursus. Naturwissenschaften 11.) — 32 pp. 8. 
1921. M. 2:—. 


Helwingsche Verlagshandlung. 
Hannover. 
KiEPERT, Lupwig, Grundriss der Differential-Rechnung. Bd 1: Funktionen von 
einer unabhängigen Veränderlichen. 14 vollst. umgearb. u. verm. Aufl. des 


Acta mathematica. 44. Imprimé le 7 mars 1922. 2 
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gleichnamigen Leitfadens von weil. Dr. Max STEGEMANN. — Mit 137 Fig. — 
XVI + 532 pp. 8. 1921. Kart. Mark 36: —; Geb. M. 42: —. 


Geschichtliches. Einleit. Hilfssätze aus d. algebraischen Analysis. Erklärung u. 
Bildung d. Differential-Quotienten. Funktionen v. Funktionen. Hyperbolische Funkt. 
Ableitungen u. Differentiale höh. Ordn. Herleitung u. Anwend. d. Taylor’schen u. d. 
Mac-Laurin’schen Reihe. Konvergenz d. Reihen. Max. u. Minima v. entwickelten Funk- 
tionen einer unabhängigen Veränderlichen. Bestimmung v. Ausdrücken welche an d. 
Grenze eine d. unbestimmten Formen oh >, 0. 0, — 6, 0”, &°, 1”, haben. Diffe- 
rentiation d. nicht entwickelten Funktionen. Vertauschung d. Abhängigkeit d. veränderl. 
Grössen. Untersuchung v. Kurven, die auf ein rechtwinkliges Koordinaten-System be- 
zogen sind. Untersuchung von Kurven, welche auf ein Polarkoordinaten-System be- 
zogen sind. Tafeln. Tab. 


S. Hirzel. 
Leipzig. 


DINGLER, Hvco, Kritische Bemerkungen zu den Grundlagen der Relativitäts- 
theorie. Vortrag gehalten auf d. 86. Versammlung deutscher Naturforscher 
u. Ärzte. — 29 pp. 8. 1921. 


Korrr, AUGUST, Grundzüge der Einsteinschen Relativitätstheorie. — VIII + 
198 pp. 8. 1921. 


Vorw. Literatur, Einleit. Das Galileische Relativitätsprinzip. Prinzipe d. Relativi- 
tätstheorie. Isotropie d. Raumes in d. Physik u. die Relativität d. zeitlichen u. räum- 
lichen Grössen. Raum-Zeit-Koordinaten u. Lorentz-Transformation. Raumartige u. 
zeitartige Weltvektoren. Geometrische u. mechanische Folgerungen aus d. Lorentz- 
Transformation. Übersicht üb. d. ältere Vektor- und Tensoranalysis. Grundgleichungen 
d. Elektrodynamik. Allgem. Tensoranalysis (1. Teil). Elektrodynamik d. leeren Raumes. 
Mechanik d. spez. Relativitätstheorie. Materie u. Energie. — Äquivalenzprinzip. Zusammen- 
hänge d. allgem. Relativitätstheorie m. d. Riemannschen Geometrie. Allgem. Tensor- 
analysis (2. Teil). Grundgleichungen d. allg. Relativitätstheorie. Einsteinsche Gravita- 
tionstheorie. Besondere Fälle d. Gravitationstheorie. Gravitationsfeld d. Sterne. Reg. 


Alfred Hölder. 
Wien. 
WanrocH Rupozr, Die Einstein’sche Relativitätstheorie. Kurze, für jedermann 


verständliche Besprechung. — 15 pp. 8. 1921. M. 2: — 


Ulrico Hoepli. 
Milano. 


BELTRAMI, EUGENIO, Opere matematiche. Pubbl. per cura della Facoltä di scienze 
della R. Universita di Roma. T. 4 ed ultimo. — 554 pp. 4. 1920. Lire 50. 
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Sulla teoria degli strati magnetici. Sull’equivalenza delle distribuzioni magnetiche 
e galvaniche. Teoria del potenziale. Funzioni associate e specialmente su quelle d. 
calotta sferica. Sur les couches de niveau électromagnétiques. Intorno ad un problema 
relativo alla teoria d. correnti stazionarie. Rappresentazione d. forze newtoniane per 
mezzo di forze elastiche. Teoria dell’induzione magnetica secondo Poisson. Uso d. 
coordinate curvilinee nelle teorie del potenziale e dell’elasticità. Condizioni di resistenza 
dei corpi elastici. Interpretazione meccanica d. formole di Maxwell. Teoria d. onde. 
Funzioni sferiche d’una variabile. Funzioni complesse. Intorno ad alcuni problemi di 
propagazione d. calore. Considerazioni idrodinamiche. Principio di Huygens. Note 
fisico-matematiche. Funzione potenziale d. circonferenza. Sur la théorie de la défor- 
mation infiniment petite d’un milieu. Un precursore italiano di Legendre e di Lobat- 
schewsky. Estensione d. principio di d’Alembert all’elettrodinamica. Quelq. remarques 
au sujet d. fonctions sphériques. Intorno al mezzo elastico di Green. Teoria generale 
d. onde piane. Considerazioni s. teoria matematica d. magnetismo. Considerazioni s. 
teoria matemat. dell’elettromagnetismo. Sull’espressione analitica d. principio di Huy- 
gens. Osservazioni alla Nota del prof. Morera. Sur la théorie d. fonctions sphériques. 
Note s. teoria d. propagazione del calore. Sui potenziali termodinamici. Sull’espres- 
sione data da Kirchhoff. A proposito di una nuova ricerca del Prof. Carlo Neumann. 
Equazioni dinamiche di Lagrange. Teoria d. funzioni sferiche. 


Loria Gino, Storia della geometria descrittiva dalle origine sino ai giorni nostri. 
(Manuali Hoepli.) — XXIV + 584 pp. 8. 1921. L. 25: — 


Prospettiva dalle origini sino alla fine del sec. XVII. Prospettiva teorica nel 
suo apogeo. Doppia projezione ortogonale dall’alba della civiltà al tramonto del sec. 
XVII. Creazione d. geometria descrittiva come scienza. Collaboratori e discepoli di- 
retti di Monge. Geometria descritt. in Italia. Ulteriori progressi compiuti in Francia 
d. geometria descritt. Geometria descritt. in Germania. Geom. descritt. nella Svizzera 
Tedesca. Geom. descritt. in Austria-Ungheria. Geom. descritt. in altri paesi d’Eu- 
ropa. Storia d. assonometria. Progressi compiuti d. geom. descritt. in quest’ultimo 
trentennio. 


Ae. E. Kluwer. 
Deventer (Holland). 


Portar, Ir. M. W., Bezwaren tegen de opvattingen der relativisten. — 64 pp. 
1918. FE. 1:25. 


Voorbericht. Ontstaan en beteekenis d. relativiteitstheorie. De waarde v. een 
natuurwetenschappelijke theorie. Gelijktijdigheid. Täuschung. Lorentz-Einsteinsche 
transformatieformules. Relativiteit v. tijd en lengte. Optellen v. snelheden. Licht- 
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d. allgem. Relativitätstheorie. — Hamiltonsches Prinzip u. allgem. Relativitätstheorie. 
— Kosmologische Betrachtungen zur allgem. Relativitätstheorie. — Spielen Gravita- 
tionsfelder im Aufbau d. materiellen Elementarteilchen eine wesentl. Rolle? 


MAENNCHEN, PH., Die Wechselwirkung zwischen Zahlenrechnen und Zahlentheo- 
rie bei C. F. Gauss. (Materialien für eine wissenschaftliche Biographie von 
Gauss. Gesammelt v. F. Klein, M. Brendel & L. Schlesinger. H. 6.) — 
46 pp. 8. 1918. 75 öre + 120% Teuerungszuschlag. 


Einleit. Stufe d. Empirie. Das Gauss’sche Divisionsverfahren. Übung d. Divi- 
sionsverfahrens an Kettenbrüchen. Rechnungen m. Logarithmen. Berechn. v. reziproken 
Werten. Gauss’ Methoden, die Faktoren grosser Zahlen zu finden. Tafel d. quadra- 
tischen Charakters d. Primzahlen. Cyklotechnie. Wie Gauss die Zahlen individuali- 
sierte. Schlussbetracht. 


PoINCARE, HENRI, Die neue Mechanik. 4. Aufl. Völlig unveränd. anastat. Nach- 
druck der 3. Aufl. (Abhandlungen u. Vorträge aus d. Gebiete d. Mathe- 
matik, Naturwiss. u. Technik. H. 1.) — 24 pp. 8. 1920. Geh. 40 öre + 
120 % Teuerungszuschlag. 
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Roun, Karu, Nekrolog gesprochen am 13. November 1920 in d. öffentlichen 
Sitzung beider Klassen, von O. HöLDER. Abdruck aus d. Berichten d. Math.- 
Phys. Klasse d. Sächs. Akademie d. Wissenschaften zu Leipzig, Bd. 72. — 
19 pp. 8. 1920. 75 öre + 120% Teuerungszuschlag. 


ROHRBERG, ALBERT, Theorie und Praxis des logarithmischen Rechenschiebers. 2. 
verb. u. erweit. Aufl. (Math.-Phys. Bibliothek, hrsg. v. Lietzmann & Witting. 
23.) — IV +51 pp. 8. 1919. Kart. 50 öre + 120% Teuerungzuschlag. 


Rotue, RupoLr, Darstellende Geometrie des Geländes und verwandte Anwen- 
dungen der Methode der kotierten Projektionen. 2. verb. Aufl. (Mathema- 
tisch-Physik. Bibliotek, hrsg. v. Lietzmann & Witting. 35/36.) — VI + 92 pp. 
8. 1919. Kart. 1 Kr. + 120% Teuerungszuschlag. 


Runge, C., Graphische Methoden. 2. Aufl. Mit 94 Fig. (Sammlung Math.-Physi- 
kalischer Lehrbücher, hrsg. von E. Jahnke, 18.) — 130 pp. 8. 1919. Kart. 
Kr. 1:40 + 120 % Teuerungszuschlag. 


Einleit. Graphisches Rechnen. Graphische Darstellung d. Funktionen einer 0d. 
mehrerer unabhängiger Veränderlichen. Graphische Methoden d. Differential- u. Integral- 
rechnung. 


SCHAU, A., Festigkeitslehre. 2. Aufl. (Aus Nat. u. Geisteswelt. 829.) — 111 pp. 
8. 1921. M. 20:40 kart; 26:40 geb. (Kr. 1:35 — 1:70) + 120 % Teuerungs- 
zuschlag. 


_ Einleit. Zug- u. Druckfestigkeit. Schub- u. Scherfestigkeit. Biegungsfestigk. Tor- 
sions- od. Verdrehungsfestiek. Knickfestigk. Zusammengesetzte Festigkeit. Exzentri- 
scher Druck. Biegung u. Knickung. 


SCHAU, A., Statik. 2. Aufl. (Aus Natur u. Geisteswelt. 828.) — 110 pp. 8. 1921. 
M. 20:40 kart.; 26:40 geb. (Kr. 1:35—1:70) + 120 % Teuerungszuschlag. 


Einleit. Zusammensetzung, Zerlegung u. Gleichgewicht v. Kräften. Anwendung d. 
statischen Gesetze auf die Baukonstruktionen. 


SCHLESINGER, LUDWIG, Raum, Zeit und Relativitätstheorie. Gemeinverständliche 
Vorträge. (Abhandlungen u. Vorträge aus d. Gebiete d. Mathematik, Natur- 
wiss.. u. Technik. H. 5.) — 40 pp. 8. 1920. Geh. 70 öre + 120% Teue- 
rungszuschlag. 


Einleit. Graphische Fahrpläne. Galileisches Relativitätsprinzip. Michelsonscher 
Versuch. Lorentzsche Verkürzung u. Lorentztransformation. Konstanz d. Lichtgeschwindig- 
keit. Neues Gesetz f. die Zusammensetz. d. Geschwindigkeiten. Fizeauscher Versuch. 
Lorentz-Einsteinsches Relativitätsprinzip. Dreidimensionaler Raum. Auffassung v. Ein- 
stein u. Minkowski. Mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. Gauss’sche Lehre v. d. 
Flächen. Verbiegung. Krümmung. Linienelement. Riemanns Verallgemeinerung. Unzu- 
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länglichkeit d. Lorentz-Einsteinschen Relativitatsprinzips. Schwerefeld. Aquivalenzprinzip 
u. allgem. Relativitätsprinz. Allgem. Raum-Zeitmannigfaltigkeit. Ihre Bestimm. durch 
Gravitatiouspotentiale. Bestät. durch Erfahrung. Schlussbemerk. | 


SCHUSTER, M., Geometrische Aufgaben und Lehrbuch der Geometrie nach kon- 
struktiv-analytischer Methode. Herausgegeben von W. Lietzmann. 


Ausg. A: für Vollanstalten. 2:er Teil: Trigonometrie. 2:e, verm. u. verb. Aufl. 
mit einer lithogr. Tafel. VIII + 118 pp. 8. 1911. 75 öre + 120% Teue- 
rungszuschlag. | 

Rechtwinkl. Dreieck. — Anw. des rechtw. Dreiecks. — Allg. Dreieck. — Anw. 
des allg. Dreiecks. — Goniometr. — Anw. d. Goniom.; schwierigere Aufg. — Dreisei- 
tige Ecke u. Kugeldreieck. — Anw. d. rechtw. Kugeldreiecks in Erd- u. Himmelsk. — 
Anw. d. allg. Kugeldreiecks in Erd- u. Himmelsk. — Überblick über die Gesch. d. 
Trigonom. — Tafeln. — Masszahlen. 


Ausg. A: für Vollanstalten. 3:er Teil: Stereometrie. 3:e Aufl. Mit zwei Figuren- 
tafeln. VI+ 100 pp. 8. 1918. 65 öre + 120 % Teuerungszuschlag. 


1. Unterstufe: Würfel, Prisma, Zylinder. — Pyramide u. Kegel. — Kugel. — 
2. Oberstufe: Allg. Sätze über räuml. Grössen. — Wiederholungs- u. Ergänz. Aufgaben. 
Einf. trigonom. Bezieh. — Weiteres über die Kugel. — Allgemeinere Körperformen. — 
Regelm. Körper. — Anw. d. Algebra auf die Stereom. — Tafeln. . 


Ausg. B: Planimetrie für Progymnasien und Realschulen 4:e Aufl. Mit 2 Tafeln. 
VIII + 118 pp. 8. 1918. 55 öre + 120% Teuerungszuschlag. 


Raumgrössen. — Winkel. — Dreieck. — Gleichschenkl. Dreieck. — Viereck. — 
Örter u. Kongruenzsätze. — Kreis. — Kreisvielecke. — Flächengleichheit. — Inhalts- 
berechnung. — Streckenverhältnisse. — Verhältnisse am Dreieck u. am Kreise. — 
Ähnlichkeit. — Regelm. Fig., Kreisberechn. — Anw. d. Alg. auf d. Geom. — Kon- 
struktionsaufg. mit algebr. Analysis. | | 


SEVERI, FRANCESCO, Vorlesungen über algebraische Geometrie. Geometrie auf 
einer Kurve, Riemannsche Flächen, Abelsche Integrale. Berechtigte deutsche 
Übersetzung von EUGEN LörrLer. Mit einem Einführungswort von A. BRILL. 
Mit 20 Fig. — XV + 408 pp. 8. 1921. Geh. M. 231 (Kr. 15); geb. Kr. 16: 30 
+ 120 % Teuerungszuschlag. 


Einleit. Lineare Systeme ebener Kurven. Sätze v. Lüroth u. v. Bertini. Rationale 
u. Cremonasche Transformationen zwischen Ebenen. Auflös. d. Singularitäten er. ebenen 
algebraischen Kurve. Die linearen Scharen auf er. algebraischen Kurve. Geschlecht 
er. Kurve. Der Noether’sche Fundamentalsatz u. seine Anwend. in d. Theorie der line- 
aren Scharen. Korrespondenzen zwischen d. Punkten einer od. zweier algebraischer 
Kurven. Moduln er. Kurve von Geschlecht p. Die algebraischen Funktionen als analyt. 
Funktionen. Riemann’sche Flächen. Abel’sche Integrale. Abel’sches Theorem u, seine 
Folgerungen. Reduzible Abel’sche Integrale. Anhang: Ub. Zerlegbarkeit d. algebra- 
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ischen Bedingungen u. üb. Dimension er. Bedingung. Ub. Verhalten der ersten Polaren 
in. d. mehrfachen Punkten er. gegebenen ebenen Kurve. Weiteres üb. Verhalten d. erst. 
Polaren u. üb. die Formel, die das Geschlecht mittels der Ordnung der Kurve u. ihre 
Singularitäten ausdrückt. Üb. Bedingungen, unter denen eine Kurve in er. vorgeschrieb. 
Gruppe von Punkten gegebene Singularitäten besitzt. Normalform der eben. hyperellip- 
tischen Kurven. Mannigfaltigkeit der eben. Kurven von ‘gegebenen Geschlecht, Berech- 
nung der Anzahl der Moduln, Riemann’sches Existenztheorem. Klassifikation der Raum- 
kurven u. Überraumkurven, Berechnung der Mannigfaltigkeitsstufe der zu er. gegebenen 
Kurve gehörigen linearen Scharen, Normalkurven des Geschlechts p. Algebraische Kurven 
vom Geschlecht p > 1 mit birationalen Transformationen in sich. Transzendente Moduln 
er. Kurve vom Geschlecht p. Namenverzeichnis. Sachverzeichnis. 


WIELEITNER, H., Die sieben Rechnungsarten mit allgemeinen Zahlen. 2., durch- 
ges. Aufl. (Math.-Phys. Bibliothek hrsg. v. Lietzmann & Witting. 7.) — 
55 pp. 8. 1920. Kart. 50 öre + 120 % Teuerungszuschlag. 


Wittinc, ALEXANDER, Einführung in die Infinitesimalrechnung. 1: Die Differen- 
tialrechnung. 2 Aufl. (Math.-Phys. Bibliothek, hrsg. v. Lietzmann & Witting. 
9.) — 52 pp. 8. 1920. Kart. 50 öre + 120% Teuerungszuschlag. 


Vereinigung Wissenschaftlicher Verleger. 
Berlin, W. 10. 
BACHMANN, PAUL, Grundlehren der neueren Zahlentheorie. 2., verb. Aufl. Mit 


einem Gedächtnisworte hrsg. von ROBERT HAUSSNER. (Göschens Lehrbü- 
cherei, Gruppe 1: Bd. 3.) — XVI + 252 pp. 8. 1921. Geh. Kr. 12: 50. 


Der rationale Zahlenkörper: Von d. Teilbarkeit d. ganzen Zahlen. Von d. Kon- 
gruenz d. Zahlen. Von d. quadratischen Resten. Die Linearform f = ax + by. Die 


quadrat. Formen. — Der quadratische Zahlenkörper: Zahlen, Moduln, Ideale des Kör- 
pers. Einheiten d. quadratischen Körpers. Teilbarkeit im quadrat. Körper. Ideale u. 
Gitterzahlen. 


BAUMGARTNER, LUDWIG, Gruppentheorie. (Samml. Göschen 837.) — 120 pp. 8. 
1921. Geb. Kr. 1:25. 


Einführung in d. Gruppenbegriff. Der Gruppenbegriff in d. Geometrie. Die end- 
lichen Gruppen. Die unendlichen Gruppen. 


EnssLin, Max, Elastizitätslehre für Ingenieure. I: Grundlagen und Allgemeines 
über Spannungszustände, Zylinder, Ebene, Platten, Torsion, Gekrümmte 
Träger. Mit 65 Abb. 2:e, verb. Aufl. (Smlg. Göschen 519.) — 147 pp. 8. 
PR Krr1:25, 


FISCHER, PAUL B., Determinanten. 2., verb. Aufl. (Smlg. Göschen 402.) — 136 
Dpe 18: F192 18. Kr9125: 
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Wie gelangte man z. Begriff d. Determinanten? Histor. Betrachtungen. Exkurs 
in d. Gebiet d. Kombinatorik. Bezeichnungsweise durch doppelte Indizes. — Definition 
d. Determinanten. Hauptsätze d. Determ. mit einig. Folgerungen. Unterdeterminanten 
im enger. Sinne. Unterdeterminanten im weiter. Sinne. Multiplikationstheorem. — 
Lineare Gleichungen. Lin. Substitutionen. Geometrische Anwend. — Berechnung eini- 
ger spez. Determinanten. Vandermondesche Determin. Reziproke Determin. Symme- 
trische, schiefsymmetr. u. pseudosymmetr. Determinanten. Funktionaldetermin. 


Haas, ARTHUR, Einführung in die theoretische Physik mit besonderer Berück- 
sichtigung ihrer modernen Probleme. 2. Bd. Erste u. zweite Aufl. Mit 30 
Abbild. — VI + 286 pp. 8. 1921. Geh. Kr. 11:30. 


Theorie d. Spektren: Lichtquanten. Anwend. d. Quantenprinzips auf period. Be- 
wegungen. Bohrsche Modell d. Wasserstoffsatoms. Spektralformel von Bohr. Linien- 
spektren d. Wasserstoffs u. d. Heliums. Spektroskopische Bestimmung d. physikal. 
Fundamentalkonstanten. Mitbewegung d. Atomkerns. Feinstruktur d. Spektrallinien. 
Erweiterung d. Bohrschen Atommodells. Zentrale Serien (Röntgenspektren). Periphere 
Serien (optische Spektren). Rotations- u. Bandenspektrum. Kernmodell als Umkehrung 
d. Atommodells. — Theorie d. Grundstoffe: Natürliche Reihe d. Grundstoffe. Valenz. 
Chemische Periodizität. Affinität u. Molekelbildung. Isotopie. Verschiebungsgesetz d. 
Grundstoffverwandlungen. Zerlegung u. Struktur d. Grundstoffkerne. — Statistik: Sta- 
tistische Wahrscheinlichkeit. Verteilungsmodul. Kanonische Verteil. d. Energie. Gleich- 
gewicht u. Ausgleich. Homogenes System. Kreisprozess. Gleickverteilungssatz. Prinzip 
v. Rayleigh u. Jeans. Statistisches Gleichgewicht es. schwing. Systems. Thermodyna- 
mik: Temperaturskala. Kalorimetrie. Beide Hauptsätze d. Thermodynamik. Irreversi- 
bilität. Freie Energie u. das thermodynam. Potential. Zustandsänderungen es. homo- 
gen. Systems. Versuch v. Thomson u. Joule. Koexistenz d. Phasen. Vollkommene 
Gase. Zustandsgleichung v. van der Waals. Spezifische Wärme fester Körper. Wärme- 
satz v. Nernst. Hohlraumstrahlung. Strahlungsgesetz v. Planck. — Relativitätstheorie: 
Versuch v. Michelson. Relativitätsprinzip v. Einstein. Lorenz-Transformation. Rela- 
tivität d. Zeit- u. Längenmasses. Zusammnnsetzung d. Geschwindigkeiten. Versuch v. 
Fizeau. Dopplersches Prineip u. Aberration d. Lichtes. Weltlinie u. Eigenzeit. Rela- 
tivistische Dynamik. Träge Masse d. Energie. Materietensor.: Viererstrom u. elektro- 
magnetischer Feldtensor. — Theorie d. Gravitation: Gravitationsgesetz als Verallgemei- 
nerung d. Beharrungsgesetzes. Metrischer Fundamentaltensor. Geodätische Linie. Rie- 
mannscher Tensor. Einsteinsches u. Newtonsches Gravitationsgesetz. Räumliche u. 
zeitliche Metrik im Gravitationsfelde. Empirische Bestätig. d. Einsteinschen Gravita- 
tionstheorie. Grösse u. Masse d. Universums. — Anhang. 


Haas, ARTHUR, Das Naturbild der neuen Physik. Mit 6 Fig. — 115 pp. 8. 
19320. Kr. 1018: 
Elektromagnetische Theorie d. Lichtes. Molekularstatistik. Elektronentheorie. 
Relativitätstheorie. Quantentheorie. Anm. Chronolog. Übersicht. 


Hayasxi, Keticut, Fünfstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie 
der Funktionen e* und e=* mit den natürlichen Zahlen als Argument. — 
1824DDr 68.181021: 
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JUNKER, Fr., Höhere Analysis. T. 1: Differentialrechnung. Mit 167 Übungsbei- 
spielen u. 67 Fig. 3., verb. Aufl. (Smlg. Göschen 87.) — 204 pp. 8. 1921. 
Krs 15/25) 


Vorbereitung z. Differentialrechnung. — Differenzen, Differentiale u. Ableitungen 
erst. Ordnung. Ableitungen u. Differentiale höher. Ordn. Anwend. d. Differentialrech- 
nung zur Ermittlung d. Grenzwerte unbestimmter Formen. Konvergenz u. Divergenz 
der Reihen. Reihenentwicklung d. Funktionen. Maxima u. Minima der Funktionen. 
Anwend. d. Differentialrechnung auf d. ebene Geometrie. Anwend. d. Differentialrechn. 
auf d. Geometrie des Raumes. Anwend. d. Differentialrechn. auf d. Mechanik. 


KoMMERELL, V., & KoMmMERELL, K., Allgemeine Theorie der Raumkurven und 
Flächen. Bd. 1. 3. Aufl. (Smlg. Schubert 29.) — VIII + 184 pp. 8. 1921. 
Geb. Kr. 8: 75. 


Raumkurven: Gleichungen. d. Raumkurve. Schraubenlinie d. Kreiszylinders. Bogen- 
element, Tangente u. Normalebene er. Raumkurve. Schmiegungsebene, Krümmungskreis, 
sphär. Abbildung d. Raumkurve. Das die Raumkurve begleit. Dreikant. Krümmungs- 
mittelpunkt. Torsion od. zweite Krümmung. Formeln v. Frenet. Schmiegungskugel. 
Anwend. auf d. Schraubenlinie d. Kreiszylinders. Natürl. Gleichungen er. Raumkurve. 
Herleitung er. Kurve aus gegeb. Eigenschaften. Raumkurven u. abwickelbare Flächen. 
Abwickelb. Flächen, erzeugt durch d. Ebenen d. begleit. Dreikants. Evoluten u. Evol- 
venten. Minimalgeraden, Minimalkurven. Übungsaufgaben. — Untersuchung er. Fläche 
in d. ersten Form F(x, y, 2) = 0. 


KoMMERELL, V., & KoMMERELL, K., Allgemeine Theorie der Raumkurven und 
Flächen. Bd. 2. -- 3. Aufl. Mit 13 Fig. (Smlg. Schubert 44.) — 196 pp. 
8, 1921. Geb. Kr. 8:75. 


Fundamentalgrössen erster Ordnung. Linienelement. Oberflächenelement. Tangen- 
tialebene. Flächennormale. Fundamentalgrössen. 2. Ordn. Weitere Relationen. Konjug. 
Richtungen. Asymptotenlinien, Kriimmungslinien. Hauptkrümmungsradien. Sphärische 
Abbild. Ebenenkoordinaten. Zentraflächen. Parallelflächen. Transformation d. Para- 
meter. Anwend. auf Rotations- u. Schraubenflächen. Minimallinien. Isometrische Lin. 
Isometrische Parameter. Abbild. zweier Flächen. Konforme Abbild. Beispiele f. konf. 
Abbild. Flächentreue Abbild. Deformation d. Flächen. Beispiele f. d. Deformation. 
Geodätische Linien, geodät. Koordinaten. Liouville’sche Flächen. Differentialgleichung 
d. geodät. Linien in d. Gauss’schen Form. Totalkrümmung es. geodät. Dreiecks. Mai- 
nardische (Codazzische) Gleichungen. Bonnetscher Satz. Herleit. v. Flächen m. gege- 
benen Eigenschaften. Allg. Flächenkurve. Differentialparameter. Anwend. d. Differen- 
tialparameter auf Kurven u. Kurvensysteme, auf d. Deformation d. Flächen. Übungs- 
aufgaben. 


PERRON, ÖSKAR, Irrationalzahlen. (Göschens Lehrbücherei. Gruppe I, Bd. 1.) — 
VIII + 186 pp. 8. 1921. Geh. Kr. 12: 50. 


Rationale Zahlen. Definition d. Schnittes. Die drei Arten v. Schnitten. Grössen- 
ordn. vy. Schnitten. Summe zweier Schnitte. Differenz zweier Schnitte. Produkt zweier 
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Schnitte. Quotient zweier Schnitte. Der Archimedische Satz. Die irrationalen Zahlen. 
Absoluter Betrag. Die Zahlenlinie. Streckenmessung. — Untere u. obere Grenze einer 
Zahlenmenge. Häufungszahl u. Häufungspunkt. Oberer u. unterer Limes er. Folge. 
Grenzwert er. Folge. Konvergente Folgen. Unendliche Reihen u. Produkte. Histori- 
sches z. erst. u. zweiten Kap. — Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten, mit ratio- 
nalem Exponenten, mit irration. Exponenten. Lehrsätze üb. Potenzen. Logarithmen. 
Logarithmentafeln. Natürl. Log. Grenzwerte f. e? u. log y. Exponentialreihe. — 
Systematische Brüche. Periodizität. Kettenbrüche. Vorbemerk. Entwickl. er. Zahl in 
einen regelmäss. Kettenbruch. Period. regelmässige Kettenbrüche. Regelmässiger Ket- 
tenbruch f. d. Zahl e. Cantorsche Reihen. Reihen v. Lüroth u. Engel. Cantorsche 
Produkte. — Approximation irrationaler Zahlen durch rationale. Algebraische u. trans- 
zendente Zahlen. 


Runge, C., Praxis der Gleichungen. (Göschens Lehrbücherei, Gruppe I, Bd. 2.) 
— 172 pp. 8. 1921.” Geh. Kr. 7:50. 


Lineare Gleichungen. Nichtlineare Gleichungen mit er. Unbekannten: Lösung 
nach tabellarische Berechn. nach der Newtonschen Methode. Iterationsverfahren. An- 
wend. auf die Umkehrung er. Reihe. — Nichlineare Gleichungen m. mehrer. Unbekann- 
ten: Newtonsche Methode in d. Falle mehrer. Unbekannten. Auffindung d. ersten Nähe- 
rungswerte. Einführ. neuer Veränderlicher. Iterationsverfahren. Anwend. auf lineare 
Gleich. — Berechn. er. ganzen rationalen Funktion aus d. Koeffizienten. Berechn. aus 
er. Anzahl gegebener Werte. Auffindung d. Anzahl der reellen Wurzeln. Berechn. d. 
reellen Wurzeln. Graphisches Rechnen. Anwend. d. Additionslogarithmen. Trinomische 
Gleich. Graeffes Verfahren zur Berechn. d. Wurzeln. Sturmscher Satz. 


SCHMID, THEODOR, Darstellende Geometrie. Bd. 2. (Smlg. Schubert 66.) — 315 pp. 
8. 1921. Geb. Kr. 8: 25. 


Schiefe Projektion. Stirnlage d. Achsensystemes (Kavalierperspektive). Geänderte 
Lage d. Achsensystemes. — Zentralprojektion. Charakteristische Zweispurensystem 
(Freie Perspektive). Beziehung auf ein Achsensyst.; Zweibildersyst. (Angew. Perspek- 
tive). — Drehflächen zweit. Grades. Dreh- u. Robrflächen, insbes. Ringfläche. Schnitt- 
aufgaben. Berührungsaufg. — Schraubenflächen u. windschiefe Regelflächen. Flach- 
gängige Schraubenfläche od. Wendelfläche. Scharfgängige Schraubenfläche. Regel- u. 
Kreis-Schraubenflächen. Algebraische windschiefe Regelflächen. — Geländedarstellung 
u. Kartenprojektion. 


WANGERIN, A., Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. Bd. 2. (Smlg. 
Schubert 59.) — VIII+286 pp. 8. 1921. Geb. Kr. 15. 


Wichtigsten Eigenschaften d. Kugelfunktionen. Transformation d. Laplaceschen 
Differentialausdrucks auf belieb. orthogon. Koordinaten. Einfache Kugelfunkt. erster 
Art. Differentialgleich. d. Kugelfunktionen u. d. Kugelfunktion zweiter Art. Zugeordnete 
Kugelfunkt. Kugelfunkt. m. zwei Veränderlichen. Entwicklung nach Kugelfunkt. — 
Potential er. Kugelfläche bei belieb. Massenverteilung. Potential er. räumlichen, v. 
konzentrischen Kugeln begrenzten Masse. Satz v. d. äquivalenten Massentransposition. 
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Ableit. d. Lösung d. Randwertaufgabe aus d. Laplaceschen Gleich. Anwend. auf d. 
Greensche Funktion d. Kugel. Zweite Randwertaufg. f. d. Kugel. Elektrizitätsverteilung 
auf er. leitend. Kugel od. Kugelschale. Anwend. d. Methode d. Transformation durch 
reziproke Radien in d. Potentialtheorie. — Verlängertes Rotationsellipsoid. Abgeplat- 
tetes Rotationsellipsoid. Exzentrische Kugeln. — Einige allgem. Sätze üb. d. Poten- 
tial v. Massen. Lösung d. Randwertaufgaben mittels d. Greenschen Funktion. Dirich- 
letsche Prinzip nebst Folgerungen. C. Neumannsche Methode d. arithmetischen Mit- 
tels. Zurückführung d. ersten Randwertaufgabe auf eine Integralgleichung. 


Librairie Vuibert. 


Paris. 


AUBERT, P., & PAPELIER, G., Exercices de calcul numérique. T. 1. A l’usage 
des élèves de mathématiques ... — 186 pp. 8. 1920. Fr. 12: —. 


Calculs arithmétiques: Operations abrégées. Approximations numériques. Methode 
de Guyou. — Calculs logarithmiques: Expressions algébr. et exponentielles. Expressions 
et équations trigonométr. Resolution d. triangles. Exercices divers. 


Nocuzs, R., Cours de Mathématiques spéciales sous forme de problèmes. (Algèbre 
et analyse. Trigonométrie. Géométrie analytique. Mécanique. Géométrie 
descriptive.) — 394 pp. 8. 1919. Fr. 15, plus 25% majoration. 


Division d. polynomes ordonnes. Plus grand commun diviseur et plus petit commun 
multiple. Formule de Bezout. Analyse combinatoire. Formule de binome. Determi- 
nants. Equations de prem. degré. Exposants fractionnaires. Nombres complexes. Séries. 
Dérivées et différentielles. Variation d. fonctions. Développements en séries entières. 
Séries entières. Infiniment petits. Limites. Formes illusoires. Fonctions hyperboliques. 
Fonctions d’une variable imaginaire. Décomposition d. fractions rationnelles. Equations 
algébr. Théorémes de Descartes, de Rolle. Intégrales indéfinies. Differentielles binomes. 
Intégrales définies. Valeurs moyennes. Applications géometr. Rectifications. Equations 
diff. du prem. ordre. Equations diff. du sec. ordre. Courbes telles que. Trajectoires 
orthogonales. — Trigonométrie plane. Trigonométrie sphérique. — Géométrie analyt. 
dans le plan: Construction d. formules. Points. Droites. Cercles. Divisions et fais- 
ceaux homographiques, en involution. Lieux géométriques. Enveloppes. Courbure. 
Courbes. Coordonnées polaires. Coniques. — Géométrie analyt. dans l’espace: Coordon- 
nées. Plans et droites. Sphères. Cönes et cylindres. Surfaces de révolution. Conoïdes. 
Surfaces div. Quadriques. Courbes gauches. Courbes planes dans l’espace. Surfaces. 
— Cinématique. Dynamique. Statique. Equilibre. — Géométrie descriptive: Droites 
et plans. Sphères. Cönes et cylindres. Intersection de cônes et cylindres. Surfaces 
de révolution. Surface gauche de révolut. Paraboloide hyperbolique. Hyperboloide 
à trois axes inégaux. Ellipsoïde à trois axes inégaux, Intersection de deux quadriques. 
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Wiener Volksbuchhandlung Ignaz Brand. 
Wien 6. 


ADLER, FRIEDRICH, Ortszeit, Systemzeit, Zonenzeit und das ausgezeichnete Be- 
zugssystem der Elektrodynamik. Eine Untersuchung über die Lorentzsche 
und die Einsteinsche Kinematik. — XVI+237 pp. 8. 1920. 


Andeutung d. Hauptgesichtspunkte der Untersuchung. Ableitung d. Transforma- 
tionsgleichungen, ausgehend v. d. Voigtschen Ortszeit. Einige element. Bemerkungen. 
üb. d. Messmethoden d. Länge, Zeit u. Geschwindigkeit. Fehlschlüsse in d. Einstein- 
schen Kinematik u. d. ausgezeichnete Bezugssyst. d. Elektrodynamik. Abgangszeiten. 
Reziproke u. nichtrezipr. Kontraktionen. Gangdifferenz u. Lichtgeschwindigkeit. — 
Einsteinsche Ableitungen d. Transformationsgleichungen. 


Divers. 


Lecat, MAURICE, Bibliographie des séries trigonométriques. Avec un appendice 
sur le calcul des variations. — VI+167 pp. 8. 1921. Frs 25: — (interfol.) 
(Chez l’Auteur. Louvain, Avenue des Alliés, 92. Bruxelles, Avenue Bois 
Cambre, 16.) 


Pref. Liste par ordre alphabétique des noms d’auteurs. Compléments. Table d. 
teceuils périodiques. Classement géographique d. Receuils. Dissertations universitaires. 
Programmes. Nouv. additions. Statistique. Appendice. 


Publications of the United States Naval Observatory. Second Series. Vol. 9, Part 1. 
Results of observations with the nine-inch transit circle 1903—1911. Reduced 
under the direction of W. S. EICHELBERGER. Discussed by W. S. EICHEL- 
BERGER and H. R. MORGAN. 1920. 4 


K. Technische Hochschule zu München. 
Dissertationen: 


ARMSTRONG, GORDON NELSON, Eine Untersuchung der Anwendbarkeit rekurrenter 
Reihen zur Aufsuchung verstecker Periodizitäten. 1913. 


DAUNDERER, ALOIS ANTON, Ueber die in den unteren Schichten der Atmosphäre 
vorhandene freie elektrische Raumladung. 1908. 


Enprös, ANTON, Seeschwankungen beobachtet am Chiemsee. 1903. 


Orc, KARL, Die Bestimmung des Standpunktes und der äusseren Orientierungs- 
elemente in der Photogrammetrie bei bekannter innerer Orientierung. 1909. 


(LOCKER, WILHELM, Geometrische Diskussion der Integrale einer homogenen Dif- 
ferentialgleichung 1. Ordnung 3. Grades. 1915. 
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HAEUSER, JOSEF, Die ebene Kurve dritter Ordnung als Erzeugnis dreier kollinearer 
konjektiver ebener Felder. 1914. 


i Harner, Hans, Deformation einer geradlinigen Fläche unter der Bedingung, 
dass die Erzeugenden Erzeugende bleiben und die Längen einer aequidistanten 
Kurvenschar unverändert erhalten werden. 1914. 


Haag, Hans, Ueber Begrenzungsflächen unendlich dünner Strahlenbündel, deren 
Erzeugende gleiche Neigung zum Mittelstrahl haben. 1909. 


HALLER, STANISLAUS, Untersuchungen der Brennpunktskurve eines Kegelschnitts- 
büschels mit besond. Berücksichtigung der gestaltlichen Verhältnisse. 1903. 


HARTINGER, Hans, Ueber Komplexe, die sich erzeugen lassen durch Kongruenzen 
1. Ordn. 2. Kl., deren Brennlinien auf einer Regelfläche 2 Grades liegen. 1916. 


Heyer Kart, Ueber die Spannungsverteilung auf den Hüllen von Prall-Luft- 
schiffen. 1913. 


HüsscHh, Karu, Untersuchung einer kinetographischen Verwandtschaft bei spe- 
ziellen Schleifschiebergetrieben. 1909. 


KIMMEL, HERMANN, Theorie der Luftschrauben auf aerodynamischer Grund- 
lage. 1912. 


KLEEBERG, RUDOLF, Ueber die Diskriminantenflächen der Gleichungen A + cos x 
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Mutu, Fritz, Ueber solche Koordinatensysteme auf Flächen, bei denen die eine 
Schar von Parameterkurven auf der andern gleiche Stücke abschneidet. 1912. 


NUBER, AMBROS, Untersuchung der Kernkurven spezieller ebener Korrelationen 
und der damit verbund. quadratischen Verwandtschaften. 1912. 


PELZNER, Hans, Ueber involutorische Raumverwandtschaften und solche Trans- 
formationen, bei denen den Ebenen eines Raumes Flächen 4. Ordnung mit 
einem Doppelkegelschnitt entsprechen. 1913. 


Prattiscu, P. Canisius, Untersuchungen üb. Geraden-Punkttransformationen, 
bei denen die zugeordneten Elemente incidieren. 1916. 


PFEIFFER, FRIEDRICH, Ueber die W-Flächen mit der Relation 2(R, —R,) = 
sin 2(R,+R,) zwischen den Hauptkrümmungsradien £, und R,. 1907. 


RıEDER, HEINRICH, Untersuchung einer zweivierdeutigen kinetographischen Ver- 
wandtschaft. 1907. i 


Rorx, Lupwic, Ueber die singulären Stellen des Haupttangentenkurven-Systems 
einer Fläche. 1914. 


ROTHENBERG, SIEGFRIED, Geschichtliche Darstellung der Entwicklung der Theorie 
der singulären Lösungen totaler Differentialgleichungen von d. ersten Ord- 
nung mit zwei variablen Grössen. 1908. 
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Rupez, Ernst, Die Orientierung photogrammetischer Aufnahmen bei vertikaler 
Bildebene unter Benutzung magnetischer Azimute. 

SCHEUFELE, WILHELM, Die Aufgabe der sechs Punkte in der Photogrammetrie. 1907. 


ScHoyv, CarL, Die geschichtliche Entwicklung d. Polhöhenbestimmungen bei den 
älteren Völkern. 1911. 


ScHULZ, JULIUS, Ueber eine von J. L. Lagrange gegebene trigonometr. Inter- 
polationsmethode u. deren Anwend. auf Kosmophysik; 1913. 


SOMMER, OTTo, Mathematisch-geographische u. kosmophysikalische Ansichten von 
Keplers Freund Joh. Brenger. 1914. 

THIERSCH, FRIEDRICH, Die Reflexion eines Parallelstrahlenbündels am Parabo- 
loid. 1914. 

WEIGEL, JAKOB, Ueber die gestaltlichen Verhältnisse d. Integralkurven einer 


Differentialgleichung erster Ordnung zweiten Grades in d. Umgebung eines 
Doppelpunktes d. Diskriminantenkurve. 1912. 


WIESELSBERGER, CARL, Ueber die statische Langsstabilitat der Drachenflug- 
zeuge. 1913. | | 
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Akademiska bokhandeln. 
Uppsala. 


PHALÉN, A., Ueber die Relativität der Raum- und Zeitbestimmungen. (Skrifter 
utg. af K. Humanistiska vetenskaps-samfundet i Uppsala. 21:4.) — 176 pp. 
8. 1922, Kr. 8:—. 
Relativität d. Raumbestimm. i. traditionellen Sinne. Vorstellung v. einem absoluten 
Raum. Relativität d. Raumbestimm. nach d. physikal. Relativitätstheorie. Zeit u. 
Bewegung. 


Felix Alcan. 
Paris. 
BERGSON, HENRI, Durée et simultanéité à propos de la théorie d’Einstein. — 
VIII + 245 pp. 8. 1922. 8 fr. 


La demi-relativité. La relativité compl. De la nature du temps. De la pluralité 
des temps. Les figures de lumière. L’Espace-Temps à quatre dimensions. Remarque finale. 


Boret, E., L’espace et le temps. — IV + 245 pp. 8. 1922. 

De Newton et Poincaré à Einstein. La géométrie et la figure de la terre. L’es- 
pace et le temps en astronomie. La géométrie abstraite et les cartes géograph. La 
continuité et la topologie. Propagation de la lumière. La théorie de la relativité 
restrainte. La théorie de la relativité gén. — La cinématique de la relativité restr. 
Les hypothèses fondam. de la phys. et de la géom. Le continu mathém. et le continu phys. 


ROUGIER, Louis, La structure des théories déductives. Théorie nouvelle de la 
déduction. (Bibliothèque de philosophie contemporaine.) — XV + 136 pp. 
8. 1921. Fr. 7: —. 
Logique du jugement et du raisonnement. Types élémentaires de raisonnement. 
Économie des théories déductives. Mécanisme du développement d’une théorie déductive: 
La démonstration. Nature formelle des théories déductives. 
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Verlag der Arbeitsgemeinschaft deutscher Naturforscher und Philosophen. 
Berlin. 

Mewes, R., Über die spezifische Wärme der gas- und dampfförmigen flüssigen 
und festen Stoffe. (Schriften aus dem Verlage der Arbeitsgemeinschaft 
deutscher Naturforscher und Philosophen. H. 3.) — VIII + 124 pp. 8. 1922. 


Annähernde Unveränderlichk. d. spezif. Wärme d. Gase u. Dämpfe. Spezif. Wärme 
cp bzw. Cy f. gleiche Volumina (c,.7 bzw. ¢y.y). Bezieh. d. spezif. Wärme d. Gase 
u. Dämpfe zu d. Grundgesetzen d. Thermodynamik. Versuche üb. Veränderlichk. d. 
spezif. Wärme d. Gase u. Dämpfe bis zu hohen Temperaturen. Versuche üb. Veränder- 
lichk. d. spezif. Wärme d. Gase u. Dämpfe bei tiefen Temperaturen. Vergleichung u. 
Bewertung d. verschied. Formeln f. d. spezif. Wärme d. Gase u. Dämpfe. Versuche 
üb. spezif. Wärmen d. flüss. u. festen Stoffe. Bezieh. d. spezif. Wärme bei tiefen 
Temperaturen z. spezif. Volumen u. z. brechenden Kraft. Nachtrag üb. Abweichungen 
zwischen Berechn. u. Beobachtung d. spezif. Wärme, 


Attinger Freres, Editeurs. 
Paris & Neuchatei. 


Du Pasquier, L. G., Le développement de la notion de nombre. (Mémoires de 
l’Université de Neuchatel. T. 3.) — VIII + 191 pp. 8. 1921. 


Orig. et psychol. de la numération. Méthodes de la numération parlée. Systèmes 
additifs de numération parlée. Systèmes multiplicatifs de numération parlée. Surunités des 
div. rangs. Numération écrite. Diversité des bases. Le meilleur système de numération. 


J. P. Bachem. 
Köln. 
PoHLE, JOSEPH, Die Sternenwelten und ihre Bewohner, zugleich als erste Ein- 


führung in die moderne Astronomie. 7., verbess. Aufl. Mit einer Karte, 
6 Tafeln und 60 Abbild. im Text. — XI + 453 pp. 8. 1922. | 


Allgem. Gesichtspunkte. Tragweite u. Stand d. Frage. Der Autoritätsbeweis f. d. 
Belebtheit d. Weltalls. Untersuchung v. Meteoriten auf ihre Organismenhaltigk. Spek- 
tralanalyse u. Sternenwelten. Allgem. Resultate d. Spektralanalyse in Bezieh. auf d. 
Bewohnbark. d. Weltkörper. Die neuere Astrophotogr., ihre Erfolge u. Aussichten. 
Unbewohnbark. unserer Sonne. Die Fixsternwelten u. d. Systeme d. Doppelsterne in 
Bezieh. auf d. Wahrscheinlichk. organ. Lebens. Unser engeres Planetensystem i. Tele- 
skop u. Spektroskop mit besond. Berücksichtigung seiner Bewohnbark. Kometen u. 
Nebelflecke. Metaphys. Erwägungen zugunsten d. kosm. Lebens. Die Mehrheit bewohnter 
Welten vor d. Richterstuhl d. Christentums. 


Librairie scientifique Albert Blanchard. 
Paris. 


JUVET, G., Introduction au calcul tensoriel et au calcul différentiel absolu. 
Preface de JACQUES HADAMARD. — [6] + 101 pp. 8. 1922. 
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Vecteurs. Transformations linéaires. Premiere definition des tenseurs. Algèbre 
tensorielle. Formes bilinéaires et quadrat. Géométrie métr. Nouv. définition des ten- 
seurs. Analyse tensorielle. Multiplicité ponctuelle quelconque. Métrique riemannienne. 
Déplacement parallèle d’après M. Levi-Civita. Analyse tensorielle dans un continuum 
riemannien. Bibliographie. 


University of California Press. 
Berkeley. 


SLATE, FREDERICK, The fundamental equations of dynamics and its main coördi- 
nate systems vectorially treated and illustrated from rigid dynamics. (Semi- 
centennial publications of the University of California. 1868—1918.) — 
IX + 233 pp. 8. 1918. 


Introductory summary. The fundamental equations. Reference frames: transfer 
and invariant shift. Some coördinate systems. 


Cambridge University Press. 
Fetter Lane, London E. C. 


Baker, H. F., Principles of geometry. Vol. 2. Plane geometry. Conics, circles, 
non-Euclidean geometry. — XV + 243 pp. 8. 1922. 15 sh. 


Preliminary. Gen. properties of conics. Properties rel. to two points of reference. 
The equation of a line, and of a conic. Restriction of the algebr. symbols. Distinc- 
tion of real and imaginary elements. Properties rel. to an absolute conic. The notion 
of distance. Non-Euclidean geometry. Note 1: Certain elementary configurations, and 
on the compl. figure for Pappus’ theorem. Note 2: On the Hexagrammum mysticum 
of Pascal. Note 3: In regard to the literature for non-Euclidean geometry. Note 4: 
Remarks and corrections of vol. 1. 


Jessop, C. M., Elementary analysis. — 175 pp. 8. 1921. 
Coordinates. The straight line. Change of axes. Oblique axes. The circle. 
Function. Continuity. Limit. The differential coefficient of a function. Differential 
coefficients of the simpler functions. Applic. of the differ. calculus. Integration. An 
integral represents an area. Applic. of the integral calculus. Exponential and hyper- 
bolic functions. Special methods of integration. The gen. conic. 


THOMSON, J. J., Elements of the mathematical theory of electricity and mag- 
netism. 5th ed. — [8] + 410 pp. 8. 1921. 

Gen. principles of electrostatics. Lines of force. Capacity of conductors. Con- 
densers. Specific inductive capacity. Electr. images and inversion. Magnetism. Terrest- 
rial magnetism. Magnetic induction. Electric currents. Magnetic force due to currents. 
Electromagnetic induction. Electr. units: dimensions of electr. quantities. Dielectric 
currents and the electromagnetic theory of light. Thermoelectric currents. Properties 
of moving electric charges. Index. 
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Warson, G. N., A treatise on the theory of Bessel functions. — VIII + 804 pp. 
4. 1922. 70 sh. 

Bessel functions before 1826. Bessel coefficients. Bessel functions. Differential 
equations. Miscell. properties of Bessel functions. Integral representations of Bessel 
functions. Asymptotic expansions of Bessel functions. Bessel functions of large order. 
Polynomials associated with Bessel functions. Functions associated with Bessel func- 
tions. Addition theorems. Definite integrals. Infinite integrals. Multiple integrals. 
Zeros of Bessel functions. Neumann series and Lommel’s functions of two variables. 
Kapteyn series. Series of Fourier-Bessel and Dini. Schlémilch series. The tabulation 
of Bessel functions. 


WHITEHRAD, A. N., The principle of relativity with applications to physical 
science. — XII + 190 pp. 8. 1922. 10 sh. 6 d. 


P. 1. Gen. principles. 2. Physical applications. 3. Elementary theory of tensors. 


Carnegie Institution of Washington. 
Washington. 


Barus, CARL, Displacement interferometry applied to acoustics and to gravita- 
tion. (Carnegie inst. Publication n:o 310.) — VIII + 149 pp. 8. 1921. 

The open Mercury manometer read by displacement interferometry. The inter- 

ferometer U-tube used as an absolute electrometer. Acoustic pressures and dilatations 
chiefly in reservoirs. The pinhole probe for sound pressures. Compression of a sound 
wawe in diapason pipes. Vibration of the telephone plate. Experiments made in the 
endeavor to place the revolving mirror on the interferometor. Torsional measurement 

of variations of acceleration of gravity, by interferences. Pneumatic method of mea- 
suring variations of acceleration of gravity. Gravitational experiments, chiefly with 

ref. to the accompanying radiant forces. Gravitational experiments. Miscell. experiments. 


Clarendon Press. 
Oxford. 
TWEEDIE, Cu., James Stirling. A sketch of his life and works along with his 
scientific correspondence. — XII + 213 pp. 8. 1922. 


P. 1—22: Life of Stirling; p. 23—49: Works publ. by J. Stirling; p. 52—213: 
Stirling scient. correspondence. 


U. S. Coast and geodetic survey. 
Washington. 


Deerz, CHARLES H., & ADAMS, Oscar S., Elements of map projection with 
applications to map and chart construction. [74 figures, 8 folded plates.] 
(Departement of commerce. U. S. Coast and geodetic survey. Special 
publication. N:o 68.) — 163 pp. 4. 1921, 50 cents. 
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1. Analysis of the basic elements of map projection. Representation of the 
sphere upon a plane. Elementary discussion of various forms of projection. 

2. The polyconic projection. The Bonne projection. The Lambert zenithal (or 
azimuthal) equal-area projection. The Lambert conformal conic projection with two 
standard parallels. The Grid system of military mapping. The Albers conical equal- 
area projection with two standard parallels. The Mercator projection. Fixing position 
by wireless directional bearings. The gnomonic projection. 


Friedrich Cohen. 
Bonn. 


GERLACH, J. E., Kritik der mathematischen Vernunft. Mit 7 mathematischen 
Zeichnungen im Text. — 162 pp. 8. 1922. 


Armand Colin. 
Paris. 
GEFFROY, J., Traité pratique de géométrie descriptive. (Coll. Armand Colin. 
N:6 8.) — IL + 191 pp. 8. 1921. 5 fr. 


Le point, la droite, le plan. Méthodes graph. Problèmes rel. aux distances 
et aux angles. Conventions rel. à la visibilité. Polyèdres. Applications prat. des 
methodes graph. 


Librairie Delagrave. 


Paris. 


BouassEe, H., Theorie des vecteurs. Cinématique. Mécanismes. (Bibliothèque 
scientif. de l’ingenieur et du physicien. — XXII + 482 pp. 8. 1921. 

Préf.: Des manipulations et du dessin pédagog. — Théorie des vecteurs. Com- 
position des translations et des rotations. Mouvement d’une figure plane dans son plan. 
Cinématique du solide invariable. Accélération. Mouvement relatif. Courbes roulantes. 
Cames. Serrures. Crémailléres. Engrenages. Trains d’engrenages. Trains epicycloi- 
daux. Systèmes articulés. Joints. Embrayages. Déclics. Encliquetages. Machines à 
calculer et à écrire. Tracé mécanique de cert. courbes. Planimètres. Machines à tisser. 


J. Engelhorns Nachf, 
Stuttgart, 


Gritz, Leo, Die Atomtheorie in ihrer neuesten Entwickelung. Sechs Vorträge. 
33 Abbildungen. 3 Aufl. — VIII + 93 pp. 8. 1921. 7.50 Mk. 
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Gustav Fischer. 
Jena. 
NEUMANN, Ernst RıcH., Vorlesungen zur Einführung in die Relativitätstheorie. 
Mit 39 Abbild. im Text. — VIII + 228 pp. 8. 1922. Mk. 90: —. 
T. 1. Die spez. Relativitätstheorie — 2. Die allg. Relativitätstheorie. 


Teodor Fisher. 
Freiburg i. B. 


HEFFTER, LOTHAR, Was ist Mathematik? Unterhaltungen während einer See- 
reise. 156 pp. 8. 1922. Kr. 2: —. 


Verlagsbuchhandl. Carl Fromme. 
Wien & Leipzig. 


Lupwic, WırH., Lehrbuch der politischen Arithmetik. Mit einem Tabellenheft. 
6:e, unveränd. Aufl. — IV + 198 + 31 pp. 8. 1922. Mk. 385: —. 


T. 1. Zinsen- u. Annuitätenrechnung. 
T. 2. Elemente d. Wahrscheinlichkeits-Rechnung. 
T. 3. Lebensversicherung. 


Gauthier-Villars et Cie. 
Paris. 


D'ALEMBERT, JEAN, Traité de dynamique. 1—2. — XL + 102 pp.; 187 pp. 8. 
1021-67 
1. Lois gén. du mouvement et de l'équilibre des corps. Principe gén. pour 
trouver le mouvement de pluisieurs corps qui agissent les uns sur les autres d’une 
manière quelconque, avec plusieurs applications de ce principe. 
2. Problèmes où l’on montre l’usage du principe précédent. Du principe de la 
conservation des forces vives. 


Barry, E., Géométrie synthétique des unicursales de troisième classe et de 
quatrième ordre. — VI + 98 pp. 8. 1920. 
Aperçu gén. sur les cycloïdes. Propriétés tangentielles de l’hypocycloïde à trois 
rebroussements. Hypocycloide, inverse du cercle inscrit au triangle de ses rebrousse- 
ments. Propriétés div. de l’hypocycloide. Cubique gauche et développable de ses tangentes. 


BECQUEREL, JEAN, Le principe de relativité et la théorie de la gravitation. 
Lecons professées en 1921 et 1922 à l'École polytechnique et au Muséum 
d'histoire naturelle. — IX + 342 pp. 8. 1922. 

P. 1. La relativité restreinte. Notions anc. d'espace et de temps. Recherche 
du mouvement absolu. Le groupe de transformations de Lorentz. Invariance de la 
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vitesse de la lumière. Relativité de l’espace et du temps. L'univers de Minkowski. 
Phénomènes optiques dans les systèmes en mouvement relatif. Le champ électromagnét. 
Dynamique de la relativité. Vérifications expérim. 

P. 2. La relativité généralisée. Gravitation et électricité. Le champ 
de gravitation. La théorie des surfaces de Gauss et son extension à un continuum 
quadridimensionnel. Notions de calcul tensoriel. Théorie de la gravitation et dynamique. 
Le champ électromagnét. Le principe d’action stationnaire. La courbure de l’espace 
et du temps. Union du champ de gravitation et du champ électromagnét. Géométries 
de Weyl et d’Eddington. 


BorEL, E., Méthodes et problemes de la theorie des fonctions. (Collection de 
monographies sur la theorie des fonctions publ. sous la dir. de Emile Borel.) 
EXT +5148 pp. .8., 1922. 


Les domaines et la théorie des ensembles. Les opérations et les développements 
en série. La theorie de la croissance et le role des constantes arbitraires. Les fonc- 
tions de variable complexe, en général, et les fonctions en particulier. 


BOUGUER, PIERRE, Essai d’optique sur la gradation de la lumiére. (Les maitres 
de la pensée scientif.) — XX + 129 pp. 8. 1921. 3 fr. 


Méthodes de mesurer la force de la lumière. De la transparence et de l’opacité. 
Méthode de calculer les forces qu’a la lumière en traversant diff. épaisseurs des corps 
transparents, lorsque les rayons sont sensiblement paralléles. Methodes de calculer les 
forces de la lumière, lorsque le corps lumineux n’est pas à une distance infinie. De la 
diminution que souffre la lumiére en traversant les corps qui ne sont pas de méme densité. 


Brace, WILLIAM, & Brace, W. L., Rayons X et structure cristalline. Trad. 
sur la 3° éd. anglaise, par Mme MG. J. Rivizre. — VII + 209 pp. 8. 
1921. 24 fres. 

Préliminaires. Notions sur la diffraction. Spectromètre à rayons X. Propriétés 
des rayons X, Structure cristalline. Les spectres de rayons X. Étude de la structure 
des cristaux. Relations entre la symétrie cristalline et l’arrangement des atomes. Inten- 
site du phénomène de la réflexion des rayons X. Étude des radiogrammes de Laue. 


Bunt, A., Les théories Einsteiniennes et les principes du calcul intégral. — 
(Extr. du Journal de Mathématiques) 16 pp. 4. 1922. 


CARTAN, E., Sur les équations de la gravitation d’Einstein. (Extr. du Journal 
de mathématiques). — 65 pp. 4. 1922. 


Dostor, G., Éléments de la théorie des déterminants avec application à l’algèbre, 
la trigonométrie et la géométrie analytique dans le plan et dans l’espace, à 
l'usage des classes de mathématiques spéciales. 2° éd. Nouveau tirage, — 
XXXII + 361 pp. 8. 1905. 
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Livre 1. Theorie des determinants: 
Propriétés gen. des déterminants. Combinaison et propriétés des déterminants 
satisfaisant à cert. conditions. Produit de deux déterminants. 


Livre 2. Applic. des déterminants à l’algèbre et à la trigonométrie: 
Résolution d'équations algébr. exprimées en déterminants. Résolution des équations 
linéaires. Les résultants. Applic. des déterminants à la trigonométrie. 


Livre 3. Applic. des déterminants à la géométrie analyt. 

Applic. des déterminants à la géométrie analyt. à deux dimensions. Surfaces des 
polygones. La droite et le plan. Le tétraèdre. Surfaces du second degré. 

Livre 4. Les discriminants et les invariants. 

Les discriminants. Les invariants. 


EINSTEIN, ALBERT, La géométrie et l’expérience. (Trad. française par M. SoLo- 
VINE.) — 19 pp. 8. 1921. 


EINSTEIN, A., La théorie de la relativité restreinte et généralisée (mise à la 
portée de tout le monde). Trad. d’après la 10° éd. allemande par Mie J. 
Rouvière. Avec une préface de M. Émie Bore. (Actualités scientifi- 
ques.) — XIX + 120 pp. 8. 1921. 


Fermat, P., Œuvres. Publ. par les soins de PAUL TANNERY et CHARLES HENRY 
sous les auspices du Ministère de l’instruction publique. Supplément aux 
tomes 1—4. Documents inédits publ. avec. notices sur les nouveaux manu- 
scrits par M. C. DE WaarD. — XXV + 188 pp. 4. 1922. 


Écrit anonyme sur la spirale de Galilée; son attribution à Fermat. Écrit ano- 
nyme inédit sur la chute des graves; son attrib. à Fermat. Points d’inflexion de la 
conchoide de droite. Extraits de la correspond. de Galilée sur la spirale. Methode 
de maximis et minimis: inédit de Fermat; Fermat à Mersenne. Détermination de la - 
quadrature de la roulette ordinaire, des roulettes allongées et accourcies et la construc- 
tion de la tangente à ces roulettes. Exposé par Beaugrand de la méthode de Fermat 
pour tracer les roulettes. Propriété de l’ellipse; manuscrit contemp. de Fermat. Méthode 
»de maximis et minimis»: exposé par Fermat pour Brülart de St. Martin. Extraits 
du Racconto de Torricelli. Extraits de la correspond. de Ricci et Torricelli. Extraits 
de la corresp. de Roberval, Mersenne et Torricelli. Remarques d’Ang. Genocchi sur 
un mscr. de Fermat. Une fausse attribution. Une publication de Frenicle. Variantes 
et notes crit. Indices. 


GALBRUN, H., Introduction à la théorie de la relativité, calcul différentiel absolu 
et géométrie. — X + 457 pp. 8. 1923 [1922]. Fr. 60: —. 

Introduction. Tenseurs covariants et contrevariants. Dérivées tensorielles. Ten- 
seurs du premier et du second ordre. Sur quelques applications du calcul différ. absolu. 
Géométrie d’un espace euclidien à » dimensions. Espaces non euclidiens. Lignes géodés. 
Propriétés du second ordre; le déplacement parallèle d’après M. Levi-Civita. La géo- 
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métrie de M. Weyl. Les espaces de Galilée dans la mécanique rationnelle et dans les 
théories électromagnét. Les principes de la relativité restreinte. — Le Mémoire de 
Minkowski. Quelques remarques sur la cinématique de la relativité. 


GOURSAT, É., Cours d'analyse mathématique. (Cours de la Faculté des sciences 
de Paris.) 3° éd. revue et augm. T. 3. — 702 pp. 8. 1923. 


Intégrales infiniment voisines. Equations de Monge-Ampère. Équations linéaires 
à n variables. Équations linéaires du type hyperbol. Equations linéaires du type 
ellipt. Fonctions harmon. de trois variables. Equation de la chaleur. Résol. des équa- 
tions intégr. par approximations successives. L’équation de Fredholm. Les fonctions 
fondam. Applic. des équations intégr. Calcul des variations. Note sur la représenta- 
tion conforme. | 


Haac, J., Cours complet de mathématiques spéciales. T. 3: Mécanique. — 
VIII + 182 pp. 8. 1922. 12 fr. 


Notions gén. de cinématique. Mouvements ponctuels remarquables. Cinématique 
du corps solide. Principes fondam. de la dynamique. Dynamique du point. Applica- 
tions de la dynam. du point. Notions sur la dynam. des systèmes. Les unités en 
mécanique. Statique. Applications de la statique. 


HALDANE, VICOMTE, Le règne de la relativité. Trad. franç. par HENRY DE 
VARIGNY. — IX + 590 pp. 8. 1922. Fr. 30: —. 

P. 1. Le Problème de la Relativité. Introd. Le domaine de la science. La 
relativité et ce qu’elle signifie. La relativité sous la forme britann. Einstein. La 
relativité dans l'expérience en gén. 

P. 2. La Fondation métaphys. de la relativité. Le soi dans la connaissance. 
Signification en tant qu’entrée dans la réalité. Apparence de réalité. Ordres multiples 
dans la connaissance. 

P. 3. Autres vues sur la nature du réel. Philosophie grecque. Le nouveau 
réalisme. Réalisme et idéalisme. Une critique améric. de Bergson. Le principe hegelien. 

P. 4. L’individu et son environnement. La relation de l’homme à la société. 
L’individu et l'Etat. La relation de l’homme à Dieu. La vie éternelle. Reflexions 
finales. 


Institut international de physique Solvay, Atomes et électrons. Rapports et dis- 
cussions du conseil de physique tenu à Bruxelles du 1° au 6 avril 1921 
sous les auspices de l’Institut international de physique Solvay. Publ. par 
la commission administrative de l’Institut et M. M. les secrétaires du conseil. 


Rapports par H. A. Lorentz, E. RUTHERFORD, M. DE BROGLIE, R. A. MILuiKan, 
H. KAMERLINGH Onnes, P. Weiss, L. Briztovm, W. H. Brace, W. J. DE Haas, N. Borr, 
P. EHRENFEST. 


Kewnne ty, A. E., Les applications élémentaires des fonctions hyperboliques à la 
science de l’ingénieur électricien. — VIII + 153 pp. 8. 1922. 
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... Fonctions hyperbol. réelles. Angles hyperbol. ... Applications des nombres 
complexes au circuit alternatif. La loi d’Ohm généralisée. Des angles complexes et de 
leurs fonctions trigonométr. ... Des lignes chargées régulièrement avec des impédances 
en série. ... Quelques formules trigonométr. comparatives. 


LaPLAce, P. S., Essai philosophique sur les probabilités. 1—2. {Les maîtres de 
la pensée scientifique ... publ. par les soins de M. Solovine.) — XI +103; 
108 pp. 8. 1921. 


La VALLÉE Poussin, CH. J. DE, Cours d’analyse infinitesimale. 4° ed. T.1—2. . 
XI + 434; XV + 478 pp. 8. 1921—22. 

T. 1. Introd. Derivation des fonctions explicites d’une variable. Formule de 
Taylor. Applic. diverses. Fonctions explicites de plusieurs variables. Fonctions im- 
plicites. Changement de variables. Intégrales indéfinies. Méthodes class. d'intégration. 
Intégrales définies. Formules fondam. de la théorie des courbes planes. Formules fondam. 
de la théorie des surfaces et des courbes gauches. Calcul des aires, des arcs et des 
volumes. Evaluation approchée des intégrales définies. Integrales multiples. Séries. 

T. 2. Intégrales généralisées et fonctions d’un paramètre. Intégration des différen- 
tielles exactes. Integrales curvilignes. Integrales culériennes. Introd. à la théorie des 
séries trigonométr. (Généralités sur les équations différ. Existence et propriétés des 
intégrales. Intégration des équations du premier ordre. Equations d'ordre super. au 
premier. Equations différ. simultanées. Equations linéaires aux dérivées partielles et 
aux différentielles totales. Notions sur le calcul des variations et le calcul des diffé- 
rences. Polynomes de Bernoulli. Formules sommatoires. Interpolation. Applications 
géométr. Points singuliers. Contacts. Enveloppes. Lignes tracées sur une surface. 


Limpray, E. M., L’ether actuel et ses précurseurs (simple récit). Préface de 
L. Lecornu. (Actualités scientifiques.) — IX + 141 pp. 8. 1922. 

1. Les esprits, l'esprit ... De Thalès à Platon. Aristote; la premiere école 
d'Alexandrie ... Kepler... — 2. Pesanteur de l’air. Les »gaz». Empedocle... Eck 
de Salzbach. Preuve expérim. de la pesanteur de l'air. Galilée ... Torricelli. Pascal. 
... Dualisme de Descartes... Dualisme de Spinoza. — 3. L’éther de Huyghens. Tour- 
billons de Descartes. Ether lumineux de Huyghens ... Discrédit de la théorie des 
ondulations ... 4. Le phlogistique ... 5. Le calorique ... Laplace et le principe d’équi- 
valence de la chaleur et du travail. 6. L’éther de Fresnel ... L'hypothèse de l’éther 
est-elle inconcevable? Raisons scientif. favorables à l’existence de l’éther. Surface d’onde 
de Fresnel... 7. Actions à distance. Concevabilité des hypothèses ... L'hypothèse de 
l’éther n’est pas inconcevable. Hypothese des quanta. — 8. Le fluide inducteur. 
Faraday et l'induction. Hertz et les hautes fréquences ... La théorie de Maxwell con- 
firme l'hypothèse d’un milieu universel ... 9. L’éther de Lorentz. L’ether d’Einstein. 
... Conclusion. — Note 1. Sur la surface d'onde. — 2. Valeur de la théorie d’Einstein. 


LÉMERAY, E. M., Leçons élémentaires sur la gravitation d’après la théorie d’Ein- 
stein. Cours libre professé à la Faculté des sciences de Marseille pendant 
le quatrième trimestre 1920. (Actualités scientifiques.) — 97 pp. 8. 1921. 
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1. Rappel de quelques propositions d’analyse, de géométrie et de mécanique. — 
2. L'univers; le principe de relativité — 3. La gravitation d’après Einstein. Les 
rayons lumineux. | 


Le Roux, J., Relativite restreinte et géométrie des systèmes ondulatoires. (Extr. 
du Journal de mathématiques). — 51 pp. 4. 1922. 


LEVEUGLE, R., Précis de calcul géométrique. Avec une préface de H. FeHr. — 
— LVI + 400 pp. 8. 1920. 


Introd. Notions gén. sur les nombres complexes. Le point et le spath. La 
forme F,. Produit des formes entre elles. Exercices et applications. Applications 
mécan. des F,. Produit de deux vecteurs. Quaternion. Produits de plus de deux 
vecteurs. Formules gén. Différentiation des vecteurs. Applications à la géométrie et 
à la mécanique. La fonction linéaire et la surface du second ordre. L'opérateur 
d’Hamilton. Le gradient. Dérivée d’un scalar. Application de v à un vecteur. Diver- 
gence et curl. Intégrales multiples. Potentiels Newtoniens. Mouvement d’un solide 
autour d’un point fixe. Notions sur la théorie de l’élasticité. Application à la théorie 
électromagnét. de la lumière. 


Lévy, Paur, Lecons d'analyse fonctionnelle professées au Coliege de France. Avec 
une préface de J. HADAMARD. (Collection de monographies sur la théorie 
des fonctions publ. sous la dir. de E. Borel.) — VI + 442 pp. 8. 1922. 


Fondements du calcul fonctionnel. Equations aux dérivées partielles du premier 
ordre. La notion de moyenne dans le domaine fonctionnel et l'équation de LAPLACE 
généralisée. 


MicHAUD, FÉLIX, L’energetique générale. — VII + 229 pp. 8. 1921. 


L'énergie et ses transformations. Conservation de l'énergie. Le principe de 
conservation de l'énergie. Applic. du principe de conservation de l'énergie. Facteurs 
de l'énergie. Échelles de mesure des facteurs de l’énergie. Applic. des principes de 
conservation des extensités. Passage de l’énergie d’une forme potentielle à une forme 
cinét. ou inversement. Systèmes à une extensité variable. Systèmes à deux extensités 
variables. Systèmes à m extensités variables. Déplacement de l'équilibre. Les machines. 
Groupement des systèmes. Association des machines. 


MicHer, F., & Porron, M., La composition de mathématiques dans l'examen 
d'admission à l’Ecole polytechnique de 1901 à 1921. Exercices d'application 
du cours de mathématiques spéciales (algèbre et analyse, trigonométrie, 
géométrie analytique, mécanique). — XI + 451 pp. 8. 1922. Fr. 40: —. 

1. Solutions développées des problèmes donnés au concours d'admission à l'École 
polytechn. 1901—21. 2. Recueil méthod. des applications immédiates du cours de 
mathématiques spéc. rencontrées dans les compositions de mathématiques données au 
concours d'admission à l'École polytechn. 
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MonGs, GASPARD, Géométrie descriptive. Augmentée d’une théorie des ombres 
et de la perspective, extraite des papiers de l’auteur par BARNABE BRISSON. 
1—2. (Maîtres de la pensée scientifique.) XVI + 144 pp.; 138 pp. 8. 1922. 


Morevx, Tr., Où en est l'astronomie. (Coll. des mises au point). — 294 pp. 8. 
1921. 15 fr. 

Qu'est-ce que le soleil? Les planètes inter. La terre. La lune. L’enigme 
martienne. Les astéroïdes. Jupiter. Le monde de Saturne. Uranus et Neptune. Le 
problème des distances. Les cometes. Les étoiles filantes et les bolides. Les étoiles. 
L'évol. des étoiles et les systèmes stellaires. Les amas stellaires. Les nébuleuses. 


D’OCAGNE, MAURICE, Vue d’ensemble sur les machines à calculer. — 1922. 68 pp. 8. 
Machines arithmét. (sans entraineur, avec entraîneur, complexes). Machines algébr. 


D'OCAGNE, M., Traité de nomographie. Étude générale de la représentation 
graphique cotée des équations à un nombre quelconque de variables. App- 
lications pratiques. 2° ed., entièrement refondue, avec de nombreux com- 
pléments. — XXIV + 483 pp. 8. 1921. 


Représentation dans le cas de deux variables. Représentation par lignes con- 
courantes dans le cas de trois variables. Représentation par lignes concourantes dans le 
cas de plus de trois variables. Représentation par points alignés dans le cas de trois 
variables. Représentation par points alignés dans le cas de plus de trois variables. 
Représentation au moyen d’éléments mobiles. Annexes. 


PAINLEVÉ, P., Les axiomes de la mécanique. Examen critique. — Note sur la 
propagation de la lumière. (Les maîtres de Ja pensée scientifique ... publ. 
par les soins de M. Solovine). — XVII + 111 pp. 8. 1922. 


PETROVITCH, MICHEL, Notice sur les travaux scientifiques de M. Michel Petro- 
vitch (1894—1921). (Académie Royale de Serbie.) — IX + 152 pp. 8. 1922. 


Liste des travaux de M. M. Petrowitch publ. de 1894 à 1921. 
Resumé analyt.: Algèbre, Intégrales définies. Theorie des fonctions. Equations 
différ. Phénoménologie gén. Recherches diverses. 


Picarp, EMILE, La vie et l’oeuvre de Pierre Duhem. — 58 pp. 4.: 1922. 


PICARD, É., Traité d’analyse. 3° éd., rev. et augm. avec la collaboration de 
G. JULIA. T. 1. Intégrales simples et multiples. L’équation de Laplace et 
ses applications. Développements en séries. Applications géométriques du 
calcul infinitésimal. (Cours de la Faculté des sciences de Paris.) — XVII + 
593 pp. 8. 1922. 

P. 1. Intégrales simples et multiples. 
Des intégrales définies. Integrales indéfinies. Intégrales curvilignes. Des inté- 
grales doubles. Des intégrales multiples. 
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P. 2. L’equation de Laplace et ses applications. Développements en séries. 

De l’equation de Laplace. Potentiel et attraction des masses à trois dimensions. 
Des potentiels de simple couche et de double couche, et de leurs applic. à div. problèmes 
d'attraction. Intégration des series; séries entières. Des séries trigonométr. Series 
multiples. 

P. 3. Applications géométr. du calcul infinitésimal. 

Théories des enveloppes; surfaces réglées; congruences et complexes. Théorie du 
contact; courbure. Courbure et torsion des courbes gauches; formules fondam. Des 
courbes tracées sur une surface. Surfaces applicables; représentation conforme; cartes 
géograph. 


Picarp, E., Discours et mélanges. [6] + 294 pp. 8. 1922. 


Vie et œuvre de P. Duhem. Vie et œuvre de Lord Kelvin. Gaston Darboux. 
Le commandant Guyou. Les sciences mathém. en France depuis un demi-siècle. Quel- 
ques réflexions sur la science et l’industrie après la guerre. Hist. des sciences et 
prétentions de la science allem. Vaccination antityphoidique. Conference sur la dépopula- 
tion. L’ceuvre de Henri Poincaré. La science et la recherche scientif. Discours à la 
séance annuelle de l’Acad. des sciences, 19 déc. 1910. Le voyage de »Pourquoi-Pas?». 
Mauricy Levy. L’aviation franc. en 1909. La mécanique class. et ses approximations 
successives. Les œuvres de Galois. Une distribution des prix au Lycée Henri IV. 


PoIREE, J., Méthodes pour résoudre les problèmes de géométrie. 2° éd. rev. et 
ausm. — 70 pp. 8. 1921. 8 fr. 


Inversion et problèmes sur le cercle ... Méthode de similitude ... Méthode des 
lieux géométr. ... Involutions ... Transformations quadrat. 


ROUGIER, L., La matière et l’énergie selon la théorie de la relativité et la théorie 
des quanta. Nouv. éd. revue et augm. — XI + 112 pp. 8. 1921. 


La dualité de la matière et de l’énergie. La masse et le principe de relativité. 
La dynamique électromagnét. La théorie électronique de la matière. L’inertie de 
l'énergie. La pesanteur de l'énergie. La structure de l’énergie. Conclusion. 


SILBERSTEIN, L., Éléments d’algèbre vectorielle et d'analyse vectorielle. Trad. 
de l'anglais par GEORGES Matisse. VIII + 130 pp. 8. 1921. 


THomson, Sir J.-J., Électricité et matière. Trad. de l'anglais par M. SOLOVINE. 
— VIII + 133 pp. 8. 1922. 

Représentation du champ électr. par des lignes de force. Masse électr. et masse 
liée. Effets produits par l’accélération des tubes de Faraday. La structure atomique 
de l'électricité. La constitution de l’atome. La radioactivité et les substances radio- 
actives. 


VIEILLARD, P., Longueurs d’onde et propagation. (Étude théorique de la T. 8. F. 
extérieure.) — XII + 416 pp. 8. 1921. 27 fr. 50 + 100 %. 
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P. 1. Etude sur la vibration des antennes et le calcul des longueurs d’onde. 
Propagation des ébranlements le long des conducteurs. Périodes propres des circuits 
finis ne comportant que des éléments simples. Étude des solutions approchées. Résumé 
des résultats obtenus et comparaison avec des données expérimentales. 

P, 2. Propagation des oscillations. Théorie de la propagation des oscillations 
dans l’espace. Rayonnement. Amortissement. Affaiblissement de la propagation. An- 
tennes d’aéronefs. Antennes de réception. Perturbations dues aux pylônes. Conclusions 
et discussion des principaux résultats obtenus. | 


VILLAT, H., Aperçus théoriques sur la résistance des fluides. (Scientia. Série 
physico-mathématique. N:o 38.) — 101 pp. 8. [1921.] Fr. &: —. 

Rappel des théorèmes et principes gén. Le problème de Dirichlet dans le cercle 
et dans l’anneau. Étude de la résistance opposée par un fluide au mouvement d’un 
solide qu’il baigne. Mouvements discontinus dans un fluide parfait indéfini. Étude de 
l’obstacle anguleux. Courant de largeur finie rencontrant un obstacle. Mouvement d'un 
solide dans un canal. Fluide limité par une paroi fixe. Solutions multiples. 


VILLEY, J., Physique élémentaire et théories modernes. P.1. Molécules et atomes. 
Etats d'équilibre et mouvements de la matière. (Mécanique, statique des 
fluides, chaleur, élasticité et acoustique.) — X + 197 pp. 8. 1921. 


Éléments de mécanique. Équilibre des solides. Conservation de l’énergie. Equi- 
libre et propriétés des liquides. Équilibre et propriétés des gaz. Température et 
quantités de chaleur. Dilatations therm. Changements d'état. Élasticité et acoustique. 
Molécules et atomes. 


ZAREMBA, S., La théorie de la relativité et les faits observés. (Extrait du Journal 
de Mathématiques.) — 37 pp. 4. 1922. 


Jul. Gjellerups Forlag. 


Kjöbenhavn. 


Bour, H., & MoLLERUP, J., Lerebog i matematisk Analyse. 1—3. 327, 682, 
178 pp. 782811920, 21, 22 


1. Elementær-algebr. Undersög. med Anvendelse paa d. analyt. Plangeometri 
og Rumgeometri. 

Indledn. Determinanter og deres Anvendelse. Grundtræk af d. analyt. Plan- og 
Rumgeometri. 

2. Læren om de reelle Funktioner med Anvendelse paa d. analyt. Plangeometri 
og Rumgeometri. 

Indiedn. Kontinuerte Funktioner. Differentiable Funktioner. To Gange diffe- 
rentiable Funktioner. Flere Gange differentiable Funktioner. 

3. Grenseprocesser. 

Inledn. Uendelige Rekker. Uendel. Produkter. Uegentl. Integraler. 
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HJELMSLEV, J., Elementaer Geometri. 1 bog. 2 udgave. — 140 pp. 4. 1921. 
De geometriske grundformer. Geometrien i tegneplanen. Geom. i marken. Lige- 
dannethed. Beregnende geom. Konstruktionslære. 


2. bog 1921. 
3 bog. — 256 pp. 4. 1921. 


Læren om reelle tal. Den geom. maalings teori. Den analyt. plan. Den analyt. 
trigonometri. Geom. steder. Teoretisk konstruktion »ved passer og lineal». Keglesnit. 
Arealmaaling. Brudte linier og polygoner. 


A. Graffs Buchhandlung. 


Braunschweig. 


DzioBEx, O., Lehrbuch der analytischen Geometrie. T. 1. Analytische Geometrie 
der Ebene. 85 Figuren im Text. 3., verb. Aufl. — VIII + 359 pp. 8. 1916. 


T. 2. Analytische Geometrie des Raumes. 36 Figuren im Text. 2. Aufl. — 
VIII + 316 pp. 8. 1921. 


Helwingsche Verlagsbuchhandlung. 


Hannover. 


KiEPERT, L., Grundriss der Differential-Rechnung. Bd 2. Einige grundlegende 
Untersuchungen aus der Algebra und Funktionen von mehreren unab- 
hängigen Veränderlichen. 14:e., vollst. umgearb. u. verm. Aufl. des gleich- 
namigen Leitfadens von M. STEGEMANN. — VIII + 357 pp. 8. 1923 [1922]. 


T. 2. Einige grundleg. Untersuch. aus d. Algebra: Theorie d. komplexen Grössen. 
Wurzeln einer algebr. Gleichung f(x) —0. Numer. Auflösung d. algebr. Gleichungen 
mit reellen Koeffizienten. Asymptoten einer Kurve. Theorie d. Determinanten. 

T. 3. Funktionen v. mehr. unabhängigen Veränderlichen: Differentiation d. Funk- 
tionen - v. mehr. von einander unabhäng. Veränderlichen. Anwendungen auf d. analyt. 
Geometrie d. Raumes. Anwendungen auf d. analyt. Geometrie d. Ebene. Herleitung 
d. Taylorschen Reihe f. Funktionen v. mehr. Veränderlichen. Homogene Funktionen. 
Maxima u. Minima d. Funktionen v. mehr. Veränderlichen. Anhang, 


MÜLLER, C. H., & PRANGE, G., Allgemeine Mechanik. Grundlegende Ansätze und 
elementare Methoden der Mechanik des Punktes und der Punktsysteme. 
Eine Einführung für Studierende der Natur- und Ingenieur-Wissenschaften. 
— X + 551 pp. 8. 1923. 


Einleitung. Kinemat. Grundbegriffe. Die Newtonschen Axiome u. d. Grund- 
gleichungen f. d. Bewegung eines Massenpunktes. Beispiele f. d. Dynamik d. einzelnen 
Massenpunktes. Die geführte Bewegung eines Massenpunktes u. d. Relativbewegung. 
Grundlagen f. d. Mechanik d. Massenpunktsysteme. Ansatz d. Bewegungsgleichungen u. 
Durchführung v. Beispielen. Integration d. Bewegungsgleichungen v. Massenpunktsyste- 
men. Das Vielkörperproblem u. d. starre Körper. Differentialprincipien d. Mechanik. 
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VELTEn, A. W., Einführung in die Theorie der elliptischen Funktionen. T. 1. 
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ROBERT LARSSON. — 113 pp. 8. 1923. Kr. 3: — 


Fôrord. De exakta vetenskapernas metod. Talens historia. Olika slags tal. 
Geometri. Niels Bohrs atomteori. Mänen. Solen. Förmörkelser. 


Vetenskapen och Livet. — No. 6. Dec. 1922. Ärg. VII. 
Esner, H., Fran Nobelpristagarnas arbetsfält. BRILLoviIN, L.. Einsteins teorier 
och deras experimentella bekräftelse. Turrrinc, H., Rotationsrörelsernas relativitet i 
den einsteinska gravitationsteorien. 


1923. Arg. VIII. Pris kr. 1:50: No. 1. Jan. 
Vetenskapens klassiker: Dmitri Mendelejev. 


No. 2. Febr. 
C. Lorpier, Electriciteten avslöjar malmerna i jorden. L. François, Vad man skall 
veta om den trådlösa telefonen. Vetenskapens klassiker: John Dalton. 
No. 3. Mars. 
P. J. GRANVALIER, Praktiska metoder för vattenmängdsmätningar. G. Hovarp, 
Aerodynamikens lagar tillämpade på automobilen. 
No. 4. April. 


E. RIESENFELD, Kvävefrägan och dess betydelse för Sverge. L. Francois, Vad man 
skall veta om den trädlösa telefonen. G. H., Automatisk tidsreglering med elektriska 
vågor. G. Hovarp, Ett aeroplan med variabla vingar. 
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No. 5. Maj. 


J. MARCHAND, Prismakikaren och dess framställning. J. B., Ett underjordiskt 
laboratorium för analysering av tunnelluften. 


No. 6. Juni. 


A. B., Optisk telegrafering med ultravioletta strälar. E. RiESENFELD, Kvävefrägan 
och dess betydelse för Sverge. L. François, Vad man skall veta om den trädlösa 
telefonen. 


No. 7... Juli. 


HERBELIN, A., Röntgenspektra avslöja ämnenas sammansättning. 


No. 8. Aug. 


V. L., Einsteins teori bekräftad. V. L., Jordens och månens utveckling. D£s- 
BORDES, P., Luftens erövring med helikoptären. Bourcgois, A., Trådlös ljustelefon. 


Ginn & Co. 


Boston. 


BEMAn, Wooster WOODRUFF & SMITH, DAVID EUGENE, Famous problems of 
elementary geometry. The duplication of the cube. The trisection of an 
angle. The quadrature of the circle. Author. transl. of F. Klein’s Vorträge 
über ausgewählte Fragen der Elementargeometrie ausgearb. von F. Ticerr. 
— IX +80 pp. 8. 1897. 


ByEerty, W. E., An elementary treatise on Fourier’s series and spherical, 
cylindrical, and ellipsoidal harmonics, with applications to problems in 
mathematical physics. — IX +287 pp. 8. 1893. $ 3.00. 


CRENSHAW, BOLLING H. & Derr, Homer M., Plane trigonometry. — V + 157 pp. 
8. 1923. 


Definitions. Angular measurement. Trigonom. functions of an acute angle. Solu- 
tion of the right triangle. Functions of any angle. Functions of the sum or the 
difference of two angles. Logarithms. Oblique triangles. Tables. 


FIsENHART, L. P., A treatise on the differential geometry of curves and surfaces. 
— XI+476 pp. 8. 1909. $5.00. 


GLENN, OLIVER E., A treatise on the theory of invariants. — X + 245 pp. 8. 
1915. 
Principles of invariant theory. Properties of invariants. Processes of invariant 


theory. Reduction. Gordan’s theorem. Fundamental systems. Combinants and rational 
curves. _Seminvariants. Modular variants. Invariants of ternary forms. 
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GOURSAT, ÉDOUARD, A course in mathemathical analysis. Differential equations 
being part 2 of vulme 2. Transl. by Earle RAYMOND HEDRICK and OTTO 
DUNKEL. — VIII + 300 pp. 8. 1917: $3.50. 


Elementary methods of integration. Existence theorems. Linear differ. equations. 
Non-linear differ. equations. Partial differ. equations. of the first order. 


GRANVILLE, W. A., Plane and spherical trigonometry and four-place tables of 
logarithms. — XI + 264 + 38 pp. 8. 1909. $ 1.84. 


Hawkes, HERBERT E., Higher algebra. — V + 222 pp. 8. 1913. § 1.88. 


Hawees, H. E., Advanced algebra. — XIII + 285 pp. 8. 1905. $ 1.88. 


JEANS, J[AMES] H[opwoop], An elementary treatise on theoretical mechanics. — 
VIII + 364 pp. 8. 1907. $ 3.50. 


Line, G. H., WENTWORTH, G., & SMITH, D. E., Elements of projective geometry. 
(Wentworth-Smith mathematical series.) — VI + 186 pp. 8. 1922. $ 2.80. 


General theory. Applications. Hist. of projective geometry. 


PAGE, LEIGH, An introduction to electrodynamics. From the standpoint of the 
electron theory. — VI + 134 pp. 8. 1922. $ 2.00. 


Introd. Elem. of vector analysis. The principle of relativity. The retarded field 
of a point charge. The simultan. field of a point charge. The dynam. equation of an 
electron. Equations of the electromagn. field. Radiation. Electromagn. fields in material 
media. Electromagnetic waves in material media. 


Peirce, B. O., Elements of the theory of the Newtonian potential function. 3d, 
revised and enlarged ed. — XIII + 490 pp. 8. $4.25. : 


Attraction of gravitation. The Newtonian potential function in the case of gra- 
vitation. The Newtonian potential function in the case of repulsion. Properties of 
surface distributions. Green’s theorem. Vectors. Attraction of ellipsoids. Logarithmic 
potential functions. Elements of the mathemath. theory of electricity. 


Peirce, B. O., A short table of integrals. 2nd rev. ed. — 152 pp. 8. 1910. 


RUTLEDGE, GEORGE, Fundamental topics in the differential and integral calculus. 
— VIII + 252 pp. 8. 1923. $ 2.20. 


Variables, functions, graphs. Continuity of a function & of its graph. Derivate 
of a polymonial; slope of a graph. The sine function & its derivative. The square- 
root function & its deriv. Differentials. Use of the differ. as an approximation to the 
increment in pract. problems. The principle of related rates. Velocity, acceleration. 
Derivation of a product, or quotient. Deriv. of a function of a function, Differential 
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of length; volocity & acceleration vectors. Properties of linear, quadratic, & cubic 
polynom. graphs. The square root of a quadr. polynomial. Maxima & minima pro- 
blems leading to polynomials or to quotients of polynomials. Maxima and minima 
problems leading to other functions than polynomials and quotients of polynomials. 
Summation of differentials; definite integral; area. Length; volume by summation of 
cylindr. »slices». The integration process in general. Summation by substitution. The 
logarithm function. Exponential function. Hyperbolic functions. Inverse circular & 
hyperbolic functions. Derivat. equations. Differ. equations. What is calculus? 


SMITH, Percey F., & LONGLEY, WILLIAM RAYMOND, Theoretical mechanics. (Mathe- 
mat. texts for colleges ed. by P. F. Smith.) — X + 288 pp. 8. 1910. 


WENTWORTH, G., & SMITH, D. E., Academic algebra. (Wentworth-Smith mathe- 
matical series.) — VI + 458 pp. 8. 1913. $ 1.48. 


Woops, F. S., Higher geometry. An introduction to advanced methods in ana- 
lytic geometry. — X + 423 pp. 8. 1922. 


1. Gen. concepts and one-dimensional geometry. 

Gen. concepts. Ranges and pencils. Projectivity. 

2, Two-dimensional geometry. 

Point and line coödinates in a plane. Curves of 2d order and 2d class. Linear 
transformations. Projektive measurement. Contact transformations in the plane. Tetra- 
cyclical coördinates. A spect. system of coördinates, 

3. Three-dimensional geometry. 

Circle codrdinates. Point and plane coördinates. Surfaces of 2d order and of 
2d class. Transformations. The sphere in Cartesian coördinates. Pentaspher. coördinates. 

4. Geometry of four and higher dimensions. 

Line coördinates in three-dimensional space. Sphere coördinates. Fourdimensional 
point coördinates. Geometry of dimensions. 


Jul. Gjellerups Forlag. 
Kobenhavn. 


Bour, NIELs, Om Atomernes Bygning. (Foredrag holdt i Stockholm d. 11. De- 
cember 1922 i Anledn. af Forfatterens Modtagelse of Nobelprisen for Fysik 
for Aaret 1922. Særtryk af Fysik Tidsskrift.) — 44 pp. 8. 1923. 


NÖRLUND, N. E., Videnskabelige Causerier. — 125 pp. 8. 1923. 


De eksakte Videnskabers Methode. Tallenes Historie. Forskellige Slags Tal. 
Geometri. Niels Bohrs Atomteori. Maanen. Solen. Formörkelser. 


SÖRENSEN, 8. P., Opgaver i matematik for gymnasiet. — 30 pp. 8. 1923. 
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Henri Grand. 
Hamburg. 


R1EBESELL, P., Steuermathematik. Die Fehler in den Reichssteuertarifen. Mit 
16 Abbild. im Text. — 32 pp. 8. 1922. 


Harrison & Sons. 
London. 
International research council. 
July 29, 1922. Report of 
pp. 8. 1923. 


Second assembly held at Brussels, July 25th to 
proceedings ed. by ARTHUR SCHUSTER. — (3)+ 145 


Paul Haupt. 
Bern. 


STRASSER, H., Die Grundlagen der Einstein’schen Relativitätstheorie. Eine kri- 
tische Untersuchung. — 110 pp. 8. 1922. 


Einleitung. Unsere Relationsformeln u. d. Lorentz-Einstein’schen Transformations- 


formeln. Konstanz d. Lichtgeschwindigk. Variabilität d. Zeiten u. Längen in d. spez. 


Relativitätstheorie. Angebl. indirekte Beweise f. d. Richtigk. d. Einsteinschen spez. 
Relativitätstheorie. Zusammenfassung. 


Librairie J. Hermann. 
Paris. 


ANDOYER, H., Cours d’astronomie. 


(Faculte des sciences de Paris.) Partie 1. 
Astronomie théorique. 


8e éd. entièrement refondue. — 455 pp. 8. 1923. 
Astronomie théorique. Trigonométrie sphérique. 
Coordonnées et problèmes rel. aux coordonnées. 
Temps. Mouvement diurne. Réfraction astronom. Parallaxe. Aberration. Notions de 
mécanique céleste. Précession et nutation. Positions apparentes des astres. Mouve- 
ment du soleil. Temps. Mouvem. géocentr. des planètes. Mouvem. de la lune et des 
satellites. Eclipses de lune. Eclipses de soleil. Occultations d'étoiles par la lune. 


Passages de Mercure et de Vénus sur le soleil. Détermination d’une orbite képlérienne 
par trois observations rapprochées. Note sur le calendrier. 


Quelques développements en série. 
La terre. Coordonnées astronom. 


BAUER, EDMOND, La théorie de Bohr. La constitution de l’atome et la classifica- 
tion périodique des éléments. Conférence faite le 19 février 1921 et publ. 


avec des compléments sur les travaux récents. (Publ. de la Société de 
chimie-physique 10.) — 52 pp. 8. 1922. 
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Drumavx, PauL, L’évidence de la théorie d’Einstein. — 72 pp. 8. 1923. 


Les incoherences de la physique. La relativité restreinte. La relativité généralisée. 
HUMBERT, PIERRE, Introduction à l’étude des fonctions elliptiques à l’usage des 
étudiants des facultés des sciences. — 38 pp. 8. 1922. 


Formation d’une fonction ellipt. Généralités sur les fonctions ellipt. Propriétés 
des fonctions de Weierstrass. 


POMPIGNAN, ASSIER DE, Note sur le calcul tensoriel. — 32 pp. 8. 1923. 


THOMSON, Sir J. J., Les rayons d'électricité positive et leur application aux 
analyses chimiques. Trad. d’après la 2° éd. anglaise par R. Fric, A. Cor- 
VISY. — X + 223 pp, 9 pl. 8. 1923. 


Rayons d'électricité positive. Propagation rectiligne des rayons positifs. Cathodes 
doubles et creuses. Nature des rayons posit., leur déviation par les forces électr. et 
magnét. Deviation électrostat. d’une particule. Exper. de Wien montrant les déviations 
électr. et magnét. et expér. de l’auteur sur les rayons posit. Exper. à de très basses 
pressions. Methode des cathodes chauffées. Examen crit. des photographies. Particules 
chargées négativement. Atomes portant deux charges posit. ou plus. Groupement des 
vitesses des rayons posit. autour de certaines valeurs déterminées. Etc., etc. 


Otto Hillmann. 
Leipzig. 


ALLIATA, GIULIO, Die neueste Orientierung der Physik. 1. Sinn und Bedeutung 
des Michelsonschen Versuches. 2. Zur Theorie der Elektronenröhre. — 8 pp. 
8. 1923. 


ALLIATA, GIULIO, Die Radioaktivität im Weltbild der Äthermechanik. — 14 pp. 
8. 1923. 


ALLIATA, GIULIO, !Negative Elektronen! (Kritische Betrachtung.) — 16 pp. 8. 1922. 


ALLIATA, GIuLIO, Das Wesen der Kraft und die Einheit des Weltbildes. — 
16 pp. 8. 1922. 


ALLIATA, GIULIO, Die Planetenanomalien im Weltbild der Äthermechanik. — 
16 pp. 8. 1922. 


ALLIATA, GıuLıo, Das Weltbild der Aethermechanik. (Skizze zum Weltbild.) 
Mit 4 Textfiguren. — 56 pp. 8. 1922. 


MOoKRZYCKI, Gustav, Relativisierung des Kausalitätsbegriffes. — 30 pp. 8. 1922. 
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PETRASCHEK, K. O., Der Grundwiderspruch in der speziellen Relativitätstheorie 
und seine Folgen. — 76 pp. 8. 1922. 


RIcHTER-BOZEN, Gustav, Kritik der Relativitätstheorie Einstein’s. — 16 pp. 
8. 1921. 
S. Hirzel. 
Leipzig. 


Koprr, AUGUST, Grundzüge der Einsteinschen Relativitätstheorie. 2., verb. Aufl. 
3 Fig. — 204 pp. 8. 1923. 


Spezielle Relativitätstheorie. Allgem. Relativitätstheorie. 


LENARD, P., Über Äther und Uräther. 2., verm. Aufl. mit einem Mahnwort an 
deutsche Naturforscher. — 66 pp. 8. 1922. 


Bisherige Entwicklung d. Äthervorstellung. Äther u. Uräther. Optische u. elektr. 
Erfahrung. 


STARK, J., Prinzipien der Atomdynamik. Teil 1. Die elektrischen Quanten. 2., 
umgearb. Aufl. — X +95 pp. 8. 1922. 


Prinzip. Methoden d. physikal. Erkenntnis. Atomist. Struktur d. elektr. La- 
dung u. d. elektromagnet. Medien. Die Masse u. d. Durchmesser d. elektr. Quanten. 
Die elektr. Quanten als Bausteine d. chem. Atome. Energie u. Innen-Bewegung elektr. 
(Juanten. 


Hofbauersche Buchhandl. 
Elberfeld. 
MÄRTENS, F., Das Wesen der elektrischen Erscheinungen. Die elektrische Strömung. 


Das elektrische Feld. Erklärt im wahren Sinne einer voraussetzungslosen 
Wissenschaft. — 32 pp. 8. 1922. 


The John Hopkins Press. 
Baltimore. 


Miner, JOHN Rice, Tables of V1 —r? and 1 — 7? for use in partial correlation and 
in trigonometry. — 49 pp. 8. 1922. 


MURNAGHAN, Francis D., Vector analysis and the theory of relativity. — X + 
125 pp. 8. 1922. 


The tensor concept. The algebra of tensors. The metr. concept. The resolution 
of tensors. Integral invariants and moving circuits. The absolute differential calculus. 
Problems in relativity. 


Bibliographie. 17 


Max Jänecke. 
Leipzig. 


Düsıne, K., Einstein’s Relativitätslehre. Allgemein verständlich dargest. — 
63 pp. 8. 1922. 


Allg. Relativität. Geschwindigk. d. Lichtes. Besondere Relat. Folgerungen. Anhang. 


Kabritzsch & Mönnich, Univ.-Verlagsbuchhandl. 


SCHÖN, FRANZ, Unser naturwissenschaftliches Weltbild (Stoff und Energie). Eine 
Einführung in das naturwissenschaftliche Denken und Anschauen als eine 
Grundlage für jedes naturwissenschaftliche Studium. T. 1. Einführung u. 
allgem. Grundbegriffe. — 56 pp. 8. 1920. — T. 2. Das Wesen der Materie 
und der Wärme. — 72 pp. 8. 1922. 


S. Lattes & Co. 


Torino & Genova. 


Bogaïo, T., Calcolo differenziale con applicazioni geometriche. Vol. 1. Funzioni 
di una variabile. — XI+611 pp. 8. 1921. 
Nozioni prelim. Limite super. ed infer. Limite e continuitä delle funzioni. 
Derivate delle funzioni. Tangenti alle curve. Applicazioni analit. Derivate successive. 
Applic. geometr. 


BuraLi-Forri, C., Geometria descrittiva. Vol. 1. XV +170 + 19 tavole; Vol. 2. 
XI+144+ 19 tavole. 8. 1921—22. 
1. Assonometria. — 2. Proiezione quotata. Proiezione. Monge, Prospettiva. 


BuraLi-ForrTi, C., & Boaeto, T., Meccanica razionale. — XII + 425 pp. 8. 1921. 
Introd. Vettori. Omografie vettoriali. Isomerie vettoriali e rotori. 
1. Cinematica. Moto di un punto. Moti finiti dei corpi rigidi. Moti-continui 
e instant. di corpi rigidi. Moti relativi. Applicazioni. 
2. Statica e dinamica. Modello meccanico. Centri di massa e momenti 
d’inerzia. Statice dei corpi rigidi. Curve funicolari. Dinamica dei sistemi materiali. 
Applic. varie. 


InsoLERA, F., Corso di matematica finansiaria. — VIII+ 456 pp. 8. 1923. 
Lire 60: —. 

Parte prelim.: La teoria matemat. della sopravvivenza. Parte gen.: I problemi 
gen. della matematica finanziaria. Parte spec.: Probl. speciali della matematica 
finanziaria. 

Acta Mathematica. 44. Imprimé le 26 novembre 1923. 3 
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Lauppsche Buchhandlung. 
Tübingen. 


ZEHNDER, L., Der Aufbau der Atome aus Uratomen. Vortrag, gehalten in der 
Kantgesellschaft, Ortsgruppe Basel am 12. Dezember 1921. — 23 pp. 8. 1922. 


Casa Editrice »Leonardo da Vinci». 
Roma. | 
MIELI, ALDO, Pagine di storia della chimica. — XXII + 254 pp. 8. 1922. L. 18. 


I periodi della storia della chimica. Le teorie delle sostanze nel periodo filoso- 
fico. Origine e sviluppo dell’ -alchimia. La trasmutazione dei metalli. Gli alchim. 
nel rinascimento. 


Beppo Levi. 


Parma. 


Levi, Beppo, Abbaco da 1 a 20. Il primo libro d’aritmetica. — 60 pp. 4. 


Macmillan & Co. 
London. 


Bryan, G., H., Mathematical tables. — 28 pp. 8. 1922. 


Herman Meusser. 
Berlin. 
SCHLÜTER, H , Die höhere Mathematik eine gemeinverständliche Darstellung der 


Elemente mit 30 Abbild. u. zahlreichen Beispielen. 2., verb. Aufl. — 
bL’pp!# 8.7 1922 


Kasa im. Mianowskicgo. 
Warszawa. 
Poradnik dla samoukow. Wskazowki metodyczne dla studjujacych poszezegölne 


nauki. Wydawnicstwo A. Heflicha i St. Michalskiego z zapomogi kasy 
imenia d-ra J. Mianowskiego. T. 1. Wyd. nowe. — XXXIX +618 pp. 8. 1923. 


Avhandlingar av: S. Michalski, J. Lukasiewicz, Z. Janiszewski, S. Kwietniewski, 
W. Sierpinski, S. Zaremba, S. Mazurkiewicz. 
T. 2. Fizyka, gieofizyka, meteorologja. Wyd. nowe. — 526 pp. 8. 1917. 
Avhandlingar av: M. Smoluchowski, M. P. Rudzki, R. Merecki. 
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T. 3. Matematyka. Uzupetnienia do tomu pierwszego. — VIII+ 188 pp. 8. 1923. 


Avhandlingar av: S. Mazurkiewiez, S. Kwietniewski, S. Zaremba, W. Sierpinski, 
J. Sleszynski, K. Zorawski, W. Przybytowicz. 


Verl. F. Martens. 
Elberfeld. 


MÄRTENS, F., Die Welt als Wirkung strahlender Energien. H. 1—3. — 32+ 
16+64 pp. 8. 1922. 


Natur och Kultur. 
Stockholm. 


HOLLINGWORTH, H. L., & POFFENBERGER, A. T., Tillämpad psykologi ... D. 1. 
IGN DS DE2 0158 ‘pp. 8.' 1923) Krn2,25 


Kant, IMMANUEL, Tanke och hälsa. Om själens makt att genom blotta före- 
satsen bliva herre över sina sjukliga känslor. Utg. av Prof. C. W. HUFELAND. 
Förord av Med. Dr. JAKoB BILLSTRÖM. Till svenska av OLOF RABENIUS. 
2:a uppl. — 62 pp. 8. 1923. 


A.-B. Nordiska Bokhandeln. 
Stockholm. (I distribution.) 


NORDENSON, HARALD, Einsteins relativitetsteori och den fysikaliska verkligheten. 
pp 3,,1922% Kr. "2,50. 
Relativitetsteoriens problemställning. Det Einsteinska tidsbegreppet. Den Ein- 
steinska relativitetsteoriens formler och deras experimentella bekräftelse. 


P. A. Norstedt & Söners Förlag. 


Stockholm. 


CASSEL, GUSTAF, Penningväsendet efter 1914. — V+356 pp. 8. 1922. Kr. 8: 50. 


Guldmyntfotens üvergivande. Tillskap. av artif. köpkraft. Prisstegringen. Ök- 
ningen av kvantiteten betalningsmedel. Aritmet. uttryck för eirkulationsökning o. pris- 
stegr. Varuknapphetens betyd. för prisstegr. Inflationens inverkan pä guldet. Guld- 
spärrningen. Diskontopolitiken. Växelkurserna. Avvikelser fr. köpkraftspariteterna. 
Populära missuppfattningar. Anknytn. t. tidigare växelkursteorier. Inflationen efter 
kriget. Reformprogram. Deflationsfrägan i Sverige. Deflationens fakt. fortgäng o. 
verkningar. Cirkulationens dröjande tillbakagång. Stabiliseringsproblemet. 


HECKSCHER, Ext F., Gammal och ny ekonomisk liberalism. — 99 pp. 8. 1921. 
Kr: 2: —, 
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HENDERSON, H. D., Tillgång och efterfrågan. Med förord av J. M. Knynzs. — 
208 pp. 8:11922-2Kr 400 

Den ekonom. världen. De allm. lagarna f. tillgång o. efterfrågan. Nyttan o. 

konsumtionsgränsen. Kostnaden o. produktionsgränsen. Förenad efterfragan o. tillgäng. 

Jorden. Risker o. företag. Kapitalet. Arbetet. De reala produktionskostnaderna. 


Mattson, RUBEN, Funktionslära for realgymnasiet. — 78 pp. 8. Kr. 1:85. 


SILVERSTOLPE, G. Westin, Guldet under och efter världskriget. — 242 pp. 8. 
1922. „Kr. 4,75. 


Verlag R. Oldenbourg. 
-München & Berlin. 
ÖBERTH, HERMANN, Die Rakete zu den Planetenräumen. — 92 pp. 8. 1923. 
Kr. 1:40. 


Arbeitsweise u. Leistungsfähigkeit. Beschreibung d. Modells B. Diskussion d. 
techn. Durchführung. Zweck u. Aussichten. 


Verlag für Kunst & Wissenschaft, Albert Otto Paul. 
Leipzig. 
Henning, F. G., Astrophysik. (Physik der Gestirne.) Mit 11 Abbild. — 
61+16 pp. 16:0. 


Hermann Sack Verlag. 
Berlin W. 35. . 


WirriG, H., Die Geltung der Relativitätstheorie. Eine Untersuchung ihrer 
naturwissenschaftlichen Bedeutung. — 67 pp. 8. 1921. 


Einl.: Notwendigkeit schärfster Untersuchung d. Geltung d. Theorie. — Spez. 
Theorie: Analyse d. Zeit- u. Längentheorie. Neue Lösung: die »nachschleppende» 
Beobachtung. Anwend. derselben auf d. Relativierung v. Masse u. Energie. — All- 


gem. Theorie: Ausschaltung d. Zeit- u. Raum-Relativierung. Aufstellung d. Geltungs- 
gesetzes d. physikal. Relat. bewegter. Systeme. — Schlusswort: Aufhebung d. Wider- 
spruches zwischen Fizeau- u. Michelson-Versuch durch Annahme d. Gravitationsäthers. 
Fiktivität d. Relativierung v. Raum u. Zeit. 


Editions Robert Sand. 
Rue de la Montagne, Bruxelles. 


DuPrÉEL, EUGÈNE, La légende socratique et les sources de Platon. — 450 pp. 
4. 1922. 30 fres. 


La doctrine socratique. La figure socratique. La postérité socratique. Conclusion. 
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Theodor Steinkopff. 
Dresden & Leipzig. 


LANDÉ, A., Fortschritte der Quantentheorie. (Wissensch. Forschungsberichte. 
Naturwissenschaftl. Reihe. Bd. 5.) — XI+91 pp. 8. 1922. 


Allgem. Quantelungsmethoden. Das Wasserstoffatom nach d. Separationsmethode. 
Systeme mit mehreren Elektronen. Das Korrespondenzprineip. Die Bandenspektren. 
Störung durch äussere Felder. Chem. Konstante d. Gase. Bohr’s »Quantentheorie d. 
Linienspektra». 


Julius Springer. 


Berlin. 


BIEBERBACH, L., Theorie der Differentialgleichungen. Vorlesungen aus dem 
Gesamtgebiet der gewöhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen. 
(Die Grundlehren der mathemat. Wissenschaften ... herausg. von R. Courant. 
Bd. 6.) — VIII+320 pp. 8. 1923. 

1. Gewöhnl. Diff.-Gleich. 1. Ordn. 
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PRÉFACE. 


Fondateur des Acta mathematica 
en 1881 sur l'instigation de Charles 
Hermite et de Karl Weierstrass et 
sous Ja haute protection de sa Majesté 
le roi de Suède Oscar II, je n'ai cessé, 
depuis cette date, d'en être le rédacteur 
en chef. Le journal de Crelle, fondé 
en 1826 n'a été dirigé par lui que 30 
ans, le journal de Liouville, fondé en 
1836 a vécu seulement 38 ans sous la 
direction de Liouville. Après 43 ans 
le temps me semble donc venu mainte- 
nant de chercher un codirecteur destiné 
à me remplacer plus tard comme seul 
rédacteur en chef. J'ai été assez heureux 
pour trouver un tel collaborateur en 
mon ami, M. N. E. Nörlund, qui ap- 
partient déja, depuis l’année 1916, à la 
rédaction scandinave qui n a cessé, de- 


puis la fondation, d'être à mes côtés. 


Pendant cette longue période la 


rédaction a eu à déplorer la perte de 


VORREDE. 


43 Jahre sind jetzt verflossen, seit 
ich 1881 die Acta mathematica auf 
Veranlassung von Charles Hermite und 
Karl Weierstrass und unter dem hohen 
Schutze S. M. des Königs Oskar II. 
von Schweden begründete. In dieser 
Zeit bin ich ständig ihr Hauptredakteur 
geblieben, wohingegen das im Jahre 
1826 im Leben getretene Crellesche 
Journal von Crelle nur 30 Jahre ge- 
leitet wurde und das im Jahre 1836 
beeründete Liouvillesche Journal unter 
Liouvilles Leitung nur 38 Jahre lang 
erschienen ist. Heute aber scheint mir 
die Zeit gekommen, nach einem Mither- 
ausgeber zu suchen, der später an 
meine Stelle als alleiniger Hauptre- 
dakteur treten soll. Ich war so glück- 
lich, einen solchen Mitarbeiter in mei- 
nem Freunde N. E. Nörlund zu finden, 
der schon seit dem Jahre 1916 der 
skandinavischen Redaktion angehört, 
welche mir die ganze Zeit hindurch 
zur Seite gestanden hat. 

Während der langen Jahre seit 


der Begründung der Acta mathematica 


I— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 août 1924. 


Il 


17 membres’, enlevés par la mort. Le 
dernier fut H. v. Koch, décédé le 11 
mars 1924 à läge de 54 ans. Dans 
toute sa carrière scientifique, commen- 
cée à 22 ans, âge auquel il fut nommé 
maitre de conférences à l'université de 
Stockholm, v. Koch s'était voué avec 
fidélité et désintéressement aux mathé- 
matiques. Dans ses travaux, au nom- 
bre de 60 environ, il s'était occupé sur- 
tout de la théorie des fonctions et de 
la théorie des nombres. En particulier 
il avait le mérite d'être peut-être plus 
versé que tout autre dans la connais- 
sance de la théorie des déterminants 
infinis, à laquelle il avait eu l'intention 
de consacrer un livre, embrassant tous 
les détails connus jusqu'ici de cette 


partie importante de l'analyse. 


A. V. Bäcklund 
H. Th. Daug 
H. Gyldén ' 
Hj. Holmgren 
C. J. Malmsten 


! Membres suédois: 


Sophie Kowalewski 


H. v. Koch 


Membres danois: L. Lorentz 
J. Petersen 
H. G. Zeuthen 


Membres norvegiens: C. A. Bjerknes 
ON) Brocn 
S. Lie 
L. Sylow 
Elling Holst 
Axel Thue 


Membres finlandais: L. Lindelöf 


sind der Redaktion 17 Mitglieder’ durch 
den Tod entrissen worden. Der letzte 
Verlust, den wir zu beklagen hatten, 
war der Helge von Kochs, welcher am 
11. März 1924 im Alter von 54 Jahren : 
verschieden ist. In seiner ganzen 
wissenschaftlichen Laufbahn von sei- 
nem 22. Jahre an, in dem er zum 
Privatdozent an der Universität Stock- 
holm ernannt wurde, hat sich v. Koch 
und Selbstlosigkeit der 


Mathematik gewidmet. 


mit "Treue 
In seinen Ar- 
beiten, etwa 60, beschäftigte er sich 
vorwiegend mit Funktionen- und Zah- 
Unter 


ihm der Ruhm, der genaueste Kenner 


lentheorie. anderem gebührt 
der Theorie der unendlichen Deter- 
minanten gewesen zu sein. Es war 
seine Absicht, dieser Theorie ein Buch 
zu widmen, das alle bisher bekannten 
Einzelheiten dieses wichtigen Gebietes 


der Analysis umfassen sollte. 


18821921 
1882 — 1884 
1882—1896 
1882—1885 


1882—1886 
1881-1891 
1913—1924 
1882—1891 
1882—1910 
1882—1920 
1882—1903 
1882—1890 


1882—1902 
1882—1921 
1895—1914 
1916—1921 


1882—1908 


Monsieur T. Carleman, professeur 
à l’université de Stockholm, vient d'ac- 
cepter de devenir son successeur dans 
la section suédoise de la rédaction. 

Le programme du journal sera 
dorénavant élargi afin de publier, de 
temps à autre, une bibliographie com- 
plète des œuvres d'un des premiers 
eéométres de notre époque, dressée par 
lui-même. Le modèle en sera celle 
d'Henri Poincaré: »Analyse de ses 
travaux», rédigée par lui-même pour 
les Acta mathematica et publiée dans 


le tome 38 de notre recueil. 


En principe nous ne publierons 
plus d’autres mémoires que ceux où le 
sujet traité sera exposé en détail avec 
explication précise de la terminologie 
employée. Nous chercherons donc nos 
lecteurs, non seulement parmi les spé- 
cialistes dans l’une ou l'autre branche 
des mathématiques, mais aussi parmi 
ceux qui, ignorant le sujet traité, sont 
néanmoins en possession d'une solide 
connaissance des parties élevées de 


notre science. 


III 


Herr T. Carleman, Professor an 
der Universität Stockholm, ist an v. 
Kochs Stelle in der schwedischen Ab- 
teilung der Redaktion getreten. 

Von nun an soll das der Zeitschrift 
zugrundeliegende Programm in gewisser 
Hinsicht erweitert werden. Wir werden 
uns bemühen, wenn möglich in jedem 
Bande über das Werk eines der her- 
vorragendsten Mathematiker unserer 
Zeit einen vollständigen, von ihm selbst 
geschriebenen Bericht zu bringen. Das 
Musterbeispiel hierfür soll die »Ana- 
lyse de ses travaux» von Henri Poincaré 
sein, die von ihm selbst für die Acta 
mathematica verfasst und im 38. Bande 
unseren Zeitschrift veröffentlicht wor- 
den ist. 

Ferner wollen wir künftighin prin- 
zipiell keine anderen Abhandlungen 
aufnehmen als solche, bei denen der 
in Frage kommende Stoff unter genauer 
Erläuterung der angewandten Bezeich- 
nungen bis zu den Einzelheiten dar- 
gelegt ist. Wir suchen also unsere 
Leser nicht nur unter den Spezialisten 
auf dem einen oder anderen Gebiete, 
sondern auch unter denen, welchen 
der behandelte Gegenstand noch un- 
bekannt ist, welche jedoch sichere 
Grundkenntnisse der höheren Teile 
unserer Wissenschaft haben. 


G. MittAG-LEFFLER. 
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ZUR FUNKTIONENTHEORIE. 


VON 
C. WEIERSTRASS. 


(MATHEMATISCHES SEMINAR, 28. MAI 1884.) 


An meine Abhandlung vom Oktober 1876 hat sich eine Anzahl von Arbeiten 
geknüpft, die zum Teil die Theorie der eindeutigen Funktionen in wesentlichen 
Punkten weitergeführt haben. Hervorzuheben sind die Arbeiten von Mrrrac- 
LEFFLER, leider grösstenteils in schwedischer Sprache geschrieben, sowie von 
APPELL, Pıcarp und Poincaré. Diese Autoren sind zum Teil in anderer Weise 
vorgegangen, in der That lässt sich vieles einfacher mit dem Cauchy’schen Satze 
machen. Es erscheint daher zweckmässig hervorzuheben, was mich gerade zu 
dem von mir eingeschlagenen Wege geführt hat. Es hängt das zusammen mit 
der Grundtendenz, die ich bei der Entwickelung der Funktionentheorie verfolge. 
Ich gehe nicht aus von einer mehr oder weniger willkürlichen Definition einer 
analytischen Funktion, sondern ich knüpfe den Begriff der Funktion, überhaupt 
den der Abhängigkeit von Grössen an die arithmetischen Grundoperationen. 
Sobald diese definiert sind, ergiebt sich der Begriff von Funktionen, die mittelst 
der Grundoperationen aus den betrachteten veränderlichen Grössen abgeleitet 
werden. Wenn man die Grundoperationen in endlicher Zahl anwendet, so kommt 
man zu den rationalen Funktionen. Es wird aber in der Arithmetik nachgewiesen, 
dass Summen und Produkte auch definiert werden können unter der Voraus- 
setzung unendlich vieler Glieder, und so gelangt man sofort zu Funktionen, die 
in Form von unendlichen Summen und Produkten rationaler Funktionen dargestellt 
werden können. Indem man dann die bleibenden Eigenschaften solcher durch 
arithmetische Operationen wirklich dargestellten Funktionen auffasst und dieser 
festhält, kommt man zu dem allgemeinen Begriff einer eindeutigen analytischen 


Funktion. 
1— 2454. Acta Mathematica. 45. Imprimé le 5 mai 1924. 


2 C. Weierstrass. 


Wenn man sagen wollte, eine eindeutige Funktion sei eine solche, die für 
jeden Wert des Argumentes einen bestimmten Wert hat, so wäre dies eine durch- 
aus nichtssagende Definition, namentlich dann, wenn man dem Argument kom- 
plexe Werte beilegt. Denn ist x—u +2v, so würde jede Grösse z, deren reeller 
und imaginärer Bestandteil reelle Funktionen von u und v sind, nach der gege- 
benen Erklärung eine Eunktion von w+zv sein. Das wäre aber etwas ganz will- 
kürliches; es läge gar kein Grund vor Z als Funktion von «+. v anzusehen, 2 ist 
vielmehr eine Funktion von u und v. 

In der That wird ein Zusatz gemacht um die Art, wie Zz von u und v ab- 
hängt, genauer zu bestimmen. Hiergegen ist jedoch einzuwenden, dass eine solche 
Definition durchaus nichts lehrt über den Umfang, den man der unabhängigen 
Veränderlichen geben kann. Man hat das in früherer Zeit nicht in seiner Be- 
deutung erkannt. Man hatte zwar bald erkannt, dass man eine veränderliche 
Grosse y nur dann als Funktion einer andern Veränderlichen x ansehen dürfe, 
wenn allgemein eine »regelmässige» Abhängigkeit der einen von der andern statt- 
findet, und hat diese mehr oder weniger exakt definiert. Zuerst hatte man 
geglaubt es reiche aus anzunehmen, dass y nicht nur für jedes x einen bestimmten 
Wert habe, sondern auch, dass dieser sich ständig mit x ändere, man glaubte 
nämlich dann die Existenz der Ableitung von y nach x beweisen zu können und 
hatte daraus eine Darstellung der Funktion in Form einer Potenzreihe mittelst 
des Taylor schen Satzes, wenigstens für einen beschränkten Bereich, abgeleitet. 
Allein man weiss jetzt, dass in der Stetigkeit einer solchen Funktion nichts liegt, 
wodurch die Existenz einer Ableitung begründet wird." Das Resultat aber, zu 
dem man kam, hatte seine gute Bedeutung, es wurde dadurch die ursprünglich 
aufgestellte Definition stillschweigend durch eine andere ersetzt, die man so aus- 
sprechen kann: Im allgemeinen, d. h. gewisse singuläre Stellen ausgenommen, 
lässt sich die Funktion in Form einer Potenzreihe $ (~—a) darstellen, die kon- 
vergiert, wenn x nahe genug an a liegt. 

Auf diese Weise ist man zu dem Begriffe gekommen, dass eine eindeutige 
Funktion sich in der Nähe einer bestimmten Stelle a regulär verhalte. Nun hat 
man die Voraussetzung gemacht, die bei den bekannteren Funktionen bestätigt 
wurde, dass ein solches reguläres Verhalten überall stattfinde mit Ausnahme ein- 
zelner Stellen. Zuerst hat man darunter verstanden eine endliche Anzahl einzelner 


Stellen, dann konnten auch unendlich viele vorhanden sein, aber isolierte, die in 








* Aber selbst, wenn Ableitungen jeder Ordnung existierten, brauchte man, wie jetzt bekannt 
ist, aus dem Taylor'schen Satze durchaus keine konvergente Reihe zu erhalten. 
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der Ebene ein System von diskreten Punkten bildeten. Später ist man auch auf 
Funktionen gekommen, wo die singulären Stellen Linien bildeten. Schon, wenn 
man auf dieser Stufe der Erkenntnis stehen bleibt, ist es schwierig sich eine klare 
Vorstellung über den Bereich zu machen, den man der Veriinderlichen geben 
darf, es war noch in den sechziger Jahren allgemein die Meinung verbreitet, dass 
eine analytische Funktion, wenn sie überhaupt existiere, in der ganzen Ebene 
existiere mit Ausnahme von einzelnen Punkten und Linien. Aber auch diese 
Ansicht hat sich nicht als haltbar erwiesen, denn es giebt analytische Funktionen, 
die nur für einen Teil der Ebene existieren und für den übrigen Teil der Ebene 
gar keine Bedeutung haben. 

Man kann also mit jenen älteren Definitionen gar nichts anfangen. — Alle 
Schwierigkeiten verschwinden, wenn man — wie ich ‘es gethan habe — von dem 
Begriffe des Funktionenelementes ausgeht, also als Grundlage der Definition einer 
analytischen Funktion eine beliebige Potenzreihe annimmt, die in der Nähe einer 
bestimmten Stelle a gilt: 


y= (x—a) = A, + A, (x 





a) + A, (x—a)?+-::: 


Um den wahren Konvergenzbereich einer solchen Potenzreihe zu bestimmen, hat 
man zuerst den Begriff einer abgeleiteten Potenzreihe festzustellen. Innerhalb 
des Konvergenzbereiches von $ (x—a), der geometrisch durch einen um den Punkt 
a beschriebenen Kreis dargestellt wird, nehme man eine Stelle a, an und wandle 
$(x—a) um in eine nach Potenzen von x—a, fortschreitende Reihe ®, (x —a;). 
Diese Reihe konvergiert sicher innerhalb eines Kreises um den Punkt a,, der den 
Kreis um a von innen berührt, im allgemeinen aber wird der Konvergenzbereich 
von $,(x—a;) grösser sein, er kann jedoch höchstens gleich dem Kreise um a, 
sein, der den Kreis um a von aussen berührt. Wenn es jetzt gelingt aus der 
ursprünglichen Reihe $ (x—a) eine andere $, (v—a,) abzuleiten deren Konvergenz- 
bezirk einen Punkt x der Grenze des Konvergenzbezirkes von $ (x—a) umfasst, so 
sagen wir, dass die Funktion, die innerhalb des Kreises um a durch $ (7—a) definiert 
ist, an der Stelle x’ den Charakter einer ganzen Funktion besitzt. Wenn nun der 
Kreis um a den wirklichen Konvergenzbereich von B(z—a) darstellen soll, so 
gilt der Satz, dass es an der Grenze mindestens eine Stelle x’ giebt, an der die 
Funktion aufhört den Charakter einer ganzen Funktion zu besitzen, das heisst 
eine Stelle, für die es unmöglich ist eine aus ® (x—a) abgeleitete Potenzreihe 


$, (x—a,) zu finden, deren Konvergenzbezirk x’ umfasst. 
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Wenn es aber eine solche Potenzreihe giebt, so kann man aus BP, (x—a,) 


eine Potenzreihe $ (2—x’) herleiten, die in der Nähe von x' gilt und die für die 
Werte von x, die zugleich dem Konvergenzbezirke der ursprünglichen Reihe 
angehören, mit ihr übereinstimmt. An der Grenze des Konvergenzbezirkes von 


B(x—a) muss es also mindestens eine Stelle x” geben, für die es nicht möglich 


ist eine Potenzreihe ® (x—.r’) herzuleiten. Dieses kann seinen Grund z. B. darin 
haben, dass die Funktion an der Stelle x’ unendlich gross wird. Es kann aber 
seinen Grund auch darin haben, dass eine der Ableitungen der Funktion an dieser 
Stelle unendlich gross wird. Es kann aber auch die Funktion an der Stelle x’ 
unbestimmt werden, womit aber keineswegs alle Möglichkeiten erschöpft sind. 

Im allgemeinen wird eine abgeleitete Potenzreihe $, (x—a;) einen Konver- 
genzbezirk haben, der teilweise mit dem von ®B(x—a) zusammenfällt, teilweise 
über ihn hinausragt; wir sagen dann, dass in dem gemeinschaftlichen Bereich 
$ (x—a) und BP, (v—a,) coinzidieren. In dem hinausragenden Teile stellt die 
Reihe eine Funktion dar, die wir eine Fortsetzung der ursprünglich definierten 
Funktion nennen. Die ursprüngliche Potenzreihe stellt also die Funktion nicht 
vollständig dar, sondern nur einen Zweig davon, und wir nennen deshalb $ (x—a) 
ein Element der Funktion. 

Ausgehend von einem Funktionenelement PB (x—a) nehme man innerhalb 
des Konvergenzbereiches eine Stelle a, an, und leite eine Reihe $, (x—a,) ab. 
Mit dieser verfahre man ebenso und leite aus ihr $, (x—a;) ab, u. s. w. Alle 
Funktionenelemente, zu denen man auf diese Weise gelangt, heissen aus dem 
ursprünglichen Funktionenelement abgeleitet. ®, (c—a,) heisst unmittelbar aus 
PB (x—a) abgeleitet, indem diese Reihe eine unmittelbare Umformung von $ (x—a) 
ist, BP. (c—a,), u. s. w. heisst mittelbar aus $8 (x—a) abgeleitet, und zwar 
Pa (©—a,) durch Vermittelung von a,,4s,...Adn-ı; die Annahme der Stellen 
&, @s,... ist willkürlich, nur muss a, innerhalb des Konvergenzbezirkes der ersten 


Reihe, a, innerhalb des Konvergenzbezirkes der zweiten Reihe liegen, u. s. w. 


Wenn man aus ® (x—a) unmittelbar oder mittelbar ® (x—4/) abgeleitet hat, 
so lässt sich zeigen, dass man auch stets, entweder unmittelbar oder mittelbar 


B(x—a) aus P(x—a’) ableiten kann. Wenn man also aus irgend einem gege- 
benen Funktionenelemente auf die angegebene Weise andere herleitet, deren Zahl 
unbegrenzt ist, so können aus jedem Elemente die übrigen wieder abgeleitet 
werden. Hieraus erhellt, dass alle diese Funktionenelemente ein in sich geschlos- 


senes Ganzes bilden, zu dem man nichts hinzufügen und von dem man nichts 
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wegnehmen kann. In der That, leitet man auf zwei verschiedenen Wegen aus 


PB(x—a) die Reihen B(x—a’) und P(x—a”) her, so kann man rückwärts aus 
R(x—a) und B(x—a”) die Reihe B(x—a) herleiten, also auch B(x—a’) aus 
R (x—a”) und umgekehrt. 

Wenn aus B(x—a) die Reihe B(x—a’) hergeleitet wird, so kann diese 
Herleitung auf die mannigfaltigsten Weisen geschehen, indem die vermittelnden 
Stellen auf unendlich viele Arten gewählt werden können. Nun kann zweierlei 


eintreten. Entweder erhält man, wie man auch verfahren möge, stets dasselbe 


Funktionenelement %(x—a) oder man erhält, auf verschiedene Arten verfahrend, 
verschiedene Funktionenelemente. Wenn man beweisen kann, dass in der Um- 
gebung jeder beliebigen Stelle x’, für welche es überhaupt ein aus B(x—.a) 
hergeleitetes Funktionenelement giebt, nur ein einziges Funktionenelement er- 
halten werden kann — wie man auch bei der Ableitung verfahren möge — so 
sagt man, dass durch das Funktionenelement ® («—a) eine eindeutige analytische 
Funktion definiert werde. 

Dass es solche eindeutigen Funktionen giebt, muss erst bewiesen werden. 
Für den ersten Augenblick könnte es scheinen, dass man wegen der Willkürlich- 
keit der vermittelnden Grössen a,, a,,... in der Regel für eine Stelle a’ ver- 
schiedene Funktionenelemente erhalten wird. Die Ausdrücke, die man erhält, 
sind in der That verschieden, allein man braucht nur folgende Überlegung 
anzustellen. Wenn man eine beständig konvergente Potenzreihe zum Ausgangs- 
punkte nimmt und aus ihr eine andere auf irgend eine Weise ableitet, so ist die 
neue Reihe auch beständig konvergent und stellt immer noch dieselbe Funktion 
dar. Durch eine beständig konvergente Potenzreihe wird daher eine eindeutige 
Funktion dargestellt. 

Die Gesamtheit der Stellen x’, zu denen man von a aus auf die angegebene 
Weise gelangen kann, bildet ein Kontinuum, da jede Stelle in einer gewissen 
Umgebung einer der Stellen x’, ebenfalls zu den Stellen x' gehört. Dieses Kon- 
tinuum ist notwendig begrenzt, auch in dem Fall einer beständig konvergenten 
Potenzreihe, da man durch Fortsetzung niemals zu dem unendlich fernen Punkte 
gelangen kann. Die Begrenzung des Kontinuums kann aber auch aus einer 
endlichen Anzahl von Punkten, aus unendlich vielen diskreten Punkten, ja sogar 
aus Linien bestehen. Ich sage, dass ein Punkt a an der Grenze des Kontinuums 
liegt, wenn es in jeder Nähe von a’ Punkte giebt, die zu dem Kontinuum gehören 
und auch Punkte, die nicht dazu gehören; gehören alle Punkte der Umgebung 


6 C. Weierstrass. 


von a’ zu den definierten, so liegt a’ innerhalb des Kontinuums, gehört keiner 
dazu, ausserhalb. Für jede eindeutige Funktion nenne ich eine solche Grenzstelle 
eine singuläre Stelle und unterscheide wesentlich und ausserwesentlich singuläre 


Stellen. Eine Stelle a’ heisst ausserwesentlich singulär, wenn es zwar nicht 


möglich ist für sie ein Funktionenelement 38 (w—a’) herzustellen, wohl aber die 
Funktion multipliziert mit («—a’)”, wo m eine positive ganze Zahl bedeutet, sich 
in der Form einer solchen Potenzreihe darstellen lässt. Wenn dieses aber nicht 
eintritt, heisst die Stelle wesentlich singulär. 

Um zu entscheiden, ob die unendlich ferne Stelle eine reguläre, oder eine 
ausserwesentlich oder wesentlich singuläre ist, verfahre ich in folgender Art. Für 
Werte von x in der Nähe von a haben wir f(x) nach Potenzen von x—a ent- 
wickelt, d. h. nach Potenzen einer linearen Funktion von x, welche die Eigenschaft 
hat für «=a zu verschwinden. Ich hätte dafür auch eine andere lineare Funktion 
nehmen können, z. B. 

Da 
c+dx 





wo ¢ und d willkürlich sind, aber c+ad von Null verschieden ist. Man über- 
zeugt sich leicht, dass man aus $(x—a) eine Reihe herleiten kann, die nach 
Potenzen dieser linearen Funktion von x fortschreitet. Wenn ich also f(x) in der 


Nähe der Stelle x=o darstellen will, so muss ich eine lineare Funktion von 
x wählen, die an dieser Stelle verschwindet. Eine solche ist = Ich sage daher, 


f(x) verhält sich an der Stelle =o regulär, wenn f(x) = $ (*) ist, wo ® (5) 
zum Teil mit einem Funktionenelemente 8 (~—a’) coinzidiert,' das aus dem ur- 


sprünglichen Elemente. B(x—a) abgeleitet ist. Erhält man aber 


so ist die unendlich ferne Stelle ausserwesentlich singulär und wenn keine solche 
Darstellung vorhanden ist, wesentlich singulär, vorausgesetzt immer, dass diese 
Stelle eine Grenzstelle sei. 

Es kann Stellen im Gebiete von x geben, die weder Grenzstellen sind noch 
solche, für welche die Funktion existiert. In diesem Falle muss man sagen, dass 


der Bereich der Veränderlichen x, innerhalb dessen die Funktion definiert ist, 
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nicht die ganze Ebene umfasse, man hat dann eine Funktion mit Lücken. Hieraus 
geht hervor, dass man, wenn eine Funktion irgendwie definiert wird, den Bereich 
der unabhängigen Veränderlichen nicht willkürlich festsetzen darf. Man darf 
also zum Beispiel nicht sagen: ich will eine Funktion dadurch definieren, dass 
sie einer bestimmten Differentialgleichung genügt und ihr Bereich ein bestimmter 
Teil der Ebene ist. 

Die Einsicht, dass für jede Funktion der Bereich der Veränderlichen voll- 
kommen bestimmt ist, lässt meiner Ansicht nach keine andere Definition der 
eindeutigen analytischen Funktion zu als die, welche im Vorhergehenden gegeben 
worden ist. Es soll zum Beispiel die Definition durchgegangen werden, auf die 
Caucuy zuerst aufmerksam gemacht hat und die später von RIEMANN zu Grunde 
gelegt worden ist. Cauchy sagt er wolle unter einer Funktion f(x) eine solche 
von der Veränderlichen x abhängige Grösse verstehen, die erstens: für jeden Wert 
von x innerhalb eines gewissen Bereiches einen bestimmten Wert habe, zweitens: 
so beschaffen sei, dass eine Ableitung existiere, womit die Stetigkeit vorausgesetzt 
wird, und dass die Ableitung in dem Bereiche einen bestimmten Wert habe und 


stetig sei. Die Ableitung wird dabei definiert als die Grenze, der sich der Quotient . 


fla+h)—f (x) 
h 





nähert, wenn die komplexe Veränderliche A unendlich klein wird. Die Frage, ob 
diese Grenze existiere oder nicht, wird von Cauchy gar nicht berührt; zu seiner 
Zeit nahm man allgemein an, dass eine solche Ableitung immer existiere, aller- 
dings nur für reelle Grössen. Man sieht sofort, dass es bei komplexem h einen 
Unterschied machen wird wie sich der Null nähert. Cauchy nahm als Definition 
an, was ihm freistand, die Abhängigkeit der Grösse f(x) von x solle derart sein, 
dass dieser Quotient, wie auch h sich der Null nähert, sich einer bestimmten 
Grenze f (x). nähert. Es ist klar, dass eine solche Definition gestattet ist. Ob 
sie zweckmässig ist, das ist eine andere Frage. 

Zuerst ist ein Mangel, dass man nicht weiss, was man unter dem Bereich, 
für den die Funktion definiert ist, zu verstehen hat. Ihn willkürlich festsetzen kön- 
nen wir nicht; wenn die Definition in concreten Fällen exakt sein sollte, müsste 
nicht gesagt werden: ein gewisser Bereich, sondern der Bereich müsste bestimmt 
angegeben werden. 

Ferner wird nichts darüber gesagt, ob die Funktion über den festgesetzten 


Bereich hinaus fortgesetzt werden kann. 
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Die Hauptsache aber ist, dass erst ein Lehrsatz aufgestellt werden muss, 
nachdem diese Definition gegeben ist, denn, wie man sich drehen und wenden mag, 
man kommt darüber nicht hinweg bestimmte analytische Formen, z. B. Potenzreihen 
zu Hilfe zu nehmen. In der That zeigt Cauchy, dass eine Funktion f(z), die 
seiner Definition genügt, wenn a ein bestimmter Punkt innerhalb des Bereiches 
ist, sich in Form einer Potenzreihe von zc—a ausdrücken lässt. Er kommt durch 
diesen Lehrsatz eben zu dem Punkte, von dem wir ausgegangen sind, denn alles, 
was von jetzt ab von einer Funktion gesagt wird, ist aus der Natur der Potenz- 
reihen abgeleitet. 

Den Beweis für die Entwickelbarkeit von f(z) nach Potenzen von «—a führt 
Cauchy durch Einführung des bestimmten Integrals genommen zwischen komplexen 
Grenzen. Er reicht also keineswegs aus mit den ersten Elementen der Analysis, 
sondern muss den Integralbegriff zu Hilfe nehmen. So grosse Wichtigkeit nun 
auch der Integralbegriff für die ganze Analysis hat, möchte ich doch die Funk- 
tionentheorie begründen .blos mit Hilfe der elementaren Sätze über die Grund- 
operationen. Wenn ich die Gleichheit zweier Ausdrücke beweisen will, suche ich 
den Beweis möglichst zu gründen auf Umformungen der beiden Ausdrücke, die 
vermittelst der Grundoperationen möglich sind, sodass man, wenn auch die Um- 
formungen nicht vollständig durchgeführt werden können, doch zu der Einsicht 
gelangt, dass die eine Form durch eine geringere oder grössere Anzahl von Trans- 
formationen in die andere übergeführt werden könne; was dann einen direkten 
Beweis giebt. Wenn man aber die Gleichheit dadurch beweist, dass man z. B. 
beide Ausdrücke in Form von bestimmten Integralen darstellt, so hat man beide 
Grössen in unendlich kleine Elemente aufgelöst, die, in verschiedener Weise 
angeordnet, die gleiche Summe geben. Das ist kein so direkter Beweis, als wenn 
man den einen Ausdruck wirklich in den andern überführt. Ich sage nicht, dass 
man in jedem Fall einen solchen direkten Beweis führen soll oder führen kann; 
diese Frage lasse ich unentschieden. Aber ich suche die direkten Beweise soweit 
durchzuführen, als es eben geht und möchte mich bei der Begründung der Funk- 
tionentheorie dieser Methode vorzugsweise bedienen. 

Die Definition von Cauchy lässt sich noch in anderer Weise durchführen. 
Setze ich 


L=uUutiv, y=priy, 
und vermehre x um die reelle Grösse h, so ist: 


S\et+h—fa=hof @)+-; 


de) 
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vermehre ich aber « um die rein imaginäre Grösse ik, so ist: 
Fatih —fo)=ik.f(&)+ 


Gehe ich also zur Grenze über, für h=o und k=o, so erhalte ich 


OY an OY. oy, 
Ou =f (x), = Os (x), 
und bekomme also 
set, OY 
Ov Ou 


Diese Gleichung hat Rırmann als Definition für die analytische Abhingigkeit 
des y von x=u + tv aufgestellt. Seine Definition lässt sich auch so aussprechen: 


Indem man die Grössen p und w einführt, hat man 


Og _ OW Op _Ow 
Ov Ou Ou Ov 





Dann sagt Riemann: Sind g und w zwei reelle Funktionen der reellen Veränder- 
lichen « und v und genügen gm und w diesen beiden Differentialgleichungen, so 
nenne ich g+:w eine analytische Funktion von u+tzv. 

Diese Definition erscheint auf den ersten Blick willkürlich. Riemann recht- 
fertigt sie aber in folgender Weise. Er sagt, dass bei allen Abhängigkeitsver- 
hältnissen, die zwischen zwei Grössen y und x stattfinden und durch arithme- 
tische Formen dargestellt werden können, diese beiden Gleichungen bestehen, also 
eine gemeinsame Eigenschaft aller bekannten Funktionen ausdrücken, die er eben 
als Definition der analytischen Funktionen hinstelle. Schon Cauchy hat diese 
Gleichungen gehabt, er hat auch ihre geometrische Bedeutung erkannt, legt sie 
aber nicht als Definitionsgleichungen zu Grunde. 

So ist Riemann’s Definition vollkommen gerechtfertigt, es machen sich aber 
gegen sie dieselben Bedenken geltend, wie gegen die ursprüngliche Definition 
Cauchy's. Auch hier weiss man nicht wie man sich eine Vorstellung machen 
soll von dem Bereiche der Variabeln u+zv. Dagegen hat diese Definition den 
Vorzug, dass sich an sie sehr leicht der Begriff der Fortsetzbarkeit knüpfen lässt. 
Hat man nämlich zwei Funktionen g und w, die innerhalb eines Bereiches beiden 
Differentialgleichungen genügen, und gelingt es für einen zweiten Bereich, der 
mit dem ersten einen Teil gemeinschaftlich hat, zwei Funktionen g, und w, auf- 
zustellen, die ebenfalls den Differentialgleichungen genügen, und innerhalb des 


gemeinschaftlichen Teils, bezw. mit gm und w übereinstimmen, so nennt Riemann 
2— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 mai 1924. 
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pı+tiw, eine Fortsetzung von @+2w. Er sagt, dass die beiden Funktionen 9 
und w den Differentialgleichungen gemäss fortgesetzt werden. 

Um die Möglichkeit der Fortsetzung zu beweisen, ist Riemann gezwungen 
gewesen, was sich in seinen gesammelten Werken nicht ausgeführt findet, was er 
aber in seinen Vorlesungen gethan hat, zu den Potenzreihen seine Zuflucht zu 
nehmen. Er musste also aus den Differentialeleichungen denselben Lehrsatz ab- 
leiten, der sich auch bei Cauchy findet, er musste zeigen, dassut?.r=x, pt+iw=y 
gesetz, y sich als Potenzreihe von x —x, darstellen lässt. Vermittelst dieser Potenz- 
reihen wird dann gezeigt, dass die Funktion über den ursprünglichen Bereich 
möglicherweise fortgesetzt werden kann und es werden Bedingungen dafür auf- 
gestellt. Um aber jenen Lehrsatz aus den Differentialgleichungen abzuleiten, 
muss man eine ganze Reihe von Sätzen aus der Integralrechnung zu Hilfe nehmen, 
es können also die Elemente der Funktionentheorie nicht an die Theorie der 
rationalen Funktionen angeschlossen werden. 

Es kommt hinzu, dass bei der Definition durch die Differentialgleichungen 
die Existenz der Ableitungen von Funktionen reeller Veränderlichen vorausgesetzt 
wird, sodass hier eine Hypothese gemacht werden muss. Wenn man ferner Funk- 
tionen von zwei Veränderlichen betrachtet und genau analysiert, was vorausgesetzt 
wird, wenn man die Existenz von Ableitungen solcher Funktionen annimmt, so 
überzeugt man sich, dass eine grosse Zahl von Voraussetzungen gemacht wird, 
die sich noch vermehrt, wenn man aus den ursprünglichen Differentialgleichungen 


die Gleichungen: 
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ableitet und dadurch g und w definiert. Geht man dagegen von den Potenzreihen 
aus, so braucht man nur die ersten Elemente der Arithmetik vorauszusetzen. 

In der Ansicht, dass man von den Potenzreihen ausgehen muss, werde ich 
dadurch bestärkt, dass man mit grosser Leichtigkeit denselben Weg einschlagen 
kann für Funktionen mit mehreren Veränderlichen. Auch die Definitionen von 
Cauchy und Riemann lassen sich auf Funktionen von mehreren Veränderlichen 
ausdehnen, wenn man aber z. B. nur für Funktionen von zwei Veränderlichen 
die Sache durchführt, so erhält man eine Reihe von partiellen Differentialglei- 
chungen, denen die reellen und imaginären Bestandteile genügen müssen, und über- 


sieht nicht, ob man allen zugleich wirklich genügen kann. 


— RÖ 


SUR UNE ÉQUATION INTÉGRALE A NOYAU ANALYTIQUE. 


PAR 


IVAR FREDHOLM 


à STOCKHOLM. 


Le nombre des équations intégrales dont on peut donner une solution effec- 
tive étant encore assez restreint, je me suis demandé s'il n'est pas possible d'élargir 
nos connaissances dans cette direction. 

L’equation intégrale que j'ai choisie correspond au problème de DiricHLeT 
dans le plan, dans des conditions qui seront développées dans la suite. 

Quoique mes études soient encore assez incomplètes elles m'ont conduit à 
un résultat qui parait présenter quelque intérêt, c'est-à-dire une classe assez 
étendue de fonctions uniformes qui restent inaltérées par un groupe de transfor- 


mations algébriques. 





S 1. Exposé du problème. Calcul des noyaux itérés. 


Le probleme de NEUMANN pour un domaine D) limité par la courbe C se 
traduit comme il est bien connu! par une équation intégrale linéaire 


+o 


(x) p()+a Ni F5 p (0) de = (, 





= 


ou 





et la variable complexe x (s)+2y(s) parcourt la courbe C quand s varie entre 
pet: +00, 








! FREDHOLM, Sur une nouvelle méthode pour la résolution du problème de Dirichlet. Öfv. 
Biko Ve FAS för 1900: 
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En appliquant à l'équation (1) soit la méthode de Neumann soit la méthode 
de FREDHOLM il parait que l’on rencontre des complications très grandes, la solu- 
tion dans chaque cas se presentant sous la forme de series, dont les termes sont 
des intégrales multiples d'un ordre croissant infiniment. 

En vue de cela il m'a paru intéressant de chercher, au moins dans quelque 
cas pas trop particulier, si la complication n'est plutôt apparente que réelle. | 

Afin de me trouver dans des circonstances simples je pars d'une fonction 
rationnelle @(s) de degré x. Alors il est clair que je puis partager le plan des 
s en n domaines ayant la propriété que la fonction @(s) prend chaque valeur 
une et une seule fois dans chaque domaine. J’appelle ces domaines des domaines 
élémentaires. 

Je suppose maintenant que le demi-plan supérieur des's se trouve à l'intérieur 
d'un des domaines élémentaires et de plus que la fonction ®(s) ne devienne pas 
infinie dans ce demi-plan. En partant d'une fonction rationnelle quelconque on 
peut toujours par un changement linéaire de la variable s obtenir que les hypo- 
thèses soient vérifiées. 

Nous allons maintenant nous occuper du calcul des noyaux iteres de 


l'équation (1). Pour ce but je pose 
æ(s) + cy (s) = D (s), 
a ()—iy(s)= D (s). 


Parce que f(t,s) est le coefficient de © dans 








+ 9. log (P(s)— (0) 
ns) Die) rear 
BOT ot or Re A 
._D()—0®(0 
att) D(s)— (8) 


et ainsi f(t,s) est une fonction rationnelle de s et t. 


Pour étudier les pôles de f(t, s) posons 


Sur une équation intégrale à noyau analytique. 13 


Alors on obtient 











9 rie oh oe TAC eC 
As log (© (s) — © (#)) = a log h (shld) = 
ch (£) g's) — I (5) g UHR AO 
h (2) g (s) — h (s) g (£) Ahle) 


d'où l'on voit que pour un ¢ donné les valeurs qui rendent cette fonction infinie 


sont les valeurs de s satisfaisant aux équations 


D(s) = Daft, 
EO 


Appelons ces racines ; 
Lo = t, ty; to, soie lei 


et 


Les pöles de la fonction 


© log (® (+) — (0) 
sont 
RE rae 
et 


Qo, dA, se sg An—1, 


où nous avons indiqué la quantité conjuguée par un trait. 

Observons que parmi ces quantités s=t n'est pas un pôle de f(t,s) et que 
les , (v—1,...,n—1) et a, ont des parties imaginaires négatives. 

Quant aux valeurs infinies il est facile de voir que f(f,s) pour s= © a un 
zéro d'ordre deux. 

Cela posé, on voit que 


sil) = fre artent 


se calcule simplement en prenant la somme des résidus correspondants aux pôles 
dont les parties imaginaires soient positives. 
D'après ce qui vient d'être dit les pôles sont, pour f(t, «) 
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et pour f(x, s) les racines de l'équation 


que nous appelons 











Su Sa) ; 5 vied 
Parce que l'on a 
i: Rays EE 
lim (© — t,) 27 f(t, x) = — lim (x — t,) Fa = Fir: 2 
ne: N aa 
2 : x D'(x) 
lim (x — av) 27ci f(t, x) = — lim (2 — av) — —— + I 
(x — av) zei f(t, 2) ; 70-600 
Red L =\ Ay 


on voit que la somme des résidus correspondants aux infinis de f(t, x) est 


n—1 n—1l 





= Sy bid SG, 4). 
y =1 v7=0 
Parce que de plus 
lim (© — 8,) 2w7f (2,6) == — lim (2 9) Be = Le (s) 
D(s)— Dix)  @'(s,) 


L=Sy 
on trouve pour la somme des résidus correspondants aux infinis de f(x, s) 


l'expression 








2 ne) 
TE 
Ainsi on a d’abord 
I EE ee) ___ De 
un > loners al‘ 
SL. LEN ee ören 
2 eee D(s) — D I D'(s,) : = Os) — (a) 


ce qui s écrit après une réduction simple 
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NER @’ (s) > 
di 2 D(s,) — Dt), © (s,) 








v=1 
R > D () 
So) a.) 
Observant maintenant que 
D(s,) es D (s), 
on trouve 
D'(s) ds, 
D'(s,) ds 
et par conséquent 
Bee (halo [OW HOG.) 2 le 1] (OG) — 01) + 
2 I ds 5 = ds 5 aa? y } 
d 1 
at log (D{s) — D (a,)). 
à v=0 


Pour transformer cette expression dans une forme plus commode pour la suite 


je considère les racines u = t, de l'équation 


D (u) = D (t) 


et parce quelles sont fonctions de t, je les désigne par 


Wo (t) = t, Wy (é), We (t), SON à Wa (t). 
Il s'ensuit que les racines u = t, de l'équation 
D (u) = D (t) 
sont 
Yo (2) TE t, Un (£), We (t), DAC #5) Wn-1 (2), 


w, étant la fonction conjuguée de wy. 
Cela posé, considérons le produit 


I (o@) — & (s)), 


v=1 
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qui évidemment est une fonction rationnelle de s. Ses zéros doivent d'après nos 


conventions être désignés par 
Wo (és), W, (ty), ne 652 Wn—1 (t,) (v = dr Dres Via 1) 


ou bien aussi par la formule 


Wi (x (0) Cane) 





I,...,n—I 
Les pôles de notre produit sont a,..., a, chacun comptant (n — 1) fois. Ainsi on a 
NIET 
n—1 I |! (s — Wi (Wr (t)) 
I] (ot)-eW- "7 Fi), 
v=1 (s in? ua 
y —0 


ou F(t) est une fonction qui ne dépend pas de s. 


Traitons de la même manière le produit 
Ni 
ll (D(s,) — D (t)). 
v=1 
Ses zéros s’obtiennent en cherchant les valeurs de s, satisfaisant à l’&quation 
D (s,) = D (1). 
Or cela nous donne d’abord 
So Uae) (A OUT 8. ., n 2%) 
Parce que u = s, est une racine de l'équation 


D (u) = ®D (s) 


j'obtiens pour les racines en s de notre produit 


Haut) (Era). 


VAT EN I 
Les pôles sont les valeurs s, de s pour lesquelles 


D (s,) = 0 = 1,...,n—ı) 
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c'est-à-dire 


Sy = ay (y=1I,...,m—1), 


d'où il s'ensuit que les pôles cherchés sont donnés par la formule 


PRÈS Ben 


Elsa MT 


Ainsi on peut poser 





em 
n—1 Il Il (s He Wi (We (2))) 
[J (2E6)-00M=5 G (1), 
va TL IL s-%@,) 
i=1 k=0 
où G(t) ne dépend pas de s. 
Enfin, pour le produit 
nm 
IL (@s) — ® (a) 
v=0 


nous obtenons par des considérations analogues l’expression 





II IIs-v:@) 
at N Batis 
men 


En introduisant ces expressions dans la formule (2) on obtient 


vl nl 


(3) 2 11 fa(t, s) = — 2 (— <a, i} 


1, K= 





n—1 n—1 


322 (rs ee) 


i=0 k=0 





Pour contrôler cette expression j’observe que l’on a pour t réel 


(4) [res AS = Te 


m étant quelconque. 


3—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 6 mai 1924. 


LT 
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En appliquant cela au noyau f, il s'agit d'abord de connaitre les pôles de 
fo dont la partie imaginaire soit positive. 


Or nous savons que si ¢ est réel ou positivement imaginaire w(t) est 
négativement imaginaire; au contraire si t est réel ou négativement imaginaire 
wi(t) est positivement imaginaire. 


Cela posé, il est clair que les pôles de fs(t, s) 
qui se trouvent dans le demi-plan positif des s, sont 


Yi Wet (¢, k=1,...,n—1) 


ak (4 =0,1,...,”—1) 
La RT, 2, NI 

Wi (ax) ; 
k=.0,1,...,N—1 


Les nombres de ces pôles étant (7 — 1), n, n(n—1) respectivement on obtient en 
tenant compte des signes des fractions simples dans (2) 


+0 
födas (n—-1)?—n(n—1)+n=1. 


Il convient maintenant de mettre f(t,s) sous une forme analogue à la 
formule (3). Parce que nous avons 


pot es Br [log (@(s) — @(d)) —log (D(s)— D(#)| 


et parce que 
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il vient 
n—1 I 16 
(5) 271 f(t, s) > (= wit Så 
n—1 
— Mo ts PR aa : 
2 = sa) 


La comparaison des expressions de /, et f porte à croire que /,(t,s) pourra être 


exprimé par une formule de la forme 





(6) DIN me meer 


(ör) > 


al —;) Se ea); 


(a, ) (By) 











où (& ¢) représente la totalité des pôles dont la partie imaginaire soit positive et 
qui dépendent de t, (a,) et (ß,) désignent les autres pôles. Je les ai ordonnés dans 
deux groupes suivant que la fraction simple correspondant est positive ou néga- 
tive. Les traits signifient que a et « sont conjugués, et ¢ est + 1 ou — 1. Cela 


posé, considérons la formule 


tan ee | PDT de 


sous l'hypothèse que /,(t, x) soit donné par la formule (6). Dans ce cas nous 
pouvons exécuter l'intégration comme plus haut en prenant la somme des résidus 
de la fonction rationnelle f(t, x)f(x,s) pour les infinis qui se trouvent dans le 
demi-plan supérieur des x. En tenant compte des pôles de f, on obtient ainsi 


la somme de résidus 


Er DJ (Et; s) ae DS (cr, s) + D (Br, s) 
(By) 


(Sr) (ap ) 


et pour les pôles de f(z, s) la somme 


20 Ivar Fredholm. 


Ainsi 


n—1 


(7) fra (t, 8) =e DP Et, ae = Bb + De 
(Br 


(Se) 


de ds» 


Considérons d'abord les trois premières sommes dans le second membre de cette 


equation. 
Si nous employons pour /(t,s) la formule (5) nous obtenons 


n—1 


. 3 ! 
mite DfE = oD D (re Et SE, ) 
= En i= 

















nl T I 
du s) 22 ee +. 
x > | = I 
à Sly Sar | 
Bi 32 (em ea) 





w—1 I I 
+P > | ml 
Se Clk SK 
peur k ak 


ou M,, N,, P, désignent les nombres des &,, ar, 3, respectivement. A cause de la 


relation (4) on a cependant 
Er My De N, — P, AL 


et à cause de cela on obtient 


ami(e PEt s ee) De 
(By) 


(Sr) (a) 


nn] Reh 


(8) = 33 (er pes er SI er 5) 








r) i=1 


n—1 I I 
SES) 
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Pour transformer la dernière somme dans (7) nous considérons d’abord 
l'expression 


RL _ n—1 
I dsy __ 


Dei ds. “log 1% 








Comme le produit dans le second membre est une fonction symétrique des 
racines de l'équation en i 


le produit est une fonction rationnelle en s. Les zéros de cette fonction sont 


les valeurs de s qui rendent s, = 2 c’est-à-dire 
BU. (1,2, 4 407). 
Les infinis sont les valeurs de s pour lesquelles s, = © c'est-à-dire 


s= vl») B=n2..,n- I). 


Ainsi 








n—1 = Vr — nl 
Bd (s— Wid) _ i I Lån ) 
25105 ds € Io) Sva see) 
Appliquant ce résultat à la quatrième somme de la formule (7) et en observant 
que les pôles de la forme w;(20) se détruisent on obtient 


NT 


(9) | (t, a 





n—1 


n— 4 
bs: SRE cee JAS lm —:) 


i=1 (a) 








n—1 


Fig Sr aE): 


i=1 (84) 





En réunissant cette expression a (8) on trouve en ayant égard aux sommes qui 


se détruisent 


22 Ivar Fredholm. 





(10) 


D 
à 
es 
= 
+ 
-— 
= 
Se 
I 
& 
"MI 


I ans ) 
— Witt sit 


n—1 


+> {= oi fey 33 (y m 


nm —1 
Duke - 
S— x  S— ar 


k=0 











En se rappelant maintenant que les &,t, a,, ß, ont des parties imaginaires 


positives on voit que les infinis à parties imaginaires positives de f,+1(t, s) sont 


Wi Er 

(@=1,...,%—T) 
Wi Gr, Wi Br 
är (&—=0,...,n—1). 


Il est ainsi facile de voir que le groupe des 5,+1t est la totalité des quantités 
wit, le groupe des ar; est la totalité des quantités Wi Br augmentée des 
quantités ar et enfin le groupe f,+1 est la totalité des quantités w;a,. Enfin si 


Ert1 = — Er 
on voit que la forme supposée de f(t, s) est correcte si 
& = (— 1}. | 

Quant aux nombres M,,N, et P, on voit que 

M, +1 = (n—1) M,, 

N, =(n—1) Pr + n, 

Pa =(n—1)N;. 
Parce que l'on a M=n—ı, N =n, P, =0 il s'ensuit que 

M,=(n—1}, 
N,— P,=ı1— (—- ı)"(n—ı)'. 
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On a ainsi 


&M, + N — P,=(—1) (na — 1) +1 — (— 1)" (n — 1)" = 1 


ce qui peut servir de contrôle. 

En comparant maintenant les formules (6) et (10), on trouve d'abord que 
le groupe des points &,{ est la totalité des points qu'on obtient du point t en y 
appliquant 7 transformations y de sorte que l’on peut écrire 


(ört) = (Wi, Wi, Wi, > > Wit), si r est pair, 
(ört) = (Wi, Wi, Wi, -.. Wit), si r est impair, 


les indices 2, parcourant tous la suite I, 2,...,n—1. 
Le nombre de ces points ainsi, comme nous l'avons déjà trouvé, est égal 


à (n— 1}. 


Pour les groupes (a), (8), (a), (8) on obtient d’abord en comparant les formules 


(6) et (10) les formules de récursion 
(@-+1) Eu (Wi Br) hir (ax) 


qui signifie que le groupe des a,+ı s'obtient en appliquant à chacun des points 


8, chacune des transformations W,, ..., Wn—1 et en y ajoutant les » pôles a, ..., Ana. 


Pour les autres groupes on obtient facilement des formules de récursion 


analogues que je réunis avec la formule trouvée tout à l'heure, 


(ar+1) = (i Br) + (ax), 
(8r+1) = (Wier), 
(ar+1) = (Wi Br) + (ae), 
(8r+1) = (Wer). 


En appliquant ces formules et en tenant compte des groupes déjà connus on 
trouve les expressions explicites des groupes (a), (8): 


pour r nombre pair 
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(ar) = a + (,a)+---+ (öra a), 
= a+ (Ea) + +60) 
(6,)= (,a)+---+(&-a); 
(8)= (Ea) +--+ (fa. 
Pour 7 impair on trouve 
(ar) = ar (bi a) + + bra, 
(a,) = a + (fa) +--+ (öra), 
B)=" (ba) + +), 
(8)= (a+. +644), 


où jai désigné par a celui des pôles de la fonction ®(s) qui se trouve dans le 
domaine élémentaire contenant l'axe réelle dans son intérieur. 


a est la quantité conjuguée de a. 


Pour abréger je vais appeler le point qui s'obtient en appliquant 7 trans- 


formations Ww, Y à un point quelconque « l'image d'ordre r de a. 


Des développements qui précèdent il s'ensuit que les noyaux itérés sont des 
fonctions rationnelles. 


Pour en avoir une expression commode introduisons les notations abrégées 





Ress BT. 
a : = 2 RDS Wi, Wi, Wi, ad 2 (6) 





et 
2, (t, s) = > J = 
v\U, i,t, 8 Wi, Wi, Wi, (0) 
ou 2,...2, prennent indépendamment les valeurs 1, ..., n—ı. Alors on peut 


ecrire si r est un nombre pair 


(ET) ani f,(t, s) = Q,(t, s)— Q,(t, s) 


p—1 r 


+ S12, )— Bla, ))— D [9,la, s)— 2,4, 9) 


v=0 v=1 
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et si 7 est un nombre impair 


(12) 220 föll, s) = — 2,(t, s) + Q,(6, s) 
+ D [0 (a, 8) — la, 8] — > [Q,(a, s) — Q,(a, s)]. 


Par rapport à la formule pour le noyau /,(¢, s) 
+ ne 
(13) Jr (t, s) = i 4 sacs ANA Za) .. hr, s) d Li... dx, —ı 


il est important de savoir dans quelles conditions il est permis de donner des 
valeurs complexes aux variables ¢ et s jusqu ici supposées réelles. 

Pour répondre à cette question on doit se rendre compte des pôles que nous 
avons rencontrés en exécutant successivement les intégrations dans la formule 
précédente et qui sont les images successives des points ¢ et s. Or si nous con- 
sidérons la partie commune F des domaines élémentaires des fonctions ® (s) et 


@(s) qui contiennent l'axe des s réelles nous voyons facilement que si s est un 
point dans F\, toutes les images de s se trouvent en dehors de F. Ainsi nous 
pouvons faire varier ¢ et s dans le domaine F sans que l'expression (13) cesse de 
représenter la même fonction analytique. On voit aussi qu'il existe dans ces 
conditions une limite supérieure finie pour f(f,x) et f(x,s) pourvu qu'on exclue 
du domaine de s un voisinage des pôles a et a et x est une quantité réelle. 
Ainsi l'expression du noyau résolvant est valable quand ¢ et s se trouvent dans 
le domaine F. 


Le problème électrostatique. 


Appelant o la longueur de l’arc de la courbe C, & (0) la densité de l'électricité 
en équilibre sur C nous aurons 


se()do=w(s)ds, 


où @(s) est la solution de l’&quation integrale homogène 


co (s) [st s)w(t)dt— 0. 
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La fonction w(s) peut être déterminée par l'équation 


w (s) = lim f, (f, 3). 


ro 


Pour déterminer le potentiel de l'électricité en équilibre soit ö = § + in = O(s) 
un point sur la courbe C et z=x+:y un point à l'extérieur de C le potentiel 


cherché V est déterminé par la formule 


où » est la distance des points & et 2. Je puis aussi écrire 


+o 


V = tog ro(s)ds. 


—'@ 


Mais puisque log » est la partie réelle de log (2 — 5) = log (2 — ®(s)) on peut 


aussi écrire 





où R désigne qu'il faut prendre la partie réelle de l'intégrale. 


Pour les calculs suivants il vaut mieux considérer l'intégrale 
(14) a 


dont les parties réelle et imaginaire nous donnent les dérivées premiéres de V. 
Pour des points z extérieurs à la courbe C K (z) est une fonction analytique, 
tandis que pour des points intérieurs on a K(z) =o. 
Pour avoir le prolongement analytique de X (2) à l’intérieur de C il ne faut 
que changer le chemin d'intégration d’une manière convenable afin d'éviter le 


point singulier ss dans le demi-plan supérieur des s qui satisfait à l'équation 
D (so) = 2. 


On obtient ainsi la relation 


Sur une équation intégrale à noyau analytique. 


bo 
=1 





d'où l'on voit qu'il ne faut aucune intégration pour avoir K (2) si on connait w (s). 


On peut aussi écrire la relation entre K (2) et w (s) 


2rio(s)ds=K(z)dz, 


où 2 —= @(s), Cette équation n'est du reste que la relation connue de la théorie 
du potentiel entre la dérivée normale et la densité de l'électricité. 

Pour avoir une expression analytique de K(z) j'en calcule d'abord une 
expression approchée K,(z) introduisant dans la formule (14) au lieu de « (s) 
TES). 


Alors j obtiens si r est un nombre pair 














I x 2 à 
K (2) = 2— O(a) bp 2 (2 (a) 20 (& a) 
Posant 
KO = FQ) 


on sait que F'(z) nous donne la représentation conforme de l'extérieur du domaine 
D sur un cercle. La fonction F(®(z)) jouit d'une propriété intéressante qu'on 
peut mettre en évidence de la manière suivante. 

Partons d'une fonction F(®) qui nous donne la représentation conforme de 


l'extérieur du domaine D sur le demi-plan inférieur. 
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Puisque @(z) parcourt la frontière de D quand z décrit l'axe réel, il est 
clair que f(z) = F(® (z)) parcourt l'axe réel quand z parcourt les valeurs réelles. 
Du principe de Scuwarz il s'ensuit alors que si z et z sont des imaginaires 
conjuguées, f(z) et f(z) sont aussi des quantités conjuguées. 

En se rappelant maintenant que ®(z) prend chaque valeur une fois et une 
seule à l'extérieur du domaine 1), si z parcourt en partie E’ du domaine élé- 
mentaire Æ qui se trouve dans le demi-plan inférieur, on conclut que f(z) prend 
toute valeur négativement imaginaire une et une seule fois, dans HL’). A cause 
de la propriété de symétrie de f(z) on voit dès lors que la réunion F de E', et 
de son symétrique E’, par rapport à l’axe réel constitue un domaine élémentaire 
pour la fonction f(z). 


On a par définition 
et par suite 


ou encore 
f (Wr El) = (e). 


En changeant w, en W, et z en 2, on aura aussi 


Sp, (EN) =f) 


ou bien puisque 2 est une quantité arbitraire 


Jp, El) = fe). 


La fonction reste donc invariable pour les transformations w, et W, ce qui permet 
de la prolonger analytiquement en dehors du domaine F. 

Mais il est aussi facile de voir que f(z) est une fonction uniforme, car, en 
formant les images successives du domaine élémentaire /’, on voit que chaque 
image présente dans son intérieur un contour libre auquel s'applique des images 
d'ordre supérieur, de sorte que les images de F ne sauraient couvrir le plan plus 


d'une fois. Il est facile aussi de voir que f(z) existe dans tout le plan. 
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Einleitung. 


In zwei Abhandlungen unter dem gemeinsamen obigen Titel, von denen ich 
hier die erste vorlege, werde ich die Theorie einer gewissen Klasse von Funktionen 
einer reellen Variabeln entwickeln.” Obwohl die beiden Abhandlungen innerlich 
mit einander verbunden sind und die zweite auf den Resultaten der ersten basiert, 
wird jede der Abhandlungen doch insoferne ein Ganzes bilden, als sie ihre be- 
sondere Problemstellung behandelt. | 

1°. Es sei f(x) eine Funktion der reellen Variabeln x, die im ganzen Inter- 
valle —o<x< eo definiert und stetig est. Der bequemeren Formulierung halber 
werde ich die Funktion f(x) nicht als reell voraussetzen, sondern zulassen, dass 
J (x)=u(x) +2 v(x) ist, wo u(x) und v(x) stetige reelle Funktionen der reellen Varia- 
beln x bedeuten. Wenn, bei einem vorgegebenen e>o, die reelle Zahl t=rv|(/f, e) 


für alle x der Ungleichung 
If(e+)—f(w)| Se 


genügt, werde ich t eine zu der gegebenen Zahl « gehörige Verschiebungszahl der 
Funktion f(x) nennen. Die Definition unserer Funktionenklasse lautet nun folgen- 
dermassen: 

Eine (fiir -a<x<mw stetige) Funktion f(x) soll fast periodisch heissen, 
wenn es zu jedem s>o eine Lange l=I(e)>0 derart gibt, dass jedes Intervall 
a<x<ß der Länge B—a=1 mindestens eine Verschiebungszahl t=t(f, €) enthält. 

Mit anderen Worten: zu jedem festen & soll es unendlich viele Verschie- 
bungszahlen =r(s) geben, und die Menge dieser Verschiebungszahlen r(e) soll 
nirgends beliebig grosse Lücken aufweisen. ‘Ich füge gleich hinzu, dass es diese 
letzte Forderung (also die Forderung der Existenz der Zahlen /(e)) ist, welche erst 
die ganze Theorie ermöglicht. In dem ersten der Zusätze, welche dieser Ab- 
handlung hinzugefügt sind, will ich auf diese Frage näher eingehen. 

Es ist klar, dass die (stetigen) rein periodischen Funktionen in der Klasse 
der fast periodischen Funktionen enthalten sind; denn es können ja, falls f(x) 
rein periodisch mit der Periode p ist, für jedes ¢ die sämtlichen Perioden np 
(n=o, +1, +2,...) als Verschiebungszahlen verwendet werden, und es kann also 


hier die Länge /=/(e) sogar von ¢ unabhängig (etwa /=2~) gewählt werden. 





" Eine kurze Mitteilung über einige der wesentlichsten Resultate habe ich in zwei Noten in 
den Comptes rendus der Pariser Akademie »Sur les fonctions presque périodiques» (22. Okt. 1923) 
und »Sur l’approximation des fonctions presque périodiques par des sommes trigonométriques» * 
(26. Nov. 1923) gegeben. 
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2°. Das Hauptresultat unserer Untersuchungen besteht in dem Nachweis, 
. dass — allgemein gesprochen — die fast periodischen Funktionen mit denjenigen 
Funktionen übereinstimmen, welche in eine abzählbare (oder endliche) Anzahl von 
periodischen Schwingungen an e'*n" aufgelöst werden können, wobei die Exponenten 
An ganz beliebige reelle Zahlen sind. Ebenso wie die rein periodischen Funk- 
tionen als diejenigen Funktionen charakterisiert werden können, welche in eine 
harmonische Folge von Schwingungen, d. h. in Schwingungen a,e’"**, zerlegt 
werden können, ergibt uns also die Klasse der fast periodischen Funktionen 
f(x) die Klasse derjenigen Funktionen, welche in eine beliebige (harmonische 
oder unharmonische) Folge von Schwingungen a,e**n® aufgelöst werden können. 

3°. Die vorliegende erste Abhandlung bringt eine Verallgemeinerung der 
Theorie der Fourierreihen rein periodischer Funktionen. Als Haupt- 
satz dieser letzteren Theorie mag der folgende bekannte Satz bezeichnet werden: 


Zu jeder rein periodischen (stetigen) Funktion f(x) mit der Periode ay. 
À 
gehört eine bestimmte Reihe der Form D ane'™**, die Fourierreihe der Funktion, welche 
— © 


ihrerseits die Funktion f(x) eindeutig bestimmt, und die im Mittel gegen f(x) kon- 


vergiert in dem Sinne, dass der Ausdruck 


p 
get | 
p 


0 


2 


N 
Hoy > ape RUE 
— N 





für N>» gegen o konvergiert. 

Das Ziel dieser ersten Abhandlung ist vor allem die Herleitung des folgenden 
Satzes über fast periodische Funktionen, welcher das vollständige Analogon 
des eben erwähnten Satzes über rein periodische Funktionen bildet. 

Zu jeder fast periodischen Funktion f(x) gehört eine eindeutig bestimmte Folge 
von reellen Zahlen Ay, ho, ..., An, ... und eine Reihe der Form Xanet’n*, die » Fou- 
rierreihe» der Funktion f(x). Diese Fourierreihe bestimmt ihrerseits die Funktion 
f(a) in eindeutiger Weise und konvergiert im Mittel gegen f(x) in dem Sinne, dass 
der Ausdruck 


n 


+ TA: 
Sv= im = 
T— © ffs 
0 


N 2 


Fo) D anefnt| da 


1 





für No» gegen o konvergrert. 
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Dagegen braucht die zu einer fast periodischen Funktion f(x) gehörige Fou- 
rierreihe nicht im gewöhnlichen Sinne zu konvergieren; es gibt ja schon unter 
den stetigen rein periodischen Funktionen f(x) Beispiele von Funktionen, deren 
Fourierreihe nicht überall konvergiert. Es scheint mir aber von einem gewissen 
Interesse zu sein, dass in der allgemeinen Klasse der fast periodischen Funktionen 
— im Gegensatze zu der spezielleren Klasse der rein periodischen — die Nicht- 
konvergenz einer Fourierreihe doch gewissermassen als ein »Ausnahmefall» be- 
trachtet werden kann; in der Tat kann, wenn f(x) eine »ganz beliebige» fast perio- 
dische Funktion und A,,4,,.... ihre zugehörige Exponentenfolge ist, »im Allge- 
meinen» erwartet werden, dass keinerlei lineare Verknüpfungen zwischen den A 
bestehen, d. h. dass die Grössen À, linear unabhängig sind, und in diesem Falle 
werden wir beweisen, dass die Fourierreihe Z ane‘#n® im gewöhnlichen Sinne gegen 
f(x) konvergiert, sogar gleichmässig im ganzen Intervalle — © <x<e. 

4°. Wenn es sich bei einer Untersuchung über rein periodische Funk- 


tionen, etwa mit der Periode p= speziell darum handelt die überall stetigen 
Funktionen f(x) herauszugreifen und zu charakterisieren, ist die Betrachtung der 
Fourierreihe bekanntlich kein besonders geeignetes Mittel, weil man ja keine ein- 
fache notwendige und hinreichende Bedingung kennt, welche eine Zahlenfolge 
{an} erfüllen muss um die Folge der Fourierkonstanten einer stetigen Funktion 


zu sein. Hier ist ein wesentlich andersartiges Verfahren bequemer, nämlich das- 


N 
jenige, bei dem man die Funktion f(x) nicht gerade durch die Abschnitte > ane EG 
—N 

ihrer Fourierreihe, sondern durch ganz beliebige trigonometrische Poly- 
ie | 

nome Pa zu approximieren sucht und dabei die Güte der Approximation 
—N 

nicht durch die Grösse des mittleren Fehlers 


—N 


p N 
I > a 2 
5 (AS) D Im kat 
>| io >, dne”? | dx, 
0 
sondern einfach durch die obere Grenze des absoluten Wertes der Differenz 


N 
F)— > bret eg 
—N 
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beurteilt. Es gilt nämlich nach Werersrrass der Satz, dass eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass eine Funktion f(x) (— 0 <x< ©) eine überall stetige 


270 


rein periodische Funktion der Periode I 


ist, darin besteht, dass f(x) durch eine Folge 


N 
von trigonometrischen Polynomen der Form yy bnet"** gleichmässig approximiert wer- 
— N 
den kann. 


Hine Verallgemeinerung dieses letzten Satzes wurde von Bout in seiner 
sehr interessanten Maeisterdissertation' gegeben. Bonn stellt sich dort die 
folgende Aufgabe: Es sei eine endliche Anzahl von positiven Grössen k,, ks, ..., ka 
gegeben; damn soll die Klasse derjenigen stetigen Funktionen f(x) charakterisiert 


werden, welche sich durch eine Folge von trigonometrischen Summen der Form 
D bei lu ki + tee + Ng kg) 2 


gleichmässig approximieren lassen. 

Diese Aufgabe wurde von Bout dadurch gelöst, dass er die folgende Ant- 
wort gab: 

Dafür, dass die Funktion f(x) der erwähnten Forderung geniige, ist notwendig 
und hinreichend, dass sie die folgende »quasi-periodische» Eigenschaft besitzt: Zu 


jedem e>o soll es ein d>0 geben, derart, dass die Ungleichung 


| f(a+)—f(x)|Se (— © <x< om) 


bei jedem t besteht, für welches sich die q Grössen kit, kat, . . ., kat von ganzen 
Multipla von 2% um weniger als 6 unterscheiden. Mit anderen Worten, es soll jedes 
x mit der erwähnten Eigenschaft eine Verschiebungszahl z=r(f, e) sein. 

Man sieht somit, dass schon in den Untersuchungen von Bout die Idee 
der Einführung der Verschiebungszahlen den Ausgangspunkt für die Verallge- 
meinerung des Begriffes der reinen Periodizität bildet. Aber ganz abgesehen 
davon, dass die Exponenten A, in den von Bout betrachteten trigonometrischen 
Summen nicht, wie bei uns, beliebige reelle Zahlen sind, sondern Zahlen der 
speziellen Art, als lineare Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten einer end- 


lichen Anzahl von Grössen k,,..., ky, darstellbar zu sein, besteht ein prinzipieller 





! P. Bout, Uber die Darstellung von Funktionen einer Variabeln durch trigonometrische 
Reihen mit mehreren einer Variabeln proportionalen Argumenten (Dorpat, 1893). Ich verdanke es 
einer freundlichen Mitteilung von Herrn HADAMARD, auf die schönen Untersuchungen von BOHL 
(und. die später zu erwähnenden von ESCLANGON) aufmerksam geworden zu sein, welche mir bei 
der Einsendung meiner ersten Comptes rendus Note unbekannt geblieben waren. 


5— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 1 juillet 1924. 
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Unterschied zwischen den Problemstellungen der Bont'schen Theorie und der 
hier zu entwickelnden. Bei Bont werden nämlich die Exponenten 4, (d. h. 
bei ihm die Grössen #,,..., ky) als im voraus gegebene Zahlen angesehen, 
in dem Sinne, dass diese Zahlen in der oben angeführten quasiperiodischen 
Charakterisierung seiner Funktionen explizite auftreten, während in unserer 
Definition einer fast periodischen Funktion von den Exponenten À, gar nicht die 
Rede ist, und es bei uns vielmehr eine Hauptaufgabe ist zu zeigen, dass zu jeder 
fast periodischen Funktion f(x) eine bestimmte Exponentenfolge (i); gehört. 
Die vorliegende erste Abhandlung, wo es sich um die Verallgemeinerung 
der Theorie der Fourierreihen handelt, hat fast gar keine Berührungspunkte 
mit der Bonu’schen Untersuchung. Ganz anders verhält es sich mit den Unter- 
suchungen, welche wir in der zweiten Abhandlung bringen werden, wo es sich 


darum handeln wird, eine fast periodische Funktion f(x) durch beliebige 
k. 

trigonometrische Summen der Form 3 ben, und nicht gerade durch die 
1 


Abschnitte der Fourierreihe der Funktion, zu approximieren, und wo wir u. a. 
den folgenden allgemeinen Satz beweisen werden: 


Für die Fastperiodizität einer Funktion f(x) ist notwendig und hinreichend, 
N 

dass sie sich durch irgend eine Folge von trigonometrischen Summen > due n® (wo 
1 


den reellen Esxponenten Mm gar keine Bedingungen auferlegt sind) gleichmässig 
approximieren lässt. 

Es wird daher zweckmässig sein, bis zu der zweiten Abhandlung damit 
zu warten, auf die Untersuchung von Bonn — und einige damit eng zu- 
sammenhängende Untersuchungen von EscLAnGon — näher einzugehen, und 
zu zeigen, wie das oben erwähnte Bonr’sche Resultat sich von selbst in den 
Rahmen der allgemeinen Theorie der fast periodischen Funktionen einordnet. 

5°. Schliesslich sei noch erwähnt, dass die Theorie der fast periodischen 
Funktionen wichtige Anwendungen auf die Theorie der Dirichlet'schen Reihen 
erlaubt und vor allem dazu dienen kann, Licht über die bisher nur sehr unge- 
nügend aufgeklärte Frage zu werfen, welche Eigenschaften eine analytische Funk- 
tion besitzen muss um in eine Dirichlet'sche Reihe entwickelbar zu sein. Von 
dieser Anwendung — wie auch von etwaigen Anwendungen auf Probleme der 
Mechanik — werde ich aber in diesen beiden Abhandlungen ganz absehen, hoffe 
aber bei einer späteren .Gelegenheit ausführlich darauf eingehen zu können. 
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KAPITEL I. 


Die allgemeine Theorie der Fourierreihen fast periodischer Funktionen. 


S 1. Die Invarianz der Fastperiodizität gegenüber einfachen Rechenoperationen. 


Wir werden zunächst zwei Sätze beweisen, welche zeigen, dass gewisse 
Eigenschaften von Funktionen die in einem endlichen (abgeschlossenen) Intervall 
stetig sind, also auch von stetigen rein periodischen Funktionen, ebenfalls unseren 
fast periodischen Funktionen zukommen. Die sehr einfachen Beweise beruhen 
auf der in der Definition einer fast periodischen Funktion geforderten Existenz 
der Länge /=/(e); aus der Eigenschaft dieser Zahl /=/(e) folgt nämlich sofort, 
dass wir, falls wir ein festes Intervall J der Länge / betrachten, z. B. das Intervall 


_ a<a<s, im Stande sind (siehe Fig. 1) zu jeder beliebig gegebenen Zahl x, eine 


Verschiebungszahl 7=7(e)=r(e,x,) so zu finden, dass x, bei einer Verschiebung 


ax 
SR = Stet re ee a ae eu 
ne = ad 
bett, Fö LA XG 
2 Z + 2 o 
Fig. 1. 
um t in einen Punkt x, =x,+r dieses Intervalles J übergeht — wir haben 


ja nur die Verschiebungszahl v(s) so zu wählen, dass sie dem Intervalle 
l l 4 m 3 : 

— 1 —--<x<—x,+- der Länge / angehört — wodurch es bei den Beweisen 
2 2 

ermöglicht wird die Betrachtungen so zu sagen auf ein festes endliches Intervall 


zu beschränken. 


Satz I. Jede fast periodische Funktion f(x) ist beschränkt, d. h. es gibt eine 
Konstante G=G(/) derart, dass die Ungleichung [f(x)|£ @ für alle x besteht. 


Beweis. Es sei ¢ etwa gleich 1 gewählt und /=/(1) die zugehörige Länge. 
Es bezeichne ferner g das Maximum der stetigen Funktion [f(x)| im endlichen 
(abgeschlossenen) Intervall —. Ex. Dann hat offenbar die Zahl G=g+1 die 


erwünschte Eigenschaft; denn zu jedem beliebig gegebenen x, lässt sich ja (siehe 
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Fig. 1) eine Verschiebungszahl 7=r(I) so bestimmen, dass die Zahl x, =, +7 im 


l 
Intervalle —i<n<s gelegen ist und daher 


EI) + ea IE 9 +1 = G. 


Satz II. ‚Jede fast periodische Funktion f(x) ist gleichmässig stetig im ganzen 





Intervalle ao<axr<o, d. h. zu jedem ¢>0 gibt es ein d>o derart, dass für 


jedes Punktepaar x’, x' mit |x’— x” |< die Ungleichung | f(x) —f(x"”)| <e besteht. 


Beweis. Zu der gegebenen Zahl : bestimmen wir die Länge /=/ (‘). betrach- 


ten das abgeschlossene Intervall — — sus i+ I und bestimmen eine Zahl 0 <1 
derart, dass für jedes Punktepaar y’, y’’ mit einem Abstand [y —y"|<o, 


welches in dem festen Intervalle -: an + 1) gelegen ist, die Ungleichung 


iu) — Fly” - besteht. Dann genügt dieses d offenbar der Bedingung des Satzes. 
Denn für ein beliebiges Punktepaar x’, x” mit |x’—x” |<‘ können wir eine zu 
; gehörige Verschiebungszahl +—7 (:) so wählen, dass die Zahl y’=a’ +r in das 


l 2 , " . „ er. . 
Intervall (— = 1) fällt; dann liegt (wegen |x’—x” |< 1) die Zahl y”=X" +7 gewiss 


im Intervall (-:=:. +2), und es ist 


+2 + 


PAC AC) ES PACA AUD ES ICO AUD) + FOF YI < 


as 


Eee 
3 "0408 


Aus dem Satze II folgt sofort das in der Folge sehr oft zu benutzende 


Corollar. Es sei f(x) eine fast periodische Funktion und ¢,>0 sowie 8 >& - 
beliebig gegeben. Dann gibt es ein d=0-(é,, &)>o derart, dass, falls x, irgend eine 
zu €, gehörige Verschiebungszahl unserer Funktion f(x) ist, jede Zahl t., deren Ab- 
stand von +, kleiner als à ist, eine zu &, gehörige Verschiebungszahl sein muss. 


In der Tat brauchen wir nur (mit Hilfe des Satzes II) die Zahl d>o so 
zu wählen, dass für jedes Punktepaar 2’, x” mit |x’—x”|<6 die Ungleichung 
[/(z’)—f(2")|<e,—e, besteht. Falls nämlich +, eine zu &, gehörige Verschie- 
bungszahl ist, gilt ja für jedes z, mit [z,—7,|<0 (und alle x) die Ungleichung 
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[feta)—f@)lslfe+n)—fletn)|+ fetter = ee 


Nach den obigen vorbereitenden Sätzen gehen wir nunmehr zum Beweise 


des folgenden ersten Hauptsatzes über.! 


Satz III. Die Summe zweier fast periodischer Funktionen f(x) und g(x) ist 
wieder eine fast periodische Funktion. 


Beweis. Der Satz wird offenbar bewiesen sein, falls wir zu einem gegebenen 
é>o eine Länge /=/ (f, g, e) derart angeben können, dass jedes Intervall «<x<ß 


der Länge / mindestens einen Punkt z* enthält, welcher gleichzeitig eine zu 


gehörige Verschiebungszahl der beiden Funktionen f(x) und g(x) ist; denn ein 


D | % 


solches t* wird ja, wegen der für alle x giltigen Ungleichung 


oa), af a) tga) (Sl RE = ll a+) a (a) I, 


gewiss eine zu e gehörige Verschiebungszahl der Summe f(x) +g(x) sein. Um die 
Existenz solcher gemeinsamer Verschiebungszahlen der beiden Funktionen 
f(x) und g(x) zu beweisen, werden wir natürlich gewisse charakteristische Eigen- 
schaften der von den Verschiebungszahlen einer fast periodischen Funktion ge- 
bildeten Menge heranziehen müssen; die wesentlichste Eigenschaft (neben der 
im obigen Corollar ausgesprochenen »Unbestimmtheit» der Verschiebungszahlen), 
die wir zu benutzen haben, ist die folgende: sind 7, und 7, zwei beliebige zu 
einer Zahl &, gehörige Verschiebungszahlen einer fast periodischen Funktion f(x), 
so wird die Summe z,+7, und daher auch (da mit 7, auch — 7, eine Verschiebungs- 
zahl ist) die Differenz 7,—r, wiederum eine Verschiebungszahl der Funktion 
f(x)-sein, die zwar nicht zu &, zu gehören braucht, wohl aber zu 2 ep. 


Der Beweis verläuft nun folgendermassen: Nach dem Corollar des Satzes IT 


wird die Zahl d so bestimmt, dass, falls 7 eine beliebige zu ; gehörige Verschie- 


bungszahl der Funktion f(x) ist, jede Zahl 7+0’ mit [d'[<0 eine zu 1 gehörige 





Verschiebungszahl dieser Funktion f(x) darstellt. Und es wird ferner was 


nach der Definition der fast periodischen Funktionen möglich ist — die Länge 


L=tlo(f,g,e) so bestimmt, dass jedes Intervall der Länge /, sowohl eine zu : 





! Es sei ausdrücklich bemerkt, dass die Richtigkeit dieses Satzes wesentlich durch die, in 
der Definition geforderte, Existenz einer Länge /=/(e) bedingt ist (vgl. Zusatz 1). 
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5 à € dr 
gehörige Verschiebungszahl t= 7; (5) der Funktion f(x) als auch eine zu - gehörige 


Verschiebungszahl t= ty (:) der Funktion g(x) enthält. 


Wir betrachten nunmehr (siehe Fig. 2) die sämtlichen Intervalle I, der Form 
nly <a<(n+1)l n=o, +1,...) und bestimmen in jedem dieser Intervalle I, 
& 
8 
bezeichnen. Wir bilden die Differenzen d" = —7™ (n—0, + I,...), welche 


3 é ; : à 
zwei Verschiebungszahlen uw | ) und Ty —Ty (‘). die wir mit u und an) 


—C = 23 = BI, vad 
Zr D Tg 7) DA Car Fe let 
— gg pp] fg À 
Io Oo Cb Pye als (MDL 
Fig: 2: 


sämtlich numerisch kleiner als /, sind, d. h. im Intervalle —/,<x<l, liegen. Das 
Intervall —l, <x<1l, teilen wir in eine endliche Anzahl, M, gleiche Teile, wobei M so 


gross gewählt ist, dass die Teillänge = kleiner als die obige Zahl à ist, und sehen 


bei jeder der unendlich vielen Differenzen d nach, in welches der M Teil- 


ne 21 
intervalle 2,, 29,...,2u der Form dn <%<@m + Tr 


(wo 1< PSM ist) diejenigen der Teilintervalle 7,,, in welche überhaupt eine 
der unendlich vielen Differenzen d™ zu liegen kommt, und es sei die Zahl X >, so 


gross gewählt, dass unter den im Intervalle (— X, X) enthaltenen Intervallen 7, gewiss 


sie fällt. Esseien 2»,, img, «+ .,2mp 


P solche existieren, deren entsprechende Differenzen d™ je in eines der obigen 
P Teilintervalle im, , imgs- +: ; mp fallen, also dass jede überhaupt mögliche Differenz 
d' bereits im Intervalle (—X, X) »vertreten» ist. 

Ich behaupte alsdann, dass die Länge /—4 X die gewünschte Eigenschaft 
besitzt, d. h. dass in einem beliebigen Intervall dieser Länge, etwa dem Inter- 
valle (e—2 X, «+2 X), eine Zahl 7* existiert, welche eine zu 3 gehörige gemein- 
same Verschiebungszahl der beiden Funktionen f(x) und g(x) ist. Wir betrach- 
ten das mittlere Intervall (a—X, «+ X) der Länge 2X; dies enthält gewiss (da 
seine Länge > 2/4, ist) eines der Intervalle Z,, etwa das Intervall J, (siehe Fig. 3). 


GP TG? 7 og” 









Fig. 3. 
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Danach wählen wir, was nach dem obigen möglich ist, in dem festen Inter- 
valle (— X, X) ein solches Intervall Z,, etwa Z,, dass die zu I, gehörige Differenz 
dö =r) —1") demselben Teilintervalle in, angehört wie die zu I, gehörige Diffe- 


renz d =) — 10). Dann ist |d”)—d@|<0d und somit 


: I. 
| Een) | =|d™—d| <o. 
Ich werde zeigen, dass die Zahl He 


der Tat: 


1) Diese Zahl *=rP— iM liegt im Intervalle (—a+2X,a+2X), weil 


M=r* von der gewünschten Art ist. In 


a im Intervalle (a— X,a+ X) und x im Intervalle (—X, X) gelegen sind. 
2) Es ist 7*—10)—1% eine zu - gehörige Verschiebungszahl der 
‘ g 2 = 


Funktion g(x), weil ) und z beide Verschiebungszahlen dieser Funktion g (x) 


: € 5 
‚sind, welche zu - gehören. 
4 
3) Es ist aber Tf auch eine zu 5 gehörige Verschiebungszahl der 


Funktion f(x); denn die Zahl TP —7c ist eine zu - gehörige Verschiebungszahl 
4 
der Funktion f(x), weil sowohl 7) wie 7%) Verschiebungszahlen dieser Funktion 


3 € » : ; 
sind, welche zu 3 gehören, und es wird daher nach der Bestimmung von 0, da 


die Zahl c*=c!?)—c von der Zahl «”’—r/?) um weniger als J abweicht, die Zahl 
v* eine zu - gehörige Verschiebungszahl der Funktion f(x) sein. 
2 


Aus dem Satze III folgt sofort, dass die Summe einer beliebigen endlichen 
Anzahl von fast periodischen Funktionen wieder eine fast periodische Funktion 
ist. Da eine rein periodische stetige Funktion einen Spezialfall einer fast perio- 
dischen Funktion darstellt, ist hierin das Corollar enthalten: 


Corollar. Die Summe einer endlichen Anzahl von stetigen rein periodischen 
N 
Funktionen — also speziell jede Summe >) an en", wo die dn beliebige reelle Zahlen 
1 
sind — ist eine fast periodische Funktion. 
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Dieses Corollar hat eine interessante Beziehung zur Theorie der diophan- 
tischen Approximationen, indem man zeigen kann, dass es seinem eigent- 
lichen Inhalte nach mit einem bekannten DıiRICHLET-KRONECKER schen Satze dieser 
Theorie — in einer von Bout und WENNBERG verschärften Form — übereinstimmt. 
Um den Gang der Entwicklung nicht zu unterbrechen, werde ich aber erst in 
Zusatz 2 am Ende der Abhandlung auf diese Beziehung näher eingehen. 

Mit Hilfe des Satzes III beweist man leicht, unter Benutzung eines bekannten 


Kunstgriffes, den folgenden 


Satz IV. Das Produkt zweier fast periodischer Funktionen f(x) und g (x) ist 
wieder fast periodisch. 

Beweis: In dem Spezialfall, wo der eine Faktor eine Konstante ist, ist der 
Satz trivial. Es ist also mit g(x) auch —g (x) eine fast periodische Funktion, 
und nach dem Satze III daher auch jede der beiden Funktionen f(x)+g (x) und 
f(x)—g (x). Nun gilt aber die Identität 


Ff (a) g (x) =~ {(f (x) +9 (a))’—(F (a) —9 (0) 


I 
4 
und es genügt daher zu beweisen, dass das Quadrat einer beliebigen fast 
periodischen Funktion (x) wieder fast periodisch ist. Dies ist aber sofort klar; 
denn nach dem Satze I ist p (x) beschränkt, etwa |g (x)| =E G, und es ist daher 


bei jedem 7 
[fp(x+r)}—{p (x) |=[p(x+r)+p(x)l-Ip(x+r)—p(x)| < 2G|p(x+7) — p(x)|, 


aus welcher Ungleichung hervorgeht, dass die Zahl rx gewiss eine zu & gehörige 


Verschiebungszahl der Funktion {p /(x))” ist, falls sie eine zu A gehörige Ver- 


schiebungszahl der ursprünglichen Funktion ¢ (x) ist, womit die Fastperiodizität 
von {9 (x)}* offenbar bewiesen ist. 


Corollar. Mit f(x) ist auch |f(x)|? fast periodisch. 


Denn aus der Ungleichung || f& +) |—-|f@)||=]|/(& +) —f (a) | folgt sofort, 
dass mit f(x) auch |/(x)| und daher, nach dem Satze IV, auch das Quadrat 
| f(x) |* fast periodisch ist. Wir hätten natürlich auch so schliessen können: Es 


ist | f(x) |? = f(x) f(x), wo f(x) die zu der Funktion f(x)=u(&)+iv(x) konju- 
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gierte Funktion u(x)—7v (x) bezeichnet, welche offenbar gleichzeitig mit f(x) fast 
periodisch ist. 


Satz V. Ist f(x) fast periodisch und die untere Grenze g von |f(x)| grösser 
I 


Fe) 


Beweis. Bei jedem z ist 


als 0, so ist auch fast periodisch. 


I I 


Fat) fl) 


fle+1)—f (a) 


Sf (a) f (e+ 2) 








“| f(eto—f (a 
= sa lfle+a) Lil; 














und es ist somit die Zahl r eine zu & gehörige Verschiebungszahl der Funktion 
is . 5 nes 7 : + : 
Fay falls sie eine zu g*¢ gehörige Verschiebungszahl der ursprünglichen Funk- 


tion f(x) ist. 

Aus den Sätzen III, IV und V folgt, dass jede rationale Operation mit fast 
periodischen Funktionen immer wieder zu fast periodischen Funktionen führt, wenn 
nur nicht durch Funktionen, die beliebig nahe an Null kommen, dividiert wird. 

Wir beweisen schliesslich den 


Satz VI. Die Grenzfunktion F(x) einer im ganzen Intervalle — © <x<o 
gleichmässig konvergenten Funktionenfolge f, (x), fs (&), ..., fn (&), - - - , deren einzelne 
Funktionen fn(x) fast periodisch sind, ist wieder eine fast periodische Funktion. 

\ 


Beweis. Wir bemerken zunächst, dass, wegen der Stetigkeit der Funk- 
tionen fn (x), die Grenzfunktion I(x) gewiss auch stetig ist. Es sei nunmehr 
e>o beliebig gegeben. Wir wählen die Zahl N=N(e) so gross, dass für alle 
x die Ungleichung | F (x) — fx (x)| => besteht. Dann gilt offenbar für jedes ¢ 
die Ungleichung 


| (a+r) —F(x)| S | fv (x +7) —/fx (x) | + = (— 00 <x<w). 


Es ist daher jede zu : eehörige Verschiebungszahl der Funktion fx (x) gewiss 


eine zu ¢ gehörige Verschiebungszahl unserer Funktion /'(x); und weil /y (x) fast 
periodisch ist, gibt es also eine Länge J=/(e) derart, dass jedes Intervall dieser 


Länge eine zu ¢ gehörige Verschiebungszahl der Funktion F(x) enthält. 


Corollar. Jede für — a <xz<mw gleichmässig konvergente Reihe der Form 
6— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 1 juillet 1924. 
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DI, an e''n?, wo die Exponenten An beliebige reelle Zahlen sind, stellt durch ihre 


1 
Summe F(x) eine fast periodische Funktion dar. 
Denn die Abschnitte /„(x) der Reihe sind ja nach dem Corollar des Satzes 
III fast periodische Funktionen, und nach Voraussetzung konvergiert f,(x) für 


n—>%®% gleichmässig gegen F (x). 


§ 2. 


Der Mittelwertsatz. 


Wir beweisen nunmehr den folgenden Satz, welcher uns (zusammen mit dem 
Satze IV) den Schlüssel zu der Auflösung einer fast periodischen Funktion in 


rein periodische Schwingungen gibt. 


Satz VII. (Mittelwertsatz.) Für jede fast periodische Funktion f (x) existiert 
der » Mittelwert» 


T 
ST 
Hm POLE 
0 
T 
d. h. der Ausdruck a {| f(x) dx strebt fiir T>» gegen einen bestimmten endlichen 
0 


Grenzwert, den wir mit M£{f(x)} bezeichnen werden. 


Beweis. Wir wenden das allgemeine Konvergenzprinzip an. Es sei also 
é>o beliebig gegeben; wir haben die Existenz einer Zahl 7,=T,(e) derart zu 
zeigen, dass fir 7,>7,, 7,>T, die Ungleichung 


= fre 202 (1004: <e 


besteht. 
Zunächst bestimmen wir die Länge l,=l,(e) derart, dass jedes Intervall dieser 


Länge eine zu = gehörige Verschiebungszahl der Funktion f(x) enthält. Nach- 


dem /, festgelegt ist, bestimmen wir die positive Zahl X so gross, dass 
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RE 


X Io 


ist, wo G die obere Grenze der (beschränkten) Funktion |/(x)| bezeichnet. Und 
schliesslich sei 7,>X so gewählt, dass auch 


XG & 


IG IO 





ist. Ich behaupte, dass 7, die gewünschte Eigenschaft besitzt; dies wird offen- 


bar nachgewiesen sein, falls wir gezeigt haben, dass bei jedem T > T, der 


T 
Ausdruck + | f(x) dx von der (von 7 unabhängigen) Zahl 
0 


x 
x | Pear U 


: € : 
um weniger als E abweicht. 


Es sei also T>T,. Wir bestimmen (durch successive Wahl) eine Folge 


eG 1,7... von Zu 4 gehörigen Verschiebungszahlen der Funktion f(x) der- 
art, dass t —0 ist und 7,,%,%,... respektive in den Intervallen der Länge /, 
(X, X+1,), (c,+.X,7,+X+1,), (t+ X,t+X+i),... 


liegen (siehe Fig. 4), 


= lg La 
Fig. 4 
und schreiben 
T BE ua IX G Gtx T 
[fea tfefrfofr-+freren 
0 0 x a Gtx Ta 


Es bezeichne M die Anzahl der Intervalle der Länge X, d. h. der Intervalle (0, X), 
(7,2%, +X),..., so dass (Tyr, tw-1+ X) das letzte dieser Intervalle ist. Dann ist 
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2 X atX gtx ty—1t X 
7 | fe ie jes ee * [se 7 (m 
0 0 a 
wo das Restglied — weil die Gesamtlänge der »Restintervalle» offenbar kleiner 
als M1,+X ist — der Ungleichung 











& er 
<—. ¢ 7 — (X <— +——=- 
|Rıl=7 G(M1,+ X)= me -G Mi; + 7 er ; 
genügt. Ferner ist 
Cy—1+xX x 
fi re tg: bi f (x) ter] {f(x)+f(a+r)+.."+f(x+tu)) da 
|: TM—1 0 
x 
=F Mf a) dx + Rs, 
0 
wo | 
- I y.) MX € € 
l'A Er X-(M LE T Br A 
ist, und schliesslich haben wir 
I I 
7 | CLS à EX )dx + Rs, 
0 
mit 
x 
St MERE le MX) a URN 
| R;|= xf 2) T Ik: == bg (: T ja T 
0 
. AMl+X Mi X € SAUCE 
= Od res: 


Hs ist also, indem wir die obigen Ungleichungen zusammenfassen 


X 


Ah 
I > - I € € € € 
m owe = “) ax! = |’ = 
„|r@a: x [yo ax CRE RER a 





0 
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In dem Satze VII war, bei dem Grenzübergang T—», der Mittelwert ge- 
rade über das Intervall o<x<T genommen; es ist aber, weil f(x) beschränkt ist, 
unmittelbar klar, dass wir ebensogut den Mittelwert über das Intervall «<x<a+T 
hätten nehmen können, wo « eine beliebige Konstante bedeutet. Für eine spätere 


Anwendung (beim Beweise des Hilfsatzes 2 in $7) ist es aber von wesentlicher 
OT 


2 : - : I à 
Bedeutung, dass die Limesgleichung lim T / f(a)da=M{f(x)} auch gilt, wenn 
a, statt einer Konstanten, eine ganz beliebige Funktion von 7 ist; oder anders 
ausgedrückt: 
Satz VIII. (Verschärfter Mittelwertsatz.) Die bei jedem festen « gültige 


Limesgleichung 
GE 


ne | an daa ue CPi 
T— © Gi 
gilt gleichmässig in a. 


Beweis. Es sei e > 0 beliebig gegeben; die Aufgabe besteht darin die Existenz 
einer solchen Zahl 7,=T,(e) zu beweisen, dass für 7>T, und jedes a die 
Ungleichung 


e+T 


| Sa) de— Ufo) | <e 


T 
besteht, wo M{ f(x)} die Zahl lim . ji f(x)dx des Satzes VII bezeichnet. Zu 
0 


diesem Zwecke bestimmen wir die Zahl 7, derart, dass für 7>7, 
T 
= | fo) de— M{f@)}| << 
I 3 
0 


ist, und ferner die Zahl ,=1,(e) so, dass jedes Intervall der Länge /, eine 
zu gehörige Verschiebungszahl der Funktion f(x) enthält. Ich behaupte, dass 


eine Zahl 7,, welche > T, und >/, ist und der Ungleichung 


616 


In 
2 & 
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genügt, wo G die obere Grenze von | f(x) | bezeichnet, die gewünschte Eigenschaft 
besitzt. In der Tat, es sei @ eine beliebige Zahl und 7>7,. Wir wählen eine 


Verschiebungszahl 7—=r (2) im Intervalle (@,«@+/,) und finden zunächst 


a+T aime 
2 . LE en 
four [wart 


wo 


= 
|. a+T : 
Ferner ergibt sich 
Bash il 
(War | fe)aetR 
T ed T L\ax = 
T 0 
mit 
T 


und, wegen T>T,, 


p [Oasis +R 


wees € 
mit FR |= = Durch Zusammenfassung erhalten wir nun sofort die gesuchte 
Ungleichung 


Gaels 


g 
7 | Se) de MPO) SRL + [Bel + Pal <33 =e. 
8) 
Corollar. Ls ist 


T— © 


0 
lim mae (x)dx = M£f(x)} und lim Fr (x) de=M{ fie}: 
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§ 3. 


Herleitung der Fourierreihe und Aufstellung des Fundamentalsatzes. 


Hs sei f(x) eine gegebene fast periodische Funktion; dann ist, bei jedem 
reellen A, die Funktion g (x)= f(x) e”'?* als Produkt der fast periodischen Funk- 
tion f(x) und der rein periodischen Funktion e”'** wieder eine fast periodische 
Funktion (Satz IV); es existiert somit (Satz VII) der Mittelwert 


Mare 2 — lim 7 {fe Cdt ET 


Wir bezeichnen diese Zahl MX f(x) e='**} mit a(A), wodurch also eine zu der 
gegebenen fast periodischen Funktion f(x) gehörige Funktion all) (-» <I<») 
definiert wird. 

Aus der bekannten Limesgleichung (wo u eine reelle Zahl bedeutet) 


ot re o für O 
M {eu} — lim = | e*#* d eal & ra 
br filt = © 


0 


ergibt sich sofort, nach einer in der Theorie der orthogonalen Funktionen ge- 


läufigen Schlussweise, der 


Satz IX. Es sei f(x) eine fast periodische Funktion, Ay, ..., An beliebige unter 
einander verschiedene reelle Zahlen und b,,...,bn beliebige komplexe Zahlen. 
Dann ist 





(t) MED nema Pt = MX la en) P+ Zn en), 


wobei all) die obige Bedeutung a (1) = M {f (x) e”'*"} hat. 


Beweis. Wir bemerken zunächst, dass die in der Formel (1) vorkommenden 
beiden Mittelwerte einen Sinn haben; denn die beiden Funktionen f(x) und 
N | 
f(x) pd bneîin*, und daher auch (nach dem Corollar des Satzes IV) die Quadrate 
1 
ihrer absoluten Beträge, sind ja fast periodische Funktionen. Es folgt nunmehr 
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durch eine einfache Rechnung, in welcher das Überstreichen einer Grösse den 


Übergang zu der konjugierten Grösse bedeutet, 


N 


(rt Sree) (Flo) — Soe) 


1 


Milf js bre thn & 





= M{ f(x) f(a)} — >) dn uf) e— tnt} — Sn (te (2) etta) 


NEN; ns 
fh 2 2 Dn, bn, M {et Un; Ana) u. x 
M=1 No—1l 
also, wegen 
M {ein fag fo för nm EN | 
Le finie Rs 
N 
2 
ee = Dee) \=M{|f(x = Saat a Ar Ehe nd An 4S bab, n 
: n=1 


M (x sie a u (An) > (br Fat (An)) (dn 4 (An)) 


1 


= | 
= MAD), — Fila An) 1? + DT bn — @ An) 
1 


Werden in der Formel (1) die Konstanten b, speziell gleich den Zahlen 
a(dn) gewählt, geht (1) in die Formel | 


N N 
(2) M{| fe) —X a lån) ef = Mila I Dan)? 
1 1 
über. 
Da die auf der linken Seite der Formel (2) stehende Grösse — als Mittel- 


wert einer reellen, nicht negativen Funktion — offenbar ein reelle, nicht negative 
Zahl ist, ergibt uns die Formel (2) sofort die Ungleichung 


N 
(3) Da) PS MASP, 
1 
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und aus dieser Ungleichung, in welcher die Zahlen 2,,..., x ganz beliebige (unter 
einander verschiedene) reelle Zahlen in beliebiger Anzahl sind, folet weiter, dass es 


zu jedem ¢>0 höchstens eine endliche Anzahl von Zahlen A geben kann, für die 
la(A)| > e ist, nämlich höchstens 3 M {f(x) F5. Hieraus schliessen wir, indem & 
successiv etwa gleich I, ,... gewählt wird, das folgende fundamentale Re- 
sultat: 


Satz X. Zu jeder fast periodischen Funktion f(x) gibt es höchstens eine ab- 
zählbar unendliche Anzahl von Zahlen À, für welche der Mittelwert 


a(=MAf(x) e**, 
von o verschieden cst. 
Wir bezeichnen diese A (in einer beliebigen Reihenfolge) mit 


SERIEN à er 
und die zugehörigen Mittelwerte a(4,),a(4,),..., a(An),... mit 
A,, As, DAT) An, Sern cae 


Die mittels dieser Zahlen 4, und A, gebildete Reihe 3 A, en" werden wir die 
zu f(x) gehörige »Fourierreche> nennen; wir schreiben (nach dem Vorgang von 


Hurwırz für gewöhnliche Fourierreihen) 
f(x) & >; An eiAn?, 


Ferner werden wir die Grössen 4, und A, als die » Fourzerexponenten» bzw. 
» Fourierkoeffizienten» der fast periodischen Funktion f(x) bezeichnen. 
Um den Gebrauch des Wortes »Fourierreihe» für unsere Reihe 3 A, én? zu 


rechtfertigen haben wir vor allem den folgenden Satz zu beweisen. 


Satz XI. In dem Spezialfalle, wo die gegebene fast periodische Funktion f(x) 
DI sr: 
—-, stimmt unsere » Fourierrerhe» 


rein periodisch ist, etwa mit der Periode p= I 


I A, én: mit der gewöhnlichen Fourierreihe 


@ 
> An ein ke 


— 


7—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 1 juillet 1924. 
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dieser Funktion überein (wenn in dieser letzteren Reihe eventuelle Glieder a, "kx 


mit @„=o weggelassen werden’). 


Beweis. Es handelt sich darum zu zeigen, dass 


für A=" k 


all) were Jen 
AUS ; lo för 4+nk 





ist. Dass a(A)=a, ist für A=nk, folet sofort aus der Definition der Fourier- 


konstanten cn: 


p 
I 
An = — ge Rte tr 
ale ) 
0 


denn aus der Periodizität von f(x)e it? ergibt sich ja: 


T 


mp p 
a(n k)=lim 2 are Im mp | SO coder [Snar 
ö 0 





To T m—x MP 
0 


Und dass andererseits a (1)=0 ist für jedes 2, welches kein ganzzahliges Multiplum 


von k ist, folgt z. B. daraus, dass die rein periodische (stetige) Funktion f(x) be- 


kanntlich mit beliebiger Genauigkeit durch ein trigonometrisches Polynom der 
N | 
Form > bn ek approximiert werden kann; d. h. bei einem vorgegebenen « lässt 
“Y | 
sich ein Polynom so wählen, dass 
N 


al > Brent? + R (x) 


—N 
ist, wo | R(x)|<e ist für alle x. Denn hieraus folgt ja, dass bei festem A+nk 
N 
a()=M { f(x) et N Bn Mini 994 MER (x)e MER (me te} 
—N 
ist, also dass Ja (| Se, d. h. a(A)=o ist. 
Zur weiteren Verdeutlichung des Begriffes der Fourierreihe einer fast perio- 


dischen Funktion schieben wir hier den folgenden Satz ein. 





* Der Grund, weshalb wir in unseren »allgemeinen» Fourierreihen, im Gegensatz zu den 
»gewöhnlichen» Fourierreihen, Glieder mit Nullkoeffizienten nicht zulassen, ist ein prinzipieller. 
Weil nämlich hier die Menge der grundsätzlich möglichen Exponenten aus dem Kontinuum sämt- 
licher reellen Zahlen besteht und somit nicht abzählbar ist, können sie nicht alle als »Fourierexpo- 
nenten» herangezogen werden, während zu einer bestimmten Auswahl natürlich kein Grund vorliegt. 
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Satz XII. Es sei die Reihe Zane''n”, wo die (reellen) Exponenten A. alle 
unter einander verschieden und die Koeffizienten a, alle 40 sind, im Intervalle 
—2 <x<& gleichmässig konvergent (oder sie bestehe aus nur endlich vielen Gliedern), 
und also ihre Summe f(x) (nach den Corollaren der Sätze III und VI) eine fast 
periodische Funktion. Dann ist die Fourierreihe Z Ane'4n® dieser Funktion f(x) mit 
der gegebenen Reihe Zae'n® identisch. 


Beweis. Die Behauptung lautet, dass 





a()=M{f{x}e CAN Wr ae 
AT n 


ist. Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt aber sofort aus der Voraussetzung, 
dass die Reihe Za,e'»”, falls sie unendlich viele Glieder enthält, im ganzen In- 


tervalle — <x< gleichmässig gegen f(x) konvergiert. In der Tat folgt 
T 


offenbar aus dieser Annahme, dass der Prozess lim 7, für die Reihe Zane''m? 
u. 0 
gliedweise ausgeführt werden darf, dass also — da die Hinzufiigung eines 
Faktors e”’** die gleichmässige Konvergenz nicht stört — bei jedem festen 
À gilt: 
T T 
af Ren Rim a | ER ann? da =lim — / Dane nD * dae 
: T— © R T— © T 
0 0 


a 
Fo > An lim zii ei Ana dx _ fan für PET 
T— 0 is IF für Å =E VEG 
0 . 


Corollar. Die Fourierexponenten An einer fast periodischen Funktion sind 
keinerlei Dedingungen unterworfen, in dem Sinne, dass wir jede beliebig gegebene 
(endliche oder abzählbare) Folge von reellen unter einander verschiedeaen Zahlen in 
als Fourterexponenten einer passend gewählten fast periodischen Funktion erhalten 
können. (Es kann also z. B. die Exponentenfolge {4,} sehr wohl Häufungspunkte 
im Endlichen besitzen, oder sogar im ganzen Intervalle —«<A<o überall 
dicht liegen.) 

Falls nämlich zu den beliebig gegebenen Exponenten 2, die Koeffizienten a, +0 


so gewählt werden, dass Y|a„| konvergiert, wird ja die Reihe I ane’’n® gewiss 
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eine »Fourierreihe» sein, nämlich (nach dem Satze XII) die Fourierreihe ihrer 
Summe f(x)=2Z an em’. 

Nach dieser Einschaltung nehmen wir den Faden der Entwicklung wieder 
auf, d. h. wir betrachten nunmehr wieder eine beliebige fast periodische 
Funktion /(z)~ & Ane nt Wir wenden die Ungleichung (3) an und finden, bei 
der Wahl A„=4n, dass bei jedem N 


N 
Dil Aa? EMU 


n=1 
ist, also 
Satz XIII. Die aus den Quadraten der absoluten Beträge der Fourierkoeffizienten 
An einer fast periodischen Funktion f(x) gebildete Reihe S| A„|? ist konvergent! — 
falls sie überhaupt unendlich viele Glieder besitzt — und ihre Summe ist < M{|f(«) |?}. 


In dem speziellen Fall, wo die fast periodische Funktion f(x) rein perio- 
disch ist, etwa mit der Periode p, besagt ein Fundamentalsatz aus der Theorie der 
gewöhnlichen Fourierreihen (der Parsrvan'sche Satz), dass >| A„|? immer gleich 


p 
dem Mittelwert A | /(«)P dr, also auch gleich unserem Mittelwert M<|/f (x)|) 
0 


T 
—]im 2 [ | f(x)? dx ist. Wir werden in Kapitel II den Beweis dafür erbringen, 
0 


dass auch in dem allgemeinen Fall der fast periodischen Funktionen der 
analoge Satz besteht, d. h. wir werden den folgenden Satz beweisen: 


Satz XIV. (Fundamentalsatz.) Für jede fast periodische Funktion f(x) 
mit der Fourierentwicklung Z An én? gilt die Gleichung 


/ 22 TU) MONTER 
D'LA P= MA (x) Pr. 

Ganz wie bei den gewöhnlichen Fourierreihen rein periodischer Funktionen 
können wir auch hier bei den allgemeinen fast periodischen Funktionen dem 
Fundamentalsatz eine andersartige Formulierung geben, aus welcher seine zentrale 
Stellung in der Theorie deutlicher hervorgeht. In der Tat ersieht man aus der Formel 


N N 
ap iA, | y \ 2 2 
M {| f()— 2 An dans |= MALS (a) | 2 | An’, 








! Hierin ist speziell enthalten, dass An—0 für n— «. 


Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. 53 


welche aus der Formel (2) bei der Wahl 4,=4, hervorgeht, dass der Inhalt 
des Fundamentalsatzes, d. h. die Relation X] A, ’=M4]|/(&)]}, in dem speziellen 
Fall, wo die Fourierreihe nur endlich viele Glieder, etwa N, Glieder, enthält, 
mit der Gleichung 


No 
M pa A, ent [}=o, 


und in dem allgemeinen Fall, wo die Fourierreihe unendlich viele Glieder ent- 


halt, mit der Limesgleichung 


N 
Emo ae [Joo 


gleichbedeutend ist, welch letztere besagt, dass die Abschnitte der Fourierreihe 
»im Mittel» gegen f(x) konvergieren. Wir sprechen den Fundamentalsatz in dieser 


Formulierung so aus: 


Satz XV. (Satz von der mittleren Konvergenz.) Die zu einer fast 
periodischen Funktion f(x) gehörige Fourierreihe S A, en? konvergiert im Inter- 
valle — 0 <x<o im Mittel gegen die Funktion f(x). 


Wir bemerken noch zur Orientierung, dass man — ganz unabhängig von 
dem tiefliegenden Fundamentalsatz, welcher die Frage erledigt, ob es möglich ist 
eine fast periodische Funktion mit beliebiger Genauigkeit durch die Ab- 
schnitte ihrer Fourierreihe im Mittel zu approximieren — aus der Formel (1) 8. 47 


sofort schliessen kann, dass man, wenn man eine fast periodische Funktion f(x) durch 
N 

eine endliche trigonometrische Summe Er by En? im Mittel zu approximieren wünscht, 
1 


die Glieder byen? unter den Gliedern der Fourierreihe der Funktion wählen 
muss. Denn einerseits zeigt ja die Formel (1), dass man die Exponenten 4, 
unter den Fourierexponenten AZ, wählen soll, weil man eine bessere Ap- 
proximation, d. h. einen kleineren mittleren Fehler, erhält, wenn etwaige Glieder 
byen? für welche 2, keiner der Fourierexponenten ist, einfach aus der Summe 
weggelassen werden; und andererseits besagt sie, dass man, nachdem die Expo- 
nenten À, alle unter den Fourierexponenten 4, gewählt sind, die Koeffizenten 
bn gleich den entsprechenden Fourierkoeffizienten A, wählen soll, 
weil jede andere Wahl der Zahlen b, offenbar ein schlechteres Approximations- 


resultat ergibt. 
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Ehe wir dazu übergehen den recht schwierigen Beweis des Fundamental- 
satzes anzufangen, werden wir zunächst in den beiden folgenden Paragraphen 


über einige weitere Konsequenzen des Fundamentalsatzes berichten. 


$ 4. 


Der Eindeutigkeitssatz. 


Bei der näheren Untersuchung des Zusammenhanges einer fast periodischen 
Funktion f(x) mit ihrer Fourierreihe 3 A„e“n* erhebt sich zunächst die funda- 
mentale Frage, ob eine Funktion durch ihre Fourierreihe eindeutig bestimmt 
wird, d. h. ob zu zwei verschiedenen fast periodischen Funktionen immer zwei ver- 
schiedene Fourierreihen gehören. Da die Fourierreihe der Differenz f(x)—g (x) 


zweier fast periodischer Funktionen f(x) und g(x), wegen der Gleichung 
MS (a) 3M f (a) JM {g le) ee}, 


offenbar durch formale Subtraktion der beiden zu f(x) und g(x) gehörigen Fou- 
rierreihen entsteht, kann diese Frage auch so gestellt werden, ob es eine nicht 
identisch verschwindende fast periodische Funktion gibt, deren Fourierreihe gar keine 
Glieder enthält. | 

Im Gegensatz zu dem Spezialfall der rein periodischen (stetigen) Funktionen, 
wo diese Frage sehr leicht direkt zu lösen ist, scheint die Antwort für die allgemeine 
Klasse der fast periodischen Funktionen ziemlich tief zu liegen. Wenn wir aber 
den — erst im Kapitel II zu beweisenden — Fundamentalsatz heranziehen, 


können wir die Frage sofort erledigen, und zwar durch den folgenden 


Satz XVI. (Hindeutigkeitssatz.) Eine fast periodische Funktion f(x), 
welche der Bedingung a())=o für alle 2 genügt, muss für alle x gleich o sein. 


Beweis. In der Tat folgt aus dem Fundamentalsatz, dass f(x) die Be- 
dingung M{|f(x)|?}=o erfüllen muss, so dass es sich also nur darum handelt zu 
beweisen, dass eine fast periodische Funktion f(x), für die M{|f(x)|?}=o 
ist, identisch (d. h. für alle x) verschwinden muss. 

Wir führen den Beweis dadurch, dass wir zeigen, dass, falls f(x) nicht iden- 
tisch o ist, die Zahl M {| f(x) |?} gewiss grösser als o ist. Es existiere also ein Punkt ' 
xo mit f(x)+0, und es sei die Zahl /(x,) mit c bezeichnet. Da f(x) stetig ist, 
können wir ein Intervall (x,—h,x,+h) so wählen, dass |/(x)| überall in diesem 
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I | SÄNG ARE 
Intervall > ziel ist. Wegen der Fastperiodizität von f(x) können wir ferner 


. = . . .. . I 
eine Länge /, so bestimmen, dass jedes Intervall der Länge /, eine zu &—-[c| 
À 





hi Go gt X7=X yt Tj Xg=Xot%, 


gehörige Verschiebungszahl r=r(e) der Funktion f(x) enthält, so dass wir eine 
Folge von (zu & gehörigen) Verschiebungszahlen o=7,<7T, <T,<''': <Tn<''' succes- 


sive so wählen können, dass, für alle n=r, 


Tr—p 2 PETA <Tn-1 2 h+ ly 


ist, d. h. (siehe Fig. 5) dass die Differenz #,—#,—1 zweier aufeinander folgender 
Zahlen der Folge 


Lo, tt: Tot To» cs Un=—Xy ttn, « 


- 


zwischen 2h und 2h+/, liegt. Nun gilt aber bei jedem » im ganzen Intervalle 


(Zn —h, xn+h) die Ungleichung 





N= rer reelle, 


R 


da ferner die betrachteten Intervalle (x„—h, %,+h) der Länge 2h nicht über ein- 
ander greifen, weil ja Æn—%n 12h ist, und der Abstand v,—2%,—1 zwischen 
den Mittelpunkten zweier auf einander folgender Intervalle kleiner als 2 h+/, ist, 


ergibt sich hieraus sofort, dass 


T— © 


T 

eee rn AUT RS TUE RA 

M {| f(x) |?}=lim „wor en, er; 
0 


ist, also dass M{|/(x)|?} gewiss grösser als o ist. 
Als eine unmittelbare Folge des Eindeutigkeitssatzes nennen wir das 
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Corollar. Falls die zu einer gegebenen fast periodischen Funktion f (x) gehörige 
Fourierreihe 3 An én? für alle x gleichmässig konvergiert (oder nur endlich viele 
Glieder enthält), ist f(x) gleich der Summe S(a) dieser Reihe. 


Denn nach dem Satze XII hat ja die Summe $(x) dieselbe Fourierreihe, 
YA, e4n", wie die gegebene Funktion f(x), und es muss daher nach dem Ein- 
deutigkeitssatz S(x) mit f(x) identisch sein. 

Es seien die beiden folgenden Bemerkungen zur Ergänzung hinzugefügt. 

1°. Aus dem Hindeutigkeitssatze folgt sofort — da man bei Bestimmung 
des Mittelwertes a ()=M{ f(x)e”'**} ein nur nach der einen Seite ins Un- 
endliche reichendes Intervall, etwa c<x<, zu betrachten braucht, und da 
die fast periodische Funktion f(x) nach dem Eindeutigkeitssatz durch die Funktion 
a (2) eindeutig bestimmt ist — dass zwei fast periodische Funktionen f(x) und 
I: (x), die nur in einem nach der einen Seite ins Unendliche reichenden Intervall, 
etwa e<xz<®, zusammenfallen, überhaupt identisch sind. Die Richtigkeit dieser 
Bemerkung geht übrigens auch aus der Definition der Fastperiodizität in Ver- 
bindung mit dem Satze, dass die Differenz zweier fast periodischer Funktionen 
‘wieder eine solche ergibt, hervor; denn eine fast periodische Funktion f(x) (in 
unserem Falle die Funktion f} (x)—f,(x)), welche im ganzen Intervalle e<x<& 
gleich o ist, muss offenbar überall o sein, da ja zu jedem festen Punkte x, des 
Intervalles — o<x<c und jedem e>o eine Verschiebungszahl r=(e) bestimmt 
werden kann, für die x,+7 im Intervalle c<x<o liegt, weshalb schliesslich 
IS (xo) I SIF eo) —f@tal+lf@otal<e d. bh. f(x)=o ist. 

2°. Wenn f(x) (0 <x< 0) eine beliebige (d. h. nicht notwendig fast perio- 
dische) stetige Funktion ist, von der nur bekannt ist, dass bei jedem reellen > der Mittel. 


T 
wert M{ f (x) e—*4*} = lim 5 | f(x) e”'*"dx gleich o ist, kann man natürlich 
0 


nicht schliessen, dass f(x) identisch o ist. In der Tat hat z. B. jede stetige 
Funktion f(x), die für >» gegen o strebt, die erwähnte Eigenschaft. Von 
grösserem Interesse mag vielleicht die Bemerkung sein, dass man aus die- 
ser Voraussetzung auch nicht schliessen darf, dass der Mittelwert M{|/f(x) |?} 


T 
lim | |f(x)[?da gleich o ist. So hat z. B., wie durch eine einfache Ab- 
0 


schätzung einzusehen ist, jede der beiden Funktionen f(x)=e'V* und f(x)=ei* 
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(von denen die erste »sehr langsame», die zweite »sehr schnelle» Schwingungen 
ausführt) die Eigenschaft, dass M{ f(x) e”'?*} bei jedem reellen A gleich o ist; 
und trotzdem ist M{|f(x)P}—1, da ja |/(x)| überall gleich I ist. 


S 5. 


Das Rechnen mit Fourierreihen. 


Wir stellen zunächst einige Sätze zusammen, deren Beweise aus der Defini- 
tion der Zahlen a(A), d. h. aus der Gleichung a(A)=M{ f(x) ei"), unmittelbar 


folgen. 


Satz XVII. Die Fourierreihe der Summe f(x) +49 (x) von zwei fast periodischen 
Funktionen entsteht durch formale Addition der beiden zu f(x) und g(x) gehörigen 


Fourierreihen. 


Satz XVIII. Aus f(x) ©E A, en? folgt 


C fax » eA, te”, 


wo c eine beliebige Konstante +0 bedeutet. 
Aus den Sätzen XVII und XVIII folgt z. B., was wir schon in § 4 erwähnt 
haben, dass die Fourierreihe der Differenz f(x)—g(x) durch formale Subtraktion 


der Fourierreihen von f(x) und g(x) ensteht. 


Satz XIX. Aus f(x) © I A, ent folgt 


ei v2 f(x) D An ei (An to)a 
wo v eine beliebige reelle Zahl bedeutet. 


Satz XX. Aus f(x) © IE An én? folgt 


f (a) DyAn e An), 


Von diesen Sätzen behandeln zwei (XVIII und XIX) die Multiplikation 
einer beliebigen fast periodischen Funktion mit einer ganz speziellen solchen 
Funktion. Im Gegensatze zu diesen beiden Sätzen, die ja ganz auf der Ober- 
fläche liegen, ist der folgende allgemeine Multiplikationssatz ein tiefliegender 


8— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 2 juillet 1924. 
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Satz. In der Tat werden wir zeigen — durch eine bei den rein periodischen 
Funktionen bekannte Schlussweise — dass der Multiplikationssatz mit dem 


Fundamentalsatz inhaltlich ganz aequivalent ist. 


Satz XXI. Die zu dem Produkte f(x) g(x) zweier fast periodischer Funktionen 
gehörige Fourierreihe Z One’ Xn* entsteht durch formale Multiplikation der zu den 
beiden Faktoren f(x) und g(x) gehörigen Fourierreihen Z An én? und = Bye "n*, 
d. h. der Esxponent : Nn durchläuft die Zahlen der Form Ay+M,, und der ent- 
sprechende Koeffizient Cy ist durch die Summe | 


= DA Bi 


Ap +Mq=Nn 


gegeben, wo die letzte Reihe, falls sie unendlich viele Glieder enthält, absolut konver- 
giert (und wo natürlich eventuelle Glieder Cen" mit C,=o weggelassen werden 


sollen). 


Beweis. Der Satz besagt offenbar, dass bei jedem reellen » die Gleichung 


(4) ME f(a) g(a)e-*”)}—= I Ap By 


Apt+Mg=» 


besteht (wo die rechte Seite die Zahl o bedeutet, falls die Summe leer ist), und 
dass die Reihe rechts absolut konvergiert, falls sie unendlich viele Glieder ent- 
hält. Wir bemerken zunächst, dass es genügt die Gleichung (4) (und die abso- 
lute Konvergenz der rechten Seite) für den speziellen Wert »=o zu beweisen, 
wo es sich um das konstante Glied der Fourierreihe 3 C) ef Nn? handelt; denn 
die allgemeine Gleichung (4) geht — unter Verwendung des Satzes XIX — 
offenbar aus der spezielleren Gleichung 


(5) MX f(x) 9 (0) = Dd) An Ba 


Ap+My—0 


hervor, falls in (5) die Funktion f(x) durch f(x) e”i”* ersetzt wird. 
Mit Hilfe der Zerspaltungen 


ars tee, 9-9 
2 TT tie 2 20 





f(x) = 
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ersieht man ferner durch eine einfache Betrachtung (unter Benutzung der obigen 
Sätze XVII, XVIII, XX), dass es genügt die Gleichung (5) für den Fall zu be- 
weisen, wo f(x) und g(x) beide reelle Funktionen sind, und aus der schon 
früher benutzten Identität 


f(x) g (x) = : Lf (a) +9 (@))?—(f @)—g (0) 


folet weiter, ebenfalls durch eine triviale Betrachtung, dass man in (5), statt 
des Produktes zweier beliebiger fast periodischer Funktionen, nur das Qua- 
drat einer solchen Funktion zu betrachten braucht. Wir dürften uns somit beim 
Beweise der Gleichung (5) auf den Fall beschränken, wo f(x) und g (x) beide reell 
wären, und f(x)—g(x) wäre. Es ist aber bequemer den etwas allgemeineren Fall 
zu betrachten, wo f(x) eine beliebige (also nicht reell angenommene) fast 
periodische Funktion ist, und g(x) = f(x) ist. Die zu beweisende Gleichung 


(5) nimmt hier, wegen 


f(x) DD A, ei(—An) x 
die Gestalt 


M{f(x) fla)}= DA, A, 


Ap +(— 4g) =0 


I DIA 


d. h. die Gestalt 


an, wo die letzte Summe über alle Fourierkoeffizienten A, zu erstrecken ist (und 
wo absolute Konvergenz der Reihe mit gewöhnlicher Konvergenz gleichbedeutend 
ist, da die Glieder sämtlich positiv sind). Hiermit ist die Richtigkeit unserer 
Behauptung der Aequivalenz des Multiplikationssatzes mit dem Fundamentalsatz 
nachgewiesen, und somit — unter Annahme der Richtigkeit des Fundamen- 
talsatzes — der Beweis des Multiplikationssatzes vollendet. 

Wir erwähnen schliesslich noch einige Sätze über das formale Rechnen 
mit Fourierreihen, deren Beweise unmittelbar — ohne Gebrauch des Fundamen- 


talsatzes — zu führen sind. 


Satz XXII. Es sei f(x) eine fast periodische Funktion und Z Ane'An® ihre 
Fourierentwicklung. Dann ist, bei jedem reellen c, die Funktion f(x+c) ebenfalls 
fastperiodisch und ihre Fourterentwicklung lautet 


f(xte) o> Ane'An 4 eiAn®, 
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Beweis. Dass f(x+c) fast periodisch ist, ist klar; sie hat ja sogar, bei 
jedem &, dieselben Verschiebungszahlen z(e) wie die gegebene Funktion f(x). Und 
dass f(æ+c) die angegebene Fourierentwicklung besitzt, ergibt sich sofort durch 
die folgende Rechnung (in welcher 4 eine beliebige reelle Zahl bedeutet) 


CERTA 


T 

MI f(c+ ce} = lim 7 | feree Jem da ‚im re vec 
T— oa 

0 


=e M{ f(x Je wa 


Satz XXIII. Aus f(x) © ZE Ane'in® folgt, bei jedem reellen c + o, die Relation 


Beweis. Die Funktion g(x)=f(ex) ist offenbar wieder fast periodisch, und 
bei jedem reellen À gilt die Gleichung 


T 
Er À, 
MX g(x)e""*} = Tim Xf one Ceux = lim sf ce dxz=Méflale ©}. 
T— x 
0 


Satz XXIV. Es sei f(x) fast periodisch und f(x) © SAne4n®. Dann ist bei 
jedem positiven c das Integral 


wieder eine fast periodische Funktion, und ihre Fourierentwicklung lautet 


et ln C gr 


(x) > A n — . Ane 
An 2 





vo, falls ein konstantes Glied Ae in der Fourierreihe SAne'4n® vorkommt, der 
ety | 
entsprechende Faktor —— durch die Zahl e zu ersetzen ist (und eventuelle sons- 
co 


tige Glieder, für welche der Faktor (er —ı) verschwindet, natürlich weggelassen 
werden sollen). 


Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. 61 
Beweis. Dass F(x) fast periodisch ist, ist klar; denn F(x) ist stetig, und 
es ist offenbar jede zu = gehörige Verschiebungszahl der ursprünglichen Funk- 


tion f(x) eine zu & gehörige Verschiebungszahl der Funktion F(x), wie aus der 


Ungleichung 


anal Pro ff: 


hervorgeht. Um nunmehr die Fourierreihe von F(x) herzuleiten, haben wir bei 
jedem reellen 4 die Zahl 
bU)=M{F(x)e 


zu berechnen. Wir finden (siehe Fig. 6) 





‘all 


Fig. 6. 


))= lim [Fur er da7= hm El: aera | fi )dy 
Ber T—» 


= lin 7; (fr jä fe e dT Lu Ri 
T—» 


y—c 


wo R, und R, die Doppelintegrale der Funktion flyer?" über das Dreieck 4, 
bzw. 4, bezeichnen. Jedes dieser Doppelintegrale R, und R, ist aber numerisch 


£ I » 
kleiner als eine feste (d. h. von 7 unabhängige) Konstante, nämlich = “4 G, 
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wo @ die obere Grenze von |/(x)| bezeichnet; es dürfen daher die Restglieder 
R, und À, beim Grenzübergang 7’— © einfach vernachlässigt werden, d.h. es ist 


Y 


b(2) = Jim a äv [e u bes 








y—c 
Hieraus folgt für À + 0 
N e Ay (1 — ete) x 1 — ec eG tes eae I — ec 
A) lim Äl pr) dy LT M {f{x}e pi il a 


b(o)= lim + | efly)\dy=eM{f(a)}=ea(0), 


womit der Satz bewiesen ist. Es sei noch bemerkt, dass das »gewöhnliche» 

Integral | J(y)dy einer fast periodischen Funktion im Allgemeinen nicht wieder 
€ : 

eine fast periodische Funktion ergibt; auf diese Frage werden wir in Zusatz 

3 zurückkommen. 

Wir betrachten zuletzt eine fast periodische Funktion f(x), die als Grenz- 
funktion einer gleichmässig konvergenten Folge von fast periodischen Funk- 
tionen /m(x) entstanden ist (vel. Satz VI), und fragen, wie ihre Fourierentwicke- 
lung aus denen der Funktionen /m(x) abgeleitet werden kann. Es lautet die 
Antwort: 


Satz XXV. Es sei eine Folge von fast periodischen Funktionen 


‚ (m) 
ST Ar (m=1, 2...) 


gegeben, die gleichmässig für alle x einer Grenzfunktion f(x) zustrebt. Dann lässt 


sich die Fourierentwicklung 2 Ane'/n® dieser Funktion f(x) durch den formalen 
Grenzübergang + 


> Aneiin ı® = lim Abe en ” 


m— D 
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ableiten, in dem Sinne, dass bei jedem festen À die Limesgleichung 


MAX f(x) eo} = lim M {fn(x)e =} 





M — © 
gilt (übrigens gleichmässig für alle 2). 
Beweis. Es ist 
T T 
=a : I a - I ne 
M { f(x)e”"*} = lim T | Wig) ented — lim le” lim /m(x) dx. 
T— T— © m— xo 
0 0 


Hier dürfen aber, wegen der im ganzen Intervalle — 0 <x< bestehenden 
gleichmässigen Konvergenz von /m(x)e ‘#, die beiden Grenziibergiinge vertauscht 


werden, d. h. es ist (sogar gleichmiissig in A) 





Ir. 
MS flo) ee) = lim Jim ea fy (x)dx — lim M £ fn (ae, 
0 
KAPITEL II. 


Beweis des Fundamentalsatzes. 


§ 6. 


Angabe der Beweismethode und Einführung der rein periodischen 
Hilfsfunktionen fr(x). 


Wir gehen jetzt zu dem schwierigeren Teil der Untersuchungen über, näm- 

lich zu dem Beweis des Fundamentalsatzes: 
2 ae 2 
Dil An? = MAF) PP. 
Hs seien zuniichst zur Orientierung einige Worte vorausgeschickt iiber die 
Wege, welche, bei einem Versuch den Beweis dieses Satzes zu erbringen, einzu- 


schlagen am naheliegendsten wäre. Es werde die Differenz 
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mit D bezeichnet; wir wissen (Satz XIII), dass D =o; es handelt sich darum 


zu beweisen, dass D=o ist. Aus der Formel 


ul 


N 
=> An An? | | =PME | f(x) [?} an >; | Fn | 
1 





geht dass die Zahl D auch als die untere Grenze des Mittelwertes 


2 : N 
| charakterisiert werden kann, wenn D. Anen® alle Sum- 
1 


M. | Lt f(x) SA, An? 





men eee welche aus einer endlichen Anzahl von Gliedern der Fourier- 
reihe bestehen. Von dieser Charakterisierung der Zahl D aus zu einem Beweis 
der Gleichung D=o zu gelangen — d. h. direkt nachzuweisen, dass die Ab- 
schnitte der Fourierreihe im Mittel gegen die Funktion f(x) konvergieren — scheint 
aber ziemlich hoffnungslos zu sein; es ist ja bekanntlich selbst in dem Spezial- 
fall der rein periodischen Funktionen nicht gelungen den Beweis des Funda- 
mentalsatzes in dieser Weise zu führen. Ein etwas anderer Versuch könnte 


darauf basiert werden, dass, nach den Ergebnissen des $ 3, da obige Differenz 


3 bn en 


D auch als die untere Grenze des mittleren Fehlers M Ir 








| charak- 


N 
terisiert werden kann, wenn D ben? sämtliche trigonometrischen Sum- 
1 


men überhaupt durchläuft, und nicht nur solche, die aus Gliedern der Fourier- 
reihe besteht. Obwohl wir wissen, dass Summen dieser letzten spezielleren Art 
die »besten» Approximationen liefern, wäre es ja sehr wohl möglich, dass es bei 
gewissen anderen trigonometrischen Summen viel einfacher wäre zu beweisen, 
dass sie die Funktion f(x) gut approximieren, weil sie z. B. nicht nur im 
Mittel, sondern in jedem Punkt gegen f(x) konvergierten. Auf diesem Wege 
wird bekanntlich der Beweis des Fundamentalsatzes in der Theorie der rein 
periodischen Funktionen geführt, indem man dort ziemlich leicht Folgen 
von trigonometrischen Polynomen Py(x) auffinden kann, die sogar gleich- 
mässig gegen f(x) konvergieren, woraus sofort folgt, dass der mittlere Fehler 
M{|f(x)—Px(x)|?} gegen o strebt, und dass somit die Zahl D gleich o ist; als 
solche Polynome Px(xz) kann man z. B., nach dem Fesér schen Satze über die 


gleichmässige Césàro-Summabilität einer gewöhnlichen Fourierreihe, einfach die 
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arithmetischen Mitteln der Abschnitte der Fourierreihe benutzen; oder man kann 
zunächst die Funktion f(x) durch eine »einfache» Kurve (z. B. einen Polygon- 
zug) annähern, und dann wieder diese einfache Kurve durch ein trigonometrisches 
Polynom approximieren. Wenn man in dem allgemeinen Fall der fast periodi- 
schen Funktionen versuchen wollte diesen Weg einzuschlagen, stösst man aber 
auf grosse Schwierigkeiten, die zu überwinden mir nicht gelungen ist. Einer- 
seits haben wir nicht, wie bei den rein periodischen Funktionen, einen Summabi- 
litätssatz wie den Ferér'schen zur Verfügung; und eine allgemeine Summations- 
methode auszubilden — ohne den Fundamentalsatz zur Verfügung zu haben — 
scheint mir hier eine schwer anzugreifende Aufgabe. Andererseits treten auch 
grosse Hindernisse auf, wenn man versucht die beliebig gegebene fast periodische 
Funktion f(x) durch eine »einfache» fast periodische Funktion g(x) (d. h. eine 
solche, für welche man direkt trigonometrische Annäherungssummen auffinden 
könnte) derart zu approximieren, dass der mittlere Fehler M{|/(x)—g(x)|?} klein 
‘wird. Hierbei muss man nämlich vor allem bedenken, dass es, wegen der Rela- 
tion M{|f(z~)—g(z)P} = S| Cr)? wo CEN die Fourierreihe der Differenz 
J(x)—g(x) bedeutet, von vorneherein klar ist, dass die »einfache» Funktion g(x) 
gewiss so gewählt werden muss, dass ihre Fourierreihe ZX B„e“n® (vielleicht abge- 
sehen von belanglosen Gliedern) genau dieselben Exponenten wie die Fou- 
rierreihe X A„e'‘n® der gegebenen Funktion f(x) besitzen muss, damit überhaupt 
die Möglichkeit eines kleinen mittleren Fehlers M4|/(&)—g(x)]?} besteht; und 
schon diese Bedingung macht das Aufsuchen solcher Funktionen g(x) zu einem 
unangenehmen Unternehmen.! 

Ich habe daher einen ganz anderen Weg einschlagen müssen, dessen Aus- 
gangspunkt die folgende Überlegung ist. Für jede fast periodische Funktion 
f(x) konvergiert die Quadratsumme Y|A,„|? der absoluten Beträge ihrer Fourier- 
koeffizienten, so dass die Summe S=>|A,| eine für die Menge E aller 
fast periodischen Funktionen f(x) definierte »Funktionenfunktion» (oder Funk- 
tional) ist, die wir mit @(/(x)) bezeichnen. Es handelt sich darum zu be- 
weisen, dass für die ganze Funktionenmenge E die Gleichung ®(f(x)—M{{|f{x)|} 
besteht. Nun gibt es aber in der Funktionenmenge E eine spezielle Klasse 





: ! Wie in der Einleitung erwähnt, werden wir uns in der Abhandlung II mit der Auf- 
gabe beschäftigen, eine beliebige fast periodische Funktion f(x) mit vorgegebener Genauigkeit (und 
zwar nicht nur im Mittel, sondern sogar gleichmässig für alle x) durch eine endliche trigono- 
metrische Summe zu approximieren. Wir bemerken aber sogleich, dass uns die Lösung dieser 
Aufgabe nur dadurch gelingt, dass wir den Fundamentalsatz benutzen, und es somit uner- 
laubt wäre die Resultate der Abhandlung II zum Beweise des Fundamentalsatzes heranzuziehen. 


9— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 2 juillet 1924. 
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von Funktionen /(x), nämlich die Klasse EF der rein periodischen (stetigen) 
Funktionen, für welche wir schon wissen, dass der Fundamentalsatz gilt, d. h. 
dass O(f(x))=M {| f(z) |?} ist. Und es ist daher naheliegend zu fragen, ob nicht 
die genannte spezielle Funktionenklasse E* vielleicht in einem gewissen (unserer 
Aufgabe entsprechenden) Sinne überall dicht in der Gesamtmenge E aller fast 
periodischen Funktionen liegt, d. h. ob man nicht die Richtigkeit der Gleichung 
O(f(x))=M {| f(x) |?} für eine beliebige Funktion f(x) der Menge E durch Ste- 
tigkeitsbetrachtungen aus ihrer bekannten Gültigkeit für die Funktionen 
der spezielleren Klasse E* ableiten könnte. Es zeigt sich, dass es in der 
Tat so ist, dass man also den Fundamentalsatz für den allgemeinen Fall 
einer fast periodischen Funktion f(x) dadurch beweisen kann, dass man sie 
durch rein periodische Funktionen annähert. Um Missverständnisse zu 
verhüten, sei aber sogleich hinzugefügt, dass der Begriff der » Annäherung» hier- 
bei in einem ganz anderen (und viel weiteren) Sinne aufzufassen ist, als der, 
von welchem oben die Rede war; weil nämlich die Fourierexponenten einer rein 
periodischen Funktion p(x) immer eine Differenzenreihe bilden, können wir prinzi- 
piell nicht erreichen, dass sie mit den Fourierexponenten 4, der gegebenen fast 
periodischen Funktion f(x) übereinstimmen, und es ist daher (nach einer obigen 
Bemerkung) von vorneherein ausgeschlossen, dass der Mittelwert M{|f(x)—p(x)|?} 
klein ausfällt. 

Die rein periodischen Funktionen, mit welchen wir die gegebene fast perio- 
dische Funktion f(x) annähern werden, hängen von einem Parameter T>o ab, 
der die Periodenlänge angibt (und welcher nachher ins Unendliche wächst). Die 
zum Parameterwert 7 gehörige Funktion, fr(x), wird einfach so definiert, dass 
fr(x) in dem Periodenintervall o<a< T gleich der gegebenen Funktion f(x) 
ist, also: 


fr(x)=f(x) Tur Ola rx + T)=fr(a). 


Diese Funktionen fr(x) sind (abgesehen von gewissen speziellen Werten von 
T) nicht überall stetige, sondern nur streckenweise stetige Funktionen von 
x, weil sie ja in den »Periodenpunkten» nT(n=o, + ı,. 


— ) 


..) Sprünge aufweisen; 
dies schadet aber ‘gar nicht, da der Fundamentalsatz ja auch für solche Funk- 
tionen (sowie überhaupt für alle im Lebesgue’schen Sinne quadratisch integrier- 
baren rein periodischen Funktionen) gültig ist! Wir entwickeln, bei einem 








* Man könnte übrigens die Benutzung von unstetigen rein periodischen Funktionen fy(x) 


leicht umgehen, was aber kein weiteres Interesse darbietet. 
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beliebigen T > o, die rein periodische Funktion fr(x) in ihre (gewöhnliche) Fou- 
rierreihe: 


oo 
Fra)» Di anelin®, 
—o 


wo nicht nur die Exponenten 


sondern auch die Koeffizienten 


T T 
I | 
En = A | ör (Ne nda = 5 [ J (a)e—tn* da 
ö ö 


von dem Parameter 7 abhängen. Hierbei gilt, weil fr(x) rein periodisch ist, die 
Relation 


an 


fix I 
ul a 127. 
Slat =F [rare & firota 
Fre 0 0 


und wir sehen somit unmittelbar, weil ja die rechte Seite der letzten Gleichung 
für T>® gegen M{|f(x)[?} konvergiert, dass die Summe Z|a,| für T— © 
einem bestimmten Grenzwert, nämlich dem Grenzwert M{|f(x)|?} zustrebt. Es ist 
daher der Beweis des Fundamentalsatzes: S| A,|? = /{|/(x)|?} damit gleich- 
bedeutend zu zeigen, dass die Fourierreihe Yea,e'“n® der Funktion fr(x) für 
T— in solcher Art in die Fourierreihe ¥ A, en? von f(x) »übergeht», dass 


die Limesgleichung lim Z|a. | = =&]|4A„|? besteht. Nun wissen wir aber schon 
T—» 
(Satz XIII), dass =| AR | = M{|f(x)|?}, also dass =| A,’ S lim &|a,|? ist, und 
T—» 
es genügt daher nachzuweisen, dass  |A,|?=lim Zla,) ist. Mit anderen 
T— wo 


Worten: Unsere Aufgabe, den Fundamentalsatz zu beweisen, ist gelöst, wenn wir 
zeigen können, dass es zu jedem d,>o ein T,—Ty,(d,) > o derart gibt, dass für 
T>T, die Ungleichung 


(6) D lanl? < DA +0 


besteht. 


68 Harald Bohr. 


$ 7. 


Zurückführung des Fundamentalsatzes auf ein Lemma über f;(x) (Lemma I). 


Es sei, wie überall in diesem Kapitel, 
Fix) rs) > An en? 


eine beliebig gegebene fast periodische Funktion, und 


o 
: As 27 
rk) a > an en? (1, — T n) 
— © 


die »zugehörige» rein periodische Funktion der Periode 7, welche durch die 
Gleichung 
fr(x)=f(x) für o<x<T 


bestimmt ist. Wir haben (nach § 6) zu beweisen, dass für hinreichend grosse 
T die Ungleichung  S]a,|?< x] 4A,„|’+0, besteht, und müssen also die Summe 
Ze, |? nach oben abschätzen. Zu diesem Zwecke werden wir zunächst drei 


Hilfssätze beweisen: 


Hilfssatz 1. Zu jedem 6 >o lassen sich die Zahlen 2 > o und T,> 0 so 
wählen, dass für T > T, die Ungleichung: 


(7) Sl <6 


Jen] =2 


besteht. Mit anderen Worten, bei jedem hinreichend grossen 7 geben diejenigen 
Glieder der Fourierentwicklung fr(x) © Zane'"n”, welche den sehr grossen Werten 
von fu, (d. h. den sehr schnellen Schwingungen) entsprechen, fast keinen Bei- 


trag zur Summe 3| a, |’. 


Beweis. Wenn man den Beitrag der sehr schnellen Schwingungen 
abzuschätzen wünscht, liegt es nahe zunächst eine Differentiation vorzunehmen; 
denn durch eine (formale) Differentiation der Fourierreihe Ya„e'n* treten ja 
die Faktoren zu, hinzu, so dass gerade diejenigen Glieder, welche den grossen 
Werten von |u„| entsprechen, bevorzugt werden. Nun ist es aber nicht erlaubt 
die Relation fr(x) © Fane'“n® ohne weiteres formal zu differentieren; es braucht ja 
die Funktion fr(x) überhaupt nicht differentierbar zu sein. Wir müssen daher 
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zunächst unsere Funktion fr(x) durch eine andere (ebenfalls mit der Periode 7 perio- 
dische) Funktion g(x) approximieren, die so beschaffen ist, dass ihre Fourier- 
entwicklung p(x) © Sfnein* formal differentiert werden darf; wir benutzen einen 
möglichst einfachen Typus einer solchen Funktion g(x), nämlich eine Funktion, 
welche überall stetig! ist (also nicht, wie fr(x), in den Punkten n7 Sprünge 
aufweist) und im Periodenintervall o<x= T streckenweise linear ist. 

Um den Kernpunkt des Beweises, nämlich die Benutzung der gleichmässigen 
Stetigkeit (vergl. Satz II) unserer fast periodischen Funktion f(x), deutlich her- 
vortreten zu lassen, werden wir zunächst die Funktion f(x) selbst (und nicht die 
Funktion fr(x)) durch eine überall stetige, streckenweise lineare Funktion (x) 
approximieren. Zu diesem Zwecke bestimmen wir, mit Hilfe der gleichmässigen 
Stetigkeit von f(x), zu dem gegebenen d eine positive Zahl y=y(d)<ı derart, dass 
für jedes Punktepaar x’, x” mit [x—x”|< die Ungleichung 


ne)—re<EV © 


besteht, und definieren dann die Approximationsfunktion w(x) dadurch, dass sie 


in den Punkten 2=ny (n=o,+ 1, ...) mit der Funktion f(x) zusammenfällt, während 


1 
I 
I I 
I I 
I I 
I I 
Å 








| L I 
ny (72 my (NZ y Ay 2a (N+Dy 
Fig. 7. 


sie zwischen zwei Punkten ny und (z+ 1)y linear verläuft (siehe Fig. 7, wo f(x) reell 
angenommen ist). Es ist klar, dass diese Funktion w(x) für alle x numerisch EG 


ist, wo @ (wie überall im Folgenden) die obere Grenze von |f(x)| bezeichnet, und 


dass w(x) unsere Funktion f(x) bis auf 2: approximiert, d. h. dass in jedem 


Punkte & die Ungleichung 
/6 
Vt-val< Vo 


besteht; denn, falls x im Intervalle ny<a<(n+1)y liegt, ist ja 





! Vergl. A. Hurwitz, Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen, Math. 
Ann. Bd. 57, (1903), 8. 425—446. (Siehe insbesondere $. 440.) 
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La) val S If (@)—S (ny) + lv Rs IF) + [An +2)y) = 
<!V342V3=V8. 

Was ferner den (streckenweise konstanten) Differentialquotienten w’ (x) anbe- 


langt, so erfüllt er offenbar für alle x+ ny (d. h. abgesehen von den Ecken von 
w(x)) die Ungleichung 





Wir betrachten nunmehr, vorläufig bei einem beliebigen T> 2, die rein 
periodische Funktion fr(x) und definieren ihre approximierende (ebenfalls rein 
periodische) Funktion g(x) folgendermassen: Es sei N(>2) die grösste ganze Zahl, 
für die Ny<T ist (siehe Fig. 7); dann wird g(x) im Periodenintervall oS aS T 
dadurch bestimmt, dass sie im Intervalle o Ex E(N—1)y mit Y(x) zusammenfällt, 
im Punkte æ—T gleich f(o) ist (damit die Gleichung p(7T)—=g(o) bestehe) und ' 
zwischen (N—1)y und 7 linear verläuft. Diese Funktion g(x) genügt offenbar, 
wie die Funktion w(x), der Ungleichung |p(x)| = @, und ihr Differentialquotient 
gy (x) ist im Intervalle 0o<xz<(N —ı)y gleich w’(z) und im »Restintervalle» 

5 3 2G 2G 
(N—1)y<x<T, wo g(a) linear verläuft, numerisch < Tann: = SÄ so dass 
p'(x) überall im Periodenintervall (o, 7), bis auf die Ecken, der Ungleichung 





(8) | (x) | = Max er) =p 
5 ley à] 


genügt, wo ¢ nur von d, d. h. nicht von T7 abhängt. 


Wir vergleichen nun die beiden Fourierentwicklungen 


Sr ~> Cn eln® und p(x ~> En €! un? 


— 6 
und finden 


(N—1) y T 


Sle Plz [tp = fut Party | It pt) Raw 


(N—1) y 


ae Vale brest 2G)? en 
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und es gilt daher für jedes 7>T,, falls 7,(>2) so gross gewählt wird, dass 





Er =S ee a, die Uneleichung 
To 5 
co i : 3 
(9) D lan Bf <"> 


Wir benutzen nunmehr, dass die Fourierentwicklung des (streckenweise kon- 
stanten) Differentialquotienten g'(x) aus der Fourierentwicklung feta: der 
Funktion g(x) selbst durch formale Differentiation hervorgeht, dass also 


(x)~ Dir Un Pn en x 


ist, und dass somit, wegen (8), 


D Lun Bal = = wu Pdxseé 


—o 


ist. Hieraus folgt, falls Q2=(0) gleich Ve eewählt wird, dass 


à JDE, . 40 
(10) Då Ae = Q? => |. in Bn F = Bo >» | un CAE = 3 PE 
-— GD 


le, l=2 är EL 








ist. Für dieses 2 und das obige 7, ist dann offenbar die Ungleichung (7) für 
T>T, erfüllt; denn aus (9) und (10) ergibt sich sofort, nach der Ungleichung 
at+b|?<2({al?+|e]?), dass 


Ste Ez > beak > [en Bal: pl<2) | 3 ler + D le a} 


lunlz 2 lu l=2 1,122 J le, l=2 
öar + (0) 
<2|- + -)=0. 
4 4 


Hilfssatz 2. Es sei À, eine feste Zahl, die von den eee Fourterexpo- 
nenten An der Funktion f(x) verschieden ist, d. h. es sei a(d)=M {f (x)et*}=0. 
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Dann lässt sich zu jedem d>o ein w>o und ein T,>o derart finden, dass für 


T>T, die Ungleichung 


(1) | Slak<o 


lun— ol € w 


besteht. 


Beweis. Wir teilen den Beweis in zwei Teile, indem wir zunächst den 
Spezialfall A,—=o betrachten, und dann den allgemeinen Fall auf diesen zurück- 
führen. | 

I. Es sei 4,=o angenommen. Der Satz besagt hier, dass, falls die 
Fourierentwicklung f(x) © SAnei4n® kein konstantes Glied enthält, für hin- 
reichend grosse 7 diejenigen Glieder der Fourientwicklung fr(x)© Za„e'"n?, welche 
den sehr kleinen Werten von [u,| (d. h. den sehr langsamen Schwingungen) 
entsprechen, fast keinen Beitrag zur Quadratsumme Y|«,|? geben. 

Während der Beweis des vorhergehenden Hilfssatzes (wo von den schnellen 
Schwingungen die Rede war) auf einer Differentiation beruhte, wird der jetzige 
Beweis auf einer Integration der Reihe Ya„e"n“ basieren; bei einer solchen 


» eben auf die 





wird ja das Gewicht, durch die hinzukommenden Faktoren 
À Un 


langsamen Schwingungen geleet. Diese Integration werden wir aber nicht 


ne de 


in der Form if , sondern in der Form | ansetzen, weil wir dabei die Voraus- 


CE 


e x 
setzung: a(A))=a(o)\=M{f(x)}=o sofort ausnützen können; in der Tat folgt aus 
dem Satze VIII (verschärfter Mittelwertssatz), dass wir zu dem gegebenen d eine 
feste, d. h. von x unabhängige, Zahl c=e(d) so gross bestimmen können, dass 
die Funktion (der Mittelwert) 


a-+e 
I 5 
F(x) = A | I (y)dy 


für alle x der Ungleichung 


Ft] < 


genügt. Es ist aber nicht die Funktion f(x) selbst, sondern die Funktion fr(x), 
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wo T vorläufig eine beliebige Zahl >c bezeichne, auf welche wir die Integration 


anwenden sollen, weshalb wir die Funktion 


D(x) = à [ro (— © <x< 00) 


zu betrachten haben. Weil fr(x) periodisch mit der Periode 7 ist, wird @(x) offen- 
bar wieder periodisch mit der Periode 7 sein (und ®(x) wird sogar überall stetig, 
und nicht, wie fr(x), nur streckenweise stetig sein); wir bekommen nach einem 
bekannten Satz über die Integration einer gewöhnlichen Fourierreihe, die Fourier- 
entwicklung von @(x) durch gliedweise Integration! der Fourierentwicklung 
Ian en“ des Integranden fr(x), d. h. es ist 


eine —ı 
D(x) © >; On == e’!'n“ 
À Un C 
— @ 
EL ee! 
wo der Faktor —— für n=o (d. h. uno) die Zahl 1 bedeuten soll. Hier- 
7 Lin C 


aus folet 





= une RR 
(12) De Jan” L = 


7 ital 





T 
Sr 
= ALES 
2 0 


Nun ist aber, wegen fr(x)=f(x) für o<x<T, die Funktion ®(x) im Inter- 


valle o<x<T—c mit der Funktion F(x) identisch, und daher | ®(x)| < = 


für o<x<T—c; weil ferner, wie sofort ersichtlich, die Funktion | ®(x)| überall 
<= G ist, ergibt sich die Ungleichung 


i ya cr 
te al ed vig Jet En FER C ; 
pf evita) {| *) ant | car <;t7g 

0 0 





| 3 
AC 


somit ist nach (12) für jedes 7>7,, falls 7,(>c) so gewählt wird, dass 





* Vergl. HURWITZ, a. a. O. 8. 438. Wäre fn(x) eine überall stetige — und nicht nur 
streckenweise stetige — Funktion, so könnten wir übrigens die Entwicklung von (x) auch direkt 
aus dem Satze XXIV über die Integration von fast periodischen Funktionen entnehmen, weil 
ja dann f(x) ein Spezialfall einer fast periodischen Funktion wäre, 


10 — 2454. Actu mathematica. 45. Imprimé le 2 juillet 1924. 
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CCR OTO 
No LENS 
0 Zu 3 
ist, die Ungleichung 

io) NM 9 

lett — ı]? 
N leslie = 
hal 

4 [nC 2 








— © 


erfüllt. Wir bestimmen nunmehr das w—w(c)—w(0) 0 derart, dass für |u|] = @ 


die Ungleichung 
el! 08. I 2 














Tue 


besteht; dies ist möglich, denn für u—o strebt die Zahl auf der linken Seite 
gegen den Grenzwert 1 (und für u=o bedeutet sie die Zahl ı selbst). Für dieses 


w und das obige 7, ist dann die Ungleichung (11) für T> T, erfüllt; denn es ist 


9 


etUn © = % et Un © Ze 


8 Ô 
D> len? S2 Dd) la <2 


lu, 10 lun leo 














& 
= D bank 
— QR 


REST Tune 


IT. Nachdem der Hilfssatz 2 für den Fall A,=o bewiesen ist, betrachten 


wir nunmehr den Fall eines beliebigen 4,+0. Wir setzen 


fo=engle) Ah g (w= f(a) et". 


Dann erfüllt, nach Voraussetzung, die (fast periodische) Funktion g(x) die Be- 


dingung 


M{g(x)} =M Lf (a) et?) =o, 


und wir wissen daher (nach dem schon bewiesenen Fall À,—0o), dass, falls die zu 


g(x) »gehörige» rein periodische Funktion gr(x) in ihre Fourierreihe 
gr(x) © D'Bneitn® 


entwickelt wird, die Summe Z|B,.|P, erstreckt über die »sehr kleinen» y», einen 
»sehr kleinen» Wert ergibt. Wir wollen die Entwicklung fr(x) © Za„e"n* auf 
die von gr(x) zurückführen. Dazu muss zunächst die zu dem Faktor eg» 


»gehörige», mit der Periode 7 periodische, Funktion ef" in ihre Fourierreihe 
Aas & Drnetn? 


entwickelt werden; denn nach dem Multiplikationssatz der gewöhnlichen Fourier- 
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reihen (der auf streckenweise stetige Funktionen angewandt werden darf) erhalten 
wir, wegen der Identität fr(&)=gr(x)e%*, die gesuchte Entwicklung Sané#n® von 
fr(x) durch formale Multiplikation der beiden Entwicklungen IA„e'"n" und 
Zynétn® von gr(x) bzw. eft, Was die Entwicklung Iy„e“n® von eb" betrifft, 
werden wir zeigen, dass nur endlich viele Glieder y,e'“n", und zwar diejenigen 
für welche mu, »sehr nahe» an À, liegen, eine »merkbare» Rolle spielen. Dazu 
haben wir den Ausdruck 


Ti if 


T 
I ae Br TE I Elze ER, I a 1 
= fal et ox e im: dx = “a ht go - iu dx = 7 je dx 


0 0 0 


abzuschätzen; wir finden, dass für un + 








lyn] = 





IRe Agfa) P71 | I 2 TT 


T HN 


% : I oie ee 
ist, woraus (wegen der Konvergenz der Reihe = *) sofort erhellt, dass wir eine von 
n 


T unabhängige ganze Zahl N=N(d) so bestimmen können, dass, falls n,—n,(T) 


Ri; i ‘5 TA 
denjenigen Index bezeichnet, für welchen un, = 2, <n, +1, d.h. mS bas nj FT 


ist, die Ungleichung 
D> lyn < se 
46° 


| r—n | > N 


besteht. Wir teilen daher die (übrigens konvergente) Fourierreihe Iy„e'"n" von 


ej? in zwei Teile: 


Not N 
eet = Hydra + D yn en? =H (x) + Ria), 
q=ny—N In | > N 


Hierbei ist 


n 


eo A 2 : 
+ [IR Daft 


|n—n | > N 





Ô = 
De 


« 


und, wegen 
i 


[9 2) 
>; ra = all le’ Pdax=1, 


0 
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ist 


Not 


5 InPs 


(= N 


Wir bilden nun das Produkt 


rte) = gr) ef” =gr(a) H(x) + gr(x) R(x) 
& Da eine + Dia” eltin® (a + a. =a,), 


wo, wegen |g(x)| —|f(x)|£ @, die Fourierentwicklung des »Restes» gr(x)R(x) der 


Ungleichung 
T m 
Some Se f PT asl die 0 
(13) Di lel = flod RN dx EG pf Re Ant 
0 0 


genügt. Die Koeffizienten «, der Entwicklung des »Hauptgliedes» gr(x) H(x) 


oo 
bestimmen wir direkt durch formale Multiplikation der Fourierreihe D Bneitin® 
00 

No+N 
mit der endlichen Summe > Yge'"a”; wir finden, unter Benutzung der Gleichung 

No—N 
Un + Ug=Un+q, den Ausdruck 

| no+N 
RN a Va bm—a> 
q=no—N 
und hieraus, mit Hilfe der Schwarz schen Ungleichung, 
no+N Not N Nyt N 
2 

(14) Jem? = > lvl Dd Im = D> 16ma PP. 

=p Q=1n0 —N q=no—N 
Wir wählen nun das o=o(d) und 7,—17(à) derart, dass für T>T, 

zu 
Slat < rs 
lu„Il=z2o 
2r(N +1) 2n(N+1) 


ist, und setzen 7,—= Max (ae | Die letzte Forderung 7,2 ———— 


w w 


ist so gewählt, dass für 7>T, jede der 2N+ı Differenzen | u,—2,|, die offenbar 
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| Be. iM : 4 F H ELA Rete : 
alle £(N+1)- sind, kleiner als w ausfällt; hieraus können wir nämlich schlies- 


we 
sen, dass, falls un im Intervalle |u—2,| = @ liegt, die 2N +71 Zahlen um, alle in 
das Intervall |u| 2» fallen; in der Tat folgt ja aus |u,—2,|<@ und 


Hm Ag | So), dass 
I em —a| = Item — teg | S | töm — 20) + I rg —20) S 20 


ist. Aus der Ungleichung (14) folgt nunmehr durch Summation, dass 


no+N 


(15) DRAN (EE, p. 


I m—4ol = =o um 41 <w g=n—N 


wo, nach der vorhergehenden Bemerkung, für jeden Index m—gq auf der rechten 
Seite die Ungleichung |un_-,| S20 gilt, falls 7>T, gewählt ist. Da ferner ein 
Glied |8,[? offenbar höchstens (2N+1) Mal auf der rechten Seite auftritt, können 
wir aus (15) folgern, dass für 7>T, 


(16) > le, =2N ED) > |aP<@N+1 In 


ole lu, | S20 


ist. Hiermit sind wir am Ende des Beweises; denn aus (13) und (16) folgt, für 
jedes T>T), 


D Leal Dle,te/ls: Sel + > ley 


lupy—2ol = w lun Also län Alzw un Al=zw 


ee) Me 
= > let + le Fi < ATEN d. 


un Ahl= w 


Hilfssatz 3. Es sei Am ein Fourierexponent der Funktion f(x), also 
M< f(x) Bar = A m + OF 


Dann gibt es zu jedem d>0 ein w>o und ein T,>o derart, dass bei jedem T> Ty 
die Ungleichung 
(17) > | än je | Am | +6 

Inn 120 


besteht. 
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Beweis. Die Richtigkeit dieses Satz folgt leicht aus dem vorigen Hilfssatz. 
Wir setzen 


Fe) Amen" + gla), also gl) Ane tm, 


und bilden, vorläufig bei einem beliebigen 7>o, die Fourierentwicklungen der 


drei rein periodischen Funktionen mit der Periode 7’: 


fra) D nein, gra) D Bnetn®, (Ameiim) ro D yn en“, 


wo die erste Entwicklung durch formale Addition der beiden letzten entsteht, 
d.h. wo „=ßn+Yn ist. Nun erfüllt aber die Funktion g(x) für =m die 
Bedingung des Hilfssatzes 2, d. h. es ist 


Mig (a ‘Je 14 Am} = M: {f(a ) e Ama — Ae 0, 


und es lässt sich daher zu dem gegebenen d>o ein w und ein 7, so bestimmen, 


dass 


02 


218 < RR 


lan An VE 


ist. Ferner ist 


ik 
a = 
Dinl= x flame Pae—[dak 
— 
0 


Um bei der Abschätzung von Ja@n|?=|8.+yn|? den Faktor 2 zu vermeiden, der 
auftritt, wenn man die Ungleichung |a+b|?<2(|a|?+|0|?) verwendet, bedienen 


wir uns hier der etwas allgemeineren Ungleichung 
I 
ja+5Ps(e+0laf+(z+2) 01 


21 Am’ 


5 und erhalten 


wo c eine beliebige Zahl > o bedeutet. Wir setzen c = 


2 I 2 
D lal= lat sto la + (c+ 2) Dink 


lunAmI=w len Am | S w lun Amis 0 len AmI= 0 


<(1+0 ZIP (142) Dit < 


In An | = @ =” 


2 | Am]? PE hee Ô ) pull! | 2 2) = {RB 
(x+ 5 rm ea | An | Döm [Al ios = | Am ’+0. 
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Mit diesen drei Hilfssätzen sind wir offenbar ein Stück auf dem Wege nach 
unserem Ziel vorwärts gekommen: dem Beweis, dass für hinreichend grosse Werte 
von T die Summe Zl|a,|” nicht »merkbar» grösser als X| A„|? ist; wir haben ja 
durch diese Sätze erkannt, 1) dass die Glieder @„e'“n® mit sehr grossen u, nichts 
wesentliches zur Summe Z|a,|” beitragen, 2) dass die Glieder @„e'“n®, für welche 
un in der unmittelbaren Umgebung einer von den Fourierexponenten 
An verschiedenen Zahl 1, liegen, auch nichts wesentliches beitragen, und 3) dass 
die Glieder, für welche die zugehörigen w, in der unmittelbaren Umgebune 
eines Fourierexponenten 4, liegen, nicht mehr beitragen, als sie »dür- 
fen», d. h. nicht wesentlich mehr als die Zahl | 4, |?. 

Der Inhalt dieser drei Hilfssätze reicht aber andererseits lange nicht aus 
um den Beweis unserer Behauptung, Z[a, |? <x|4,|’+9 (für 7>T,), streng zu 
führen. In der Tat wäre ja für alle grossen Werte von 7, d. h. für enge aneinan- 
der liegende u», z. B. das folgende Verhalten der Reihe Ya e’“n* mit diesen drei Sätzen 
vereinbar: Für alle w,, die in einem gewissen Intervall, z. B. dem Intervalle o<u<r, 


liegen, in welches etwa gar keine Fourierexponenten 4, fallen, sei an = wo N 


sn 

VN 
die (mit 7’ ins Unendliche wachsende) Anzahl der im betrachteten Intervalle gelegenen 
Exponenten u, bezeichnet. Dann gäben diejenigen u,, welche in einem Teilintervalle 


der Länge w gelegen sind, einen Beitrag zur Summe >| a, |’, der asymptotisch (d. h. 


2 
mE 5 I fe 5 ee : é : 
für T>») gleich No - LA — wäre, so dass, in Übereinstimmung mit dem 


VN 


Hilfssatze 2, eine »unendliche kleine» Umgebung eines beliebigen Punktes 4, un- 
seres Intervalles nur einen »unendlich kleinen» Beitrag zur Quadratsumme liefern 
würde; trotzdem gäbe aber das Gesamtintervall o<u<ı, obwohl es gar keine 
Fourierexponenten Am enthält, einen Beitrag, der nicht mit 7—o unendlich 
klein würde, nämlich den konstanten Beitrag 1. 

Was uns fehlt, ist offenbar ein Satz, welcher besagt, dass für grosse Werte 
von T der »wesentliche» Beitrag zur Summe |e, |? nur von Gliedern ane'"n? her- 
rührt, deren Exponenten mw, in der Umgebung gewisser einzelner Punkte 
liegen, und somit eine Möglichkeit wie die des obigen »Beispieles», wo ein wesent- 
licher Beitrag von einer ganzen Strecke kam, ausschliesst. Wir werden nun in der 


Tat (in den nächsten Paragraphen) einen solchen Satz beweisen nämlich das folgende 


Lemma I. (Lemma über fr(x).) Zu jedem gegebenen 0*>0 und Q>o gibt 
es in dem abgeschlossenen Intervalle — Q £ u £ Q eine endliche Anzahl M=M(d*, 2) 
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von Punkten (Zahlen) P,, P,,...,Pu, mit der folgenden Eigenschaft: Falls w 
beliebig klein gewählt wird, gilt für alle hinreichend grossen T, d. h. für jedes 
T>T,=T,(v), die Ungleichung 


Da | An | = 0*, 


wo ZE" bedeutet, dass nur über diejenigen n summiert werden soll, für welche die 
Exponenten un innerhalb des Intervalle (—2, 2) aber ausserhalb der M Inter- 
valle (Pn — w, Pm + w) (m=1, 2,..., M) gelegen sind. 


Wir schliessen diesen Paragraph mit dem Nachweis, dass der Bewers des 
Fundamentalsatzes, wenn wir das obige Lemma vorweg nehmen, unmittelbar zu 
Ende zu führen ist. Es sei also d,>o beliebig gegeben; wir haben die Existenz 


eines 7‘, derart zu beweisen, dass für T> 7, 


a 


Dia P< ZT AP + 4 


ist. Zu diesem Zwecke bestimmen wir zunächst nach dem Hilfssatze 1 das Q > 0 
derart, dass für 7>T, die Ungleichung 


len Bi 20 
> 


> 0 
ln | = 2 


besteht. Danach setzen wir 0* = und bestimmen zu diesem d* und dem obi- 


gen LI eine endliche Anzahl von Punkten P,,..., Pm im Sinne von Lemma I. Diese 
M Punkte teilen wir in zwei Klassen, indem wir in die erste Klasse diejeni- 
gen aufnehmen, welche Fourierexponenten der gegebenen Funktion f(x) 
sind, etwa 

P, =An,, Pr = Any PRE Ang: 


und in die zweite Klasse diejenigen, welche nicht Fourierexponenten sind, 
etwa 
P= hip Py Ne Pi (R+S=M). 


S D) 


Wir wählen nun, nach den Hilfssätzen 3 und 2, das w so klein, dass für jedes 
T>T,=T,(w) die M Ungleichungen 
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4 0 
Zt = [an 9 (UT 2 Zar) 
| Hyd My | =0 


und 








>, len a 


| nr | =o 


Vo 
3M (ae 5) 


bestehen, und wählen schliesslich zu diesem w, nach dem Lemma, ein 7,(> 7, T,) 
derart, dass für 7>7, die Ungleichung 


Del ör 0 ut 
3 


besteht, wo 3" im Sinne von Lemma I bedeutet, dass über alle diejenigen n zu 
summieren ist, für welche «„ innerhalb des Intervalles (—2, Q) aber ausser- 


halb der M Intervalle (P, —w, Pm +) liegen. Hiermit ist der Beweis zu Ende; 
denn für jedes 7>7, haben wir ja die Ungleichung 


wo R ts) 
Dial Sy EZ + D [en Fat Er > LA » Par 
— œ 


= 0 cd den = vard = 3 
Lun | > el [ln Am | sw s=1 Jen 45 | <w 


9, dr Sta, la Su [200 4 SIA, P< ar 
a 7 2 sar) 2 AR Sri 


r=1 


§ 8. 


Zurückführung von Lemma I auf ein Lemma über Verschiebungszahlen 
(Lemma I). 


In den Beweisen der Hilfssätze des $ 7 haben wir die Voraussetzung, dass 
f(x) fast periodisch ist, nicht voll ausgenützt; z. B. haben wir beim Beweise des 
Hilfssatzes 1 nur benutzt, dass f(x) beschränkt und gleichmässig stetig ist. Bei 
den folgenden Untersuchungen dagegen, wo es sich um die Herleitung des viel 
tiefer liegenden Lemma I handelt, werden wir die charakteristischen Eigen- 
schaften der fast periodischen Funktionen, welche in ihrer Definition angegeben 
sind, direkt heranziehen müssen. Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet der 


11— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 2 juillet 1924. 
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folgende Hilfssatz, welcher die leicht verständliche Tatsache ausspricht, dass die 
Fourierreihe Z «„e'n® der, mit einer hinreichend grossen Periode 7 periodischen, 
Hilfsfunktion fr (x) nur eine »geringe Änderung» erfährt, wenn man x durch «+1 


ersetzt, soferne r eine Verschiebungszahl der ursprünglichen Funktion f (x) ist. 


Hilfssatz 4. Zu jedem d>o gibt es ein e>o derart, dass, falls t>0 eine be- 
liebig gewählte zu & gehörige Verschiebungszahl der Funktion f(x) ist, für alle hin- 
reichend grossen T, d. h. für T>T,=T,y,(d, e, 7), die Ungleichung 


Le] 


> | Gr | |x — ent li eo 


== 0 


besteht. 


Beweis. Es sei ¢= i gesetzt; danach sei eine beliebige Verschiebungs- 
2 


2 
zahl r=r(e)>o gewählt, und schliesslich sei 7,—Max c Es | gesetzt. Ich 


behaupte, dass dieses ¢, das beliebig gewählte z(e) und dieses 7, die Bedingungen 


des Satzes erfüllen. Es sei also T> 7) und 


pv (x) . Fr) 2 N On Gen. 


wir bilden die ebenfalls rein periodische und streckenweise stetige Funktion 
p(x+r), welche — wie aus der Definition der Fourierkonstanten sofort folgt — 
die Fourierentwicklung 

plc+r)» Rå Ane kn? ens 
besitzt. Es ist daher 


» 
> ao Rn 
=) I» a —-r@+)’ar = len — ange = S) | an |? | ı ent ft 
— 00 0 
0 


Nun ist aber p(x) = fr(x)=f(x) für o<x<T, also pÜr+r) = f(x+T für 
—T<x<T—7, und wir erhalten somit die Ungleichung 


T T—t T 
= | p(x) — p(x +7) |? | f(x) —f{ax+r PP da + a |p (x) — p(x +7) | dx 
0 0 T—t 


LT Bauten 7.0.0.0 
Th L 7)" == i 7 tase wo 
T oe I» abe Zur i 


IA 





womit die Behauptung 3] q, |? |1—ex"|?<0d bewiesen ist. 
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Bevor wir auf die Bedeutung dieses Verhaltens der Fourierreihe von fr (x) 
eingehen, müssen wir erst dem Hilfssatze 4 eine etwas erweiterte Fassung geben, 
bei der nicht nur eine, sondern beliebig viele (zu demselben & gehörige) 
Verschiebungszahlen auftreten. 


Hilfssatz 5. Zu jedem d>0 gibt es ein e>o derart, dass, falls N eine belie- 
big gewählte Anzahl ist, und 1%, T,,...,ty beliebige zu & gehörige positive Verschie- 
bungszahlen der Funktion f(x) sind, für T>T,—=T, (0, &, t,,..., tx) die Ungleichung 


2 2 un TV 2 
1—citn | + | I—ell'n® | + :-: +| T—el'n EN | 


Set! N ZN) 





besteht. 


Beweis. Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem vorigen 
Hilfssatze. In der Tat, es sei &=e(d) eine Zahl & im Sinne des Hilfssatzes 4; 
danach seien die N zu & gehörigen positiven Verschiebungszahlen z,, t%,..., tv be- 
liebig gewählt, und schliesslich seien 7,=T, (6, & u), I, =T,(, & %),.:.., 
TN = TN(S, & ty) die zugehörigen Zahlen 7, ebenfalls im Sinne des vorherge- 
henden Hilfssatzes. Dann hat die Zahl 7,= Max (7, T/,..., 7) offenbar die 
erwünschte Eigenschaft; denn für 7>Z7, ist ja 


>, | Un |? | 1—ellints |? Pare > | FR E | r—elln® |? UNSER > | re |? | I —eitntn |? 


also auch 


SSI esa as Ru are er. 





Aus dem Hilfssatze 4 lässt sich offenbar folgern, dass höchstens diejenigen Glie- 
der an en" einen »merkbaren» Beitrag zur Summe >| ca,,|? liefern können, für welche 
der Faktor | 1—e#n"| klein ist, d. h. für welche unt, mod. 27 betrachtet, klein 
ist, dass also diejenigen Glieder a, en", für welche unt (mod. 277) nicht klein 
ist, »belanglos» sind; Hilfssatz 4 liefert also ein »Sieb», das uns erlaubt, mit 
Hilfe einer Verschiebungszahl 7, gewisse belanglose u beiseite zu schaffen.' Leider 


dürfen wir dieses Siebverfahren nicht unter Hinzunahme von neuen 7 successive 


2xm 
T 
die u, ausserhalb kleiner Umgebungen dieser Punkte belanglos sind, ist dies noch keineswegs die 





* Obwohl dadurch ein System von discreten Punkten herausgehoben wird, so dass 





Behauptung von Lemma I. Die Lage jener Punkte ist nämlich von der gewünschten Feinheit der 
zugehörigen Umgebungen abhängig (weil ja das ¢ in Hilfssatz 4, und damit auch das r, von à 
abhängt), weshalb diese Punkte nicht als feste Punkte P,, im Sinne von Lemma I verwendet 
werden können. Dies ist der Grund, der uns im Folgenden nôtigt, nicht nur mit einem 7 sondern 


gleichzeitig mit vielen 7 zu sieben. 
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fortsetzen, weil eine Summe vieler einzeln »belangloser» Grössen nicht wieder 
belanglos zu sein braucht; mit anderen Worten: man darf nicht schliessen, 
dass — wie gross auch N gewählt wird — alle diejenigen Glieder a„e‘'n® be- 
langlos sind, für welche unter den N Produkten u,7,, UnTz, ..., In TN mindestens 
eines (mod. 27z. genommen) nicht klein ist. Dies geht auch aus dem Hilfssatz 
5 hervor, wo ja der ganze Bruch unter dem Summationszeichen nicht » gross» 
auszufallen braucht, wenn nur ein einzelnes Glied im Zähler »gross» ist. 
Wir können offenbar nur so viel schliessen, dass solche Glieder belanglos sind, 
für welche ein gewisser fester Prozentsatz dieser N Produkte merkbar von 


o entfernt ist; dies geschieht durch den folgenden Satz (in welchem wir übrigens 


statt „N und = eben so gut d, N und d, mit beliebig kleinen 6, und d, hätten 
schreiben können). 


Hilfssatz 6. Zu jedem d >o gibt es ein 8 — e(0d") derart, dass, falls t,, T,..., TN 
beliebige (und beliebig viele) zu & gehörige positive Verschiebungszahlen der Funktion 
fx) sind, für alle hinreichend grossen T, d. h. für T>T,=T,)(0', &, Ty ..., tw), 
die Ungleichung 

Sal = 


besteht, wo 2’ bedeutet, dass die Summation nur über solche n zu erstrecken ist, für 
welche mehr als ein Viertel der N Zahlen 


Un T1 > Un Ta, SOc Un TN 


auf der Kreisperipherie (d. h. mod.2x) betrachtet numerisch grösser als — sind 


(d.h. in Intervalle der Form 2px + Toe<a (p+1) x — T° fallen). 
6 4 6 


Beweis. Für jede Zahl y, welche mod. 27 numerisch grösser als br ist, ist 








offenbar 
a 12 
Kr: i STE 
|1ı-ev>|1-e°| > sim -—- 
6 
cae I : _ 
Falls von N beliebigen Zahlen ß,, Pa, ..., 5x mehr als 7" numerisch grösser als 


= (mod. 2x) sind, wird daher 


SR 





a 
Age doi 


ae 
[ref + |1-e&®] +: +lı zer] 4 
5 a 16 


(18) N 


= 4 
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LÅ 


sein. Wir wählen nun nach dem Hilfssatze 5 (mit 0 = - 6 
| I 


dass, falls 7,, ..., ty eine beliebige Anzahl von positiven zu e gehörigen Verschie- 


) die Zahl & so klein, 


bungszahlen sind, für hinreichend grosse 7 die Ungleichung 





co ; à | | 
Si PRE OR A 1— en ty |? J 
(19) 2 le: | Re MN & 


besteht. Hier ist aber, nach (18), der Bruch unter dem Summationszeichen grös- 
I 
16 


aus (19), dass 


ser als für jedes n, das in der S’ mitgenommen werden soll, und es folgt somit 





9 = : — in” eee 2 — pilin tn |? 
all 100 [el | EET | |x - ern ir 


N 





= un Cı |2 7 [2 
à : — el +... + — pila TN 
276 [4p e na | + L LE € nn] 
— wo 1 


ist, 


Die Charakterisierung derjenigen n, über welche die Summation >’ in dem 


Hilfssatze 6 zu erstrecken ist, nämlich »von den N Zahlen ur, UnTz, ..., UnTy 
TT 
6 


übersichtliche. Wir werden aber zeigen, dass es von diesem Satze aus möglich 


I . da 2 : : 
sollen mehr als igh numerisch grösser als — (mod. 27) sein» ist keine besonders 


ist zu dem Lemma I hinüberzukommen, in welch letzterem die auftretende 
Summation Y* ja viel einfacher erklärt wurde. Der Übergang geschieht durch den 
folgenden Satz, der nicht — wie die früheren — von der rein periodischen Hilfs- 
funktion fr(x) und ihrer Fourierentwicklung handelt, sondern eine direkte 
Aussage über die Verschiebungszahlen z enthält, und sich darauf bezieht, 
wie sich N Grössen der Form ur, ut, ..., uty, wo u eine stetige reelle 


Variable ist, mod. 27 verteilen. 


Lemma II. (Lemma über Verschiebungszahlen.) Es se e>o und Q>0 
beliebig gegeben. Dann gibt es in dem abgeschlossenen Intervalle —Q Eu E2 eine 
endliche Anzahl M=M(e, 2) von festen Punkten P,, Ps, ..., Pu mit der folgenden 
' Eigenschaft: Falls w>o beliebig klein gewählt wird, lässt sich eine (von w abhängige) 
Anzahl von zu & gehörigen positiven Verschiebungszahlen t,, ta, ..., TN so bestimmen, 
dass für jede Zahl u, welche innerhalb des Intervalles (—2, 2) aber ausserhalb 
der M Intervalle (Pn—®, Pm +) gelegen ist, mehr als ein Viertel der N Produkte 
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UT, UT, 2.2, UTy 


numerisch grösser als a (mod. 2x) sind. 

Den Beweis für dieses Lemma, welcher ein genaueres Studium der Eigen- 
schaften der Verschiebungszahlen erfordert, werden wir erst im nächsten Para- 
eraphen erbringen. Dagegen werden wir schon hier zeigen, wie man mit Hilfe 
von Lemma II sofort im Stande ist das Lemma I aus dem Hilfssatze 6 abzuleiten. 
Es sei also d*>o und 2>o beliebig gegeben; wir haben die Existenz einer end- 
lichen Anzahl solcher, im Intervalle — 9 £ u £ Q gelegener, Punkte P,, Ps, ..., Pa 
nachzuweisen, dass, falls w>o beliebig klein gewählt wird, für alle hinreichend 


erossen 7 die Ungleichung 


Dd" lank <d* 


besteht, wo * bedeutet, dass nur über diejenigen n summiert werden soll, für 
welche die Exponenten mw, innerhalb des Intervalles (—2, 2) aber ausser- 
halb der M Intervalle (P„—o, Pn + w) gelegen sind. Zu diesem Zwecke be- 
stimmen wir zunächst zu der gegebenen Zahl d’=d* ein ¢ im Sinne des Hilfs- 
satzes 6, und danach zu diesem & und der gegebenen Zahl 2 die Punkte P,, 
P,, ..., Pw im Sinne von Lemma II. Ich behaupte, dass diese M Punkte der 
oben angegebenen Forderung von Lemma I genügen. In der Tat können wir 
nach dem Lemma II, falls » beliebig klein gewählt wird, eine gewisse Anzahl 
von zu & gehörigen positiven Verschiebungszahlen z,, Ta, ..., Ty So finden, dass 
für jede reelle Zahl u, welche innerhalb des Intervalles (—2, Q) aber ausserhalb 
der M Intervalle (P,, —w, Pn, +) gelegen ist, mehr als ein Viertel der N Produkte 


Tl Tal dose LE Bag 
numerisch grösser als = (mod. 2x) sind; somit werden — falls wir in dem Hilfs- 
satze 6 eben diese Verschiebungszahlen 7,, tT, ..., Ty benutzen — gewiss sämt- 
liche Zahlen », für welche u, innerhalb des Intervalles (—2, 2) aber ausserhalb 
der Intervalle (P„—o, Pm +w) liegen, in der Summation >’ des Hilfssatzes 6 
miteinbegriffen, d. h. es wird 


las Ill’. 


Hiermit sind wir aber mit dem Beweise zu Ende; denn nach dem Hilfssatze 6 
ist ja >’ | a, |?<d’=0* für alle hinreichend grossen 7, und diese Ungleichung gilt 


also a fortiori, wenn Y’|a„|? durch S*|e,|? ersetzt wird. 
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$ 9. 


Beweis von Lemma II. 


In dem vorhergehenden Paragraphen haben wir den Beweis von Lemma I 
— und damit den Beweis des Fundamentalsatzes — auf ein Lemma II zurück- 
geführt, das nichts mehr mit Fourierreihen zu tun hat, sondern lediglich von 
den Verschiebungszahlen einer fast periodischen Funktion handelt. Bevor wir 
aber dieses Lemma II beweisen können, müssen wir zunächst einige vorbereitende 
Bemerkungen und Hilfssätze über Verschiebungszahlen vorausschicken. 

Falls x eine zu ¢ gehörige Verschiebungszahl unserer Funktion f(x) ist, d. h. 
falls die Ungleichung 


(20) Yat+9)-f@)|=e 


für alle x besteht, wird x natürlich a fortiori als Verschiebungszahl zu jedem &, 
gehören, das >e ist. Im Folgenden wird es zweckmässig sein, bei einem gege- 
benen z, von seinem »Minimalfehler» e=e(r) zu sprechen, d. h. von der unteren 
Grenze e aller Zahlen e, zu welchen t als Verschiebungszahl gehört; weil wir in 
der Ungleichung (20) das Zeichen = (und nicht <) gewählt haben, wird diese 
untere Grenze offenbar selbst zur Menge der & gehören, d. h. die Zahl e kann 
auch als die kleinste derjenigen Zahlen e charakterisiert werden, zu welchen r 
als Verschiebungszahl gehért. Weil f(x) beschränkt ist, mit der oberen Grenze 
G, und daher bei jedem beliebig gegebenen reellen x für alle x die Ungleichung 
Ye +9)-f(x)|= 2G besteht, ist der obige. Minimalfehler e(r) für alle reel- 
len x definiert, und diese Funktion e(r) genügt im ganzen Intervalle — 0 <<» 
der Ungleichung oSe(t)S2G. 

Aus der — schon in 8 1 gemachten — Bemerkung, dass, falls 7, und 7, 
Verschiebungszahlen sind, welche zu e bzw. &, gehören, die Summe 7, +7, ge- 
wiss eine zu &,+:, gehörige Verschiebungszahl ist, folgt sofort, dass der Mini- 


malfehler e(r) für jedes Wertepaar z,, %, der Ungleichung 


(21a) e(t, +t) S e(r;)+e(r) 


genügt. Es ist also auch e(r,)<e(—7,)+e(r, + 7), und, weil e(—7)=e(+7) ist, folgt 


hieraus weiter, dass 


(21 b) er + t)2e(t,)—e(t). 
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In unseren weiteren Überlegungen werden wir der Bequemlichkeit halber 
nicht mit beliebigen reellen 7, sondern nur mit ganzzahligen 7 operieren. 
Dass es möglich ist mit den ganzzahligen + allein auszukommen, rührt von 


dem folgenden, auch an sich ganz interessanten, Satz her: 


Hilfssatz 7. Zu jedem e>o gibt es eine Länge L=L(s) derart, dass jedes In- 
tervall dieser Länge L mindestens eine ganze Zahl n mit e(n)Se enthält, d. h. 
mindestens eine zu & gehörige ganzzahlige Verschiebungszahl » enthält. 

Beweis. Die Richtigkeit dieses Satzes folgt sofort aus dem Satze IIT des § 1, 
dass die Summe zweier fast periodischer Funktionen wieder eine fast periodische 
Funktion ist, oder vielmehr aus der dort bemerkten Tatsache, mit welcher dieser 
Satz begründet wurde, dass es zu zwei fast periodischen Funktionen und einem be- 


liebig gegebenen ¢ immer eine Länge Z, derart gibt, dass jedes Intervall dieser 


Länge eine Zahl z enthält, welche gleichzeitig eine zu > gehörige Verschiebungs- 


zahl der beiden Funktionen darstellt. Wir wenden — indem wir die gegebene 
Zahl & kleiner als 2 annehmen — diese Bemerkung auf unsere Funktion f(x) 


und die in der Fig. 8 durch die voll ausgezogene Linie angegebene rein 





periodische Funktion p(x) der Periode ı an, wobei b< so klein gewählt ist 


(vergl. das Corollar des Satzes II), dass, falls x eine beliebige zu A gehörige‘ 


Verschiebungszahl der Funktion f(x), und |d’| <0 ist, 7+0’ gewiss eine zu 


x: : : : € 
é gehörige Verschiebungszahl der Funktion f(x) ist. Wegen — <1, muss offen- 
2 


bar (wie aus der Figur sofort erhellt) jede zu — gehörige Verschiebungszahl 
2 


der rein periodischen Hilfsfunktion p(x) von der Form n+0’ mit |6’|<6 sein. 
Wir bestimmen nunmehr die Länge L,=L, (f, p, «) derart, dass jedes Intervall 


der Länge L, eine zu „ gehörige Verschiebungszahl z* der Funktion f(x) ent- 
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hält, die gleichzeitig eine zu = gehörige Verschiebungszahl der Funktion p(x) 


ist, und also gewiss die Form 1*—#*+0* besitzt, wo |d*|<0 und daher, nach der 
Bestimmung von 0, die ganze Zahl n* eine zu ¢ gehörige Verschiebungs- 


zahl der Funktion f(x) ist. Hieraus folgt aber sofort, dass die Länge L=L,+1 


die erwünschte Eigenschaft hat; falls nämlich (« == = a +2) ein beliebiges Inter- 


vall dieser Länge Z ist, können wir ja im kleineren Intervall (a ——, a+— 
2 2 


der Linge ZL, eine der obigen eemeinsamen Verschiebuneszahlen 7*=n* + d* fin- 
> 0 > > > 


den, und wegen |d*| < 9 < = wird hierbei die ganze Zahl n* in das Intervall 


(a — EN «+ 2] fallen. 
2 2 


Für einen späteren Zweck verallgemeinern wir diesen Hilfssatz 7 folgender- 


massen : 


Hilfssatz 8. Es sei v eine reelle Zahl +0, und e>o sowie n>o beliebig ge- 
geben. Dann lässt sich eine Länge L'=L'\y, &e, n, f) derart bestimmen, dass jedes 
Intervall der Länge L’ mindestens eine ganze Zahl n mit e(n)Se enthält, deren 


Abstand von einem ganzen Multiplum von v kleiner als n ist. 


i a x I 
Beweis. Es sei zunächst, wie oben, die Zahl d < 80 bestimmt, dass, falls 
eine zu — gehörige Verschiebungszahl der Funktion f(x) ist, jede Zahl +9” mit 


|0’| <0 eine zu e gehörige Verschiebungszahl der Funktion f(x) sein muss, und 


danach werde die Zahl a<d und = 


u 


gewählt. Wir benutzen hier zwei rein 


periodische Hilfsfunktionen, p,(x) mit der Periode 1, und pa(x) mit der Periode 
|v], welche durch die Figuren 9 a und 9 b definiert sind. Weil p,(o) + p,(o)— 2 ist, 





Fig. 9 a. 
12—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 3 juillet 1924. 
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ul —-t OA ly| 
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folet sofort — falls die gegebene Zahl « kleiner als 2 angenommen wird — dass jede 
zu = oehörige Verschiebungszahl der fast periodischen Funktion y,(x)+y,(x) die 
Form »,+6,=n,v+0, mit |d,|<e, [d,|[<a haben muss. Wir bestimmen nun die 
Länge L', derart, dass jedes Intervall der Länge L’, mindestens eine zu A 
œehôrige Verschiebungszahl r* der œesebenen Funktion f(x) enthält, welche 


œleichzeitig eine zu — gehörige Verschiebungszahl der fast periodischen Hilfs- 


N |» 


funktion p,(x) + p,(x) ist und also, nach der vorhergehenden Bemerkung, gewiss 
die Form 
c= n* + niv +0, mituld|=< 24106 


besitzt. Dann ist offenbar #° eine Zahl » im Sinne des Satzes, d.h. eine ganze 


Zahl mit e(n)<e, deren Abstand von einem ganzen Multiplum von » kleiner 
; ‘ Ai I 3 B x ’ ’ : 
als 2a<7 ist; und wegen |”; 7*] = wird daher die Linge L’'=L',+1 die er- 


wünschte Eigenschaft besitzen. 


Im folgenden werden wir immer nur mit ganzzahligen Verschiebungs- 
zahlen 7 operieren; zur Abkürzung nennen wir die Menge aller ganzzahligen 
Verschiebungszahlen z(e), welche zu einem gegebenen & gehört, die Verschiebungs- 
menge EE. unserer Funktion f(x). Bevor wir zu der näheren Untersuchung dieser 
Verschiebungsmenge übergehen, fügen wir, um den innern Kern der Betrachtungen 


besser verständlich zu machen, die folgende Bemerkung ein. 


Bemerkung. In dem speziellen Falle, wo die gegebene fast periodische 
Funktion rein periodisch mit der Periode 1 ist, besteht offenbar, bei jedem 
e>o, die Menge E, aus sämtlichen ganzen Zahlen, d. h. sie ist einfach eine 
arithmetische Progression. Bei einer beliebigen fast periodischen Funktion wird 
die Menge E, natürlich nicht mehr diese Eigenschaft haben; trotzdem hat sie 


aber gewisse Züge mit einer solchen Progression gemeinsam. Nicht nur, dass 
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sie niemals beliebig grosse Lücken aufweist’, ist ihr eigentümlich, sondern auch 
von der besonders charakteristischen Eigenschaft der » Aequidistanz» hat sie etwas 
beibehalten. Bei einer streng aequidistanten Punktmenge geht diese in sich 
über, wenn man sie so verschiebt, dass ein beliebiger Punkt auf einen beliebigen 
anderen Punkt der Menge fällt; bei unserer Verschiebungsmenge E, werden wir 


mit Hilfe der Ungleichungen 
e(n')—e(n”) = e(n' + nn") = el(n') + eln'”) 


beweisen, dass sie, wenigstens bei passend gewähltem ¢, doch »anniiherungsweise» 
diese Eigenschaft besitzt, nämlich, dass sie bei gewissen Verschiebungen »fast» 
in sich übergeht. 

Überhaupt beruht unsere ganze Untersuchung über die Verteilung der Zahlen 
UT), UT,..., UTN (mod. 2x), in welche der Beweis von Lemma II ausmündet, im 
Prinzip auf dieser hier angedeuteten » Ähnlichkeit» zwischen der Folge der ganz- 
zahligen Verschiebungszahlen z,, 7%, t,... und den Zahlen einer arithmetischen 
Progression. Auch das Lemma II selbst — welches behauptet, dass nur 


für die w aus gewissen spärlich verteilten kleinen Intervallen der u-Achse 


die Grössen uT,, UT, ...., UTN so unregelmässig auf der Kreisperipherie gelegen 





! Diese Eigenschaft der Verschiebungsmenge hätte uns für den Übergang von Hilfssatz 4 zu 
Lemma I genügt, wenn es dafür ausreichend gewesen wäre (vgl. die Bemerkung von 8. 83) statt unseres 
Lemma IT einen etwas weniger aussagenden Satz zu besitzen, in welchem ein « schon dann als »unschäd- 
lich» angesehen wird, wenn nur eines der N Produkte ur, , 473, ..., uty, statt eines festen Prozent- 
satzes, mod. 2x nicht zu nahe an 0 kommt. Der Beweis eines solchen »vereinfachten» Lemma II wäre 
nämlich so zu führen: Zunächst wäre aus Stetigkeitsgründen sofort ersichtlich, dass, falls für ein be- 


stimmtes u das Produkt mit einem der rt, etwa T,,, numerisch grösser als a (mod. 2 x) ist, dasselbe, 


und zwar mit demselben 7,,, für eine gewisse Umgebung dieser Zahl « gelten muss. Ferner 
ist auch klar, dass die Menge derjenigen «, welche die Eigenschaft haben, dass die sämtlichen 


| Tt 2 : N 
Produkte ut, numerisch = (mod. 2 x) sind, keine Häufungspunkte haben kann — und dass 


somit im Intervalle (— 2, £2) nur endlich viele solche uw, etwa u = P,, P,,..., Py, liegen können 
— denn, falls die unendlich vielen Zahlen uTtT,, uta, ... alle in das Intervall (- = ) fallen 


und À eine Grösse von hinreichend kleinem Betrage ist, müssen notwendig, wegen T„ı] ty, < OC, 
gewisse Zahlen der neuen Folge (u+h)t,, (u+h)t:,... aus diesem Intervall herauswandern. 
Aus diesen beiden Tatsachen erschliesst man nun leicht, dass sich, bei hinreichend grossem N, die 
»unangenehmen> u nur in beliebig vorgeschriebenen Umgebungen der obigen Punkte P,, P,,..., Py 


befinden können. 
Der Leser wird sehen, dass der Beweis des »wirklichen» Lemma II, nach Gewinnung von 


Hilfssatz 9, welcher auch eine Art von »Aequidistanz» der Verschiebungszahlen nachweist, wesent- 


lich nach diesem Schema verläuft. 
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sind, dass ein unverhältnismässig grosser Bruchteil dieser Zahlen in eine feste 
Umgebung des Nullpunktes fallen — kann als eine Verallgemeinerung eines 
bekannten Satzes aus der Theorie der Verteilung der Zahlen u, zu, 3u, ... 
(mod. 2) betrachtet werden, welcher besagt, dass, wenn nur u von der Um- 
œebung gewisser Punkte, nämlich der Punkte 277 wo r eine rationale Zahl 
mit einem »kleinen» Nenner bedeutet, ausgeschlossen wird, bei jedem »grossen» 
N gilt, dass die N Zahlen u, 2u,..., Nu sich »sehr» regelmässig auf der Kreis- 
peripherie verteilen, d. h. so, dass die Anzahl derjenigen von ihnen, die in ein 
bestimmtes Intervall der Kreisperipherie fallen, einen Prozentsatz ausmacht, wel- 


cher annäherungsweise gleich der relativen Länge dieses Intervalles ist. 


Wir gehen nun zur genaueren Formulierung der in der obigen Bemerkung 
angedeuteten Aequidistanzeigenschaft der Verschiebungsmenge FE; über; um aber 
den diesbezüglichen Hilfssatz bequem aussprechen zu können, führen wir die 


folgende Definition ein: 


Definition. Die Verschiebungsmenge E. unserer Funktion f(x) soll »fast perio- 

disch bis auf 0’ heissen (wo Q eine positive ganze Zahl ist), wenn es eine positive 
iq 

Grösse o<e und eine Länge I, derart gibt, dass, falls t eine beliebige Zahl der 

Menge E, ist (und also gewiss auch eine Zahl der Menge EJ), und wir alle 

Zahlen v der Menge Ex, welche in einem Intervalle (o, I) mit I>I, gelegen sind, 


um t verschieben (d. h. die Zahlen ı+t bilden), mehr als (x 7) von den so 


verschobenen Zahlen wieder unserer Menge E. angehören. 
Es lautet dann der 


Hilfssatz 9. Es sei die positive Grösse e, und die positive ganze Zahl Q beliebig 


gegeben. Dann lässt sich eine positive Grösse ee, so bestimmen, dass die Verschie- 


bungsmenge Es fast periodisch bis auf st. Mit andern Worten: obwohl die 


True 
Q 2 
Dumme zweier, zu & gehörigen, Verschiebungszahlen nicht wieder zu ¢ sondern 
nur zu 2e gehören muss, so kann man doch in der Verschiebungsmenge E, so 
feine» (zu o<e gehörige) Verschiebungszahlen auffinden, dass, wenn man nur 
um diese verschiebt, doch die »Gesamtheit» der Verschiebungszahlen »fast ganz» 


in sich übergeht, d. h. nur einen Verlust von a ihrer Anzahl erleidet. 
v 
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Beweis. Die Idee des Beweises ist, ein & so zu suchen (übrigens >=) 


damit die sämtlichen Verschiebungszahlen z(e) nicht zu dünn gesät liegen, nämlich, 


gemäss Hilfssatz 7, in jedem Intervall der festen Länge L(*) mindestens eine), 


“= 


dass bei jedem hinreichend grossen J nur ein sehr geringer Prozentsatz 
derjenigen + der Menge %,, welche dem Intervalle (0, I) angehören, einen Minimal- 
fehler e(r) besitzen, welcher sehr nahe an « heranreicht; denn für alle übrigen r, 
für welche also e(z) nicht sehr nahe an ¢ kommt, etwa < e — 0 ist, wird ja, 
falls ¢ eine beliebig gewählte Zahl der Menge E, bezeichnet, der Minimalfehler 
e(t+t) = e(t)+e(t) = e(t) + o kleiner als e ausfallen, d. h. es wird die verschobene 
Zahl t+t wieder der Menge FE, angehören. 

Wir haben im ganzen drei Zahlen ¢, o<e und J, zu bestimmen. Die Zahl o 


schreiben wir in der Form 


wo N eine ganze Zahl >8 ist, über die wir später als Funktion von Q 


La à € ; 4 
und &, verfügen werden, und teilen das Intervall ‘a <zg<« in N gleichgrosse 


Teile der Länge o (siehe Fig. 10). Zur Abkürzung werden wir von einer Zahl 
n mit >< e(n) Se, sagen, dass sie in »die rt Schublade» fällt (wo 7 eine der 
2 


Zahlen 1, 2,...,N ist), falls ihr Minimalfehler e(r) dem 7*” Teilintervall 


Bo 85 
ED NE pee Sao 
et De=z = + ro 


Kleinsch. 
— 4 
op £o ie à 5 
2 Grossch. 
Fig. 10. 
angehört. Wir werden bald im Beweise — wo es sich darum handelt, in ähn- 


lichem Sinne wie beim Beweise des Mittelwertsatzes, die Untersuchung auf ein 
festes Intervall o<x<1, zurückzuführen — eine ganze Zahl rt, von der nur be- 
kannt ist, dass sie in einer gewissen, sagen wir der 7", Schublade liegt (wo r, 
eine der Zahlen 2, ..., N—ı bedeutet) um eine ganze Zahl ¢ verschieben müssen, 


von der wir nur wissen, dass sie der Verschiebungsmenge Æ, angehört. Uber die 
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verschobene Zahl r+t können wir dann offenbar nur so viel mit Sicherheit aus- 


sagen, dass ihr Minimalfehler e(r+t) den Ungleichungen 


+ (ry—2)0 < e(z)—elt) S e(r+t) S en) + elt) S ? + (rot 1)e 


D 
D 


genügt, dass also t+¢ in der 7, (r,—1)** oder (7)+1)*" Schublade liegt, 
weshalb es bequem sein wird, ausser von den N obigen Schubladen, den »Klein- 
schubladen», auch von N—2 »Grosschubladen», mit den Nummern 2, 3, ..., N—r, 
zu sprechen, indem wir von einer Zahl n sagen, dass sie in die r*° Grosschublade 
fällt, falls ihr Minimalfehler e(n) dem Intervall 


IP (rar) pe eee 


Zu 5 
5 = (+1) 0 


angehört (siehe Fig. 10). 


Es sei nun I,>2_L (:) eine feste Länge über die wir ebenfalls später, und 
2 


u 


zwar als Funktion von Q,e, und o, verfügen werden. Bei jeder ganzen Zahl 


n im Intervalle o<x<1,, welche der Menge E, aber nicht der Menge 
Es angehört, d. h. für welche > <e(n) Se ist, sehen wir nunmehr nach, in 
2 


welcher der N—2 Grosschubladen sie liegt, und greifen diejenige Grosschublade, 
oder eine derjenigen von ihnen, heraus, welche die kleinste Anzahl solcher 


Zahlen » enthält. Es sei R ihr Nummer. Weil es offenbar zumindest 


N=2 N : ME 4 : 
= À Grosschubladen gibt, welche nicht übereinander greifen, wird unsere 


5 
N N ve % 
Rh Grosschublade gewiss weniger als De = ae von den erwähnten Zahlen 





n im Intervalle (o, /,) enthalten. Die Zahl & des Satzes soll dann die Zahl 
BR) 
der 4.2008 


sein, d. h. die grösste Zahl der Rt“ Kleinschublade. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir den Beweis unschwer zu Ende führen. 
Es sei also J eine beliebige Zahl >J,, und ¢ eine beliebige Zahl der Menge 
i; wir betrachten das Intervall 0 <x< 1 und werden die Anzahl A derjeni- 
gen, im Intervalle (0,7) gelegenen, Zahlen x der Menge E, abschätzen, 


welche bei einer Verschiebung um ¢ nicht wieder in Zahlen der Menge 
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E. übergehen. Diese Zahlen x sind offenbar unter denjenigen Zahlen der 
Menge /, zu suchen, die der Rk" Kleinschublade angehören; denn für jede Zahl 
vt der Menge Æ:, welche nicht in dieser »äussersten» Kleinschublade liegt, d. h. für 


welche e(r) S . +(R—1)o ist, wird ja e(r+t) <e(r)+o<s sein, d. h. es wird 


t+t wieder der Menge E, angehören. Wir teilen nun das Intervall (0, I) in der 


in der Fig. 11 angedeuteten Weise, d. h. wir tragen zunächst die Länge J, vom 


< LP) <Lip) 
SEE TEE Wer Dr aa Bi: Be 2 ee pe Sa I 
SÅ To Jo 
Fig. 11. 


Punkte o ab, bestimmen danach (nach dem Hilfssatze 7) eine Zahl t' der Menge E, 
in einem Abstand < L (eo) von dem Endpunkte x=J,, danach tragen wir wieder, vom 
Punkte ¢ aus, die Länge J, bis zum Punkte t' + I, ab, bestimmen eine zu E, gehörige 
Zahl t” in einem Abstand vom Endpunkte, welche kleiner als L(g) ist, usw. Wir be- 
trachten zunächst ein beliebiges der Intervalle der Länge J), etwa das Intervall 
(4), ¢) + I). Falls x eine darin gelegene ganze Zahl ist, welche der Rt® Klein- 
schublade angehört, muss — nach einer obigen Bemerkung — der »entspre- 
chende» (d. h. um —1t”) verschobene) Punkt r—t') des Intervalles (0, I) gewiss 
der Rtea Grosschublade angehören. Nun liegen aber im Intervalle (0, J) we- 


niger als 4 Punkte der AR" Grosschublade, und die Anzahl der Punkte r. 


unseres Intervalles (4), #P) + I), welche der Rt? Kleinschublade angehören, wird 


daher a fortiori kleiner als 420 sein. Da ferner die Anzahl P der betrachteten 


2 ist, finden wir fiir die Anzahl A, 
0 


der in diesen P Intervallen gelegenen + der Menge Es, welche bei der Verschie- 


Intervalle der Form (t'?), tP +) kleiner als 


bung um t nicht wieder in Punkte der Menge E, übergehen, die Ungleichung 


hy 


Dem 
A NE Dr 
Was ferner die Anzahl A, derjenigen solcher r betrifft, welche in den »Rest- 
intervallen» liegen, finden wir durch eine grobe Abschätzung — indem wir für 


die »Zwichenintervalle» mit Längen < L(e) einfach die Anzahl aller darin ge- 
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legenen ganzen Zahlen abschätzen, und für das eventuelle »Schlussintervall» die 


I. 
obige Abschätzung nn benutzen — dass 
| AUS qu 
A, < PL (0) + NS ee + 


Die gesuchte Gesamtanzahl A=A,+ A, genügt somit der Ungleichung 





(22) A tr nd 2) 


Andererseits ist die Anzahl 5 sämtlicher Zahlen z der Menge F,, welche 


Hf) 


da ja in jedem Intervall der Liinge L (2) mindestens eine solche Zahl z liegt; 


3 € = ö 
dem Intervalle (0,7) angehören, offenbar (wegen > ) erösser als — I, 
2 


EAN 
wegen I=1,>3L (:) ist also 


(23) RER 





Wir erhalten somit, aus (22) und (23), die Ungleichung 


A 5 jö al 


BUT Er 








ne (: (: zie) ts 16 L (2) å 2L (2) L (eo) | 


TA N L, 


€ 4 ‘ 
Durch Wahl von N, also auch von o= SN? und danach von J) können wir offen- 
2 


3 5 at : a 
bar jeden der beiden Summanden < Ber machen, so dass die gewünschte Un- 


gleichung 
A 


Ayes 
Be 40 


gilt, womit der Satz bewiesen ist. Wir werden ihn im Folgenden übrigens nur 
mit Q—4 verwenden. | 
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Da uns nun dieser Satz über die »Fastperiodizität» der Verschiebungsmenge 
E, zur Verfügung steht, können wir unserem Ziele, dem Beweis von Lemma II, 
direkt zusteuern. Da dieses Lemma, falls es für ein gewisses ¢ bewiesen ist, a 
fortiori für jedes grössere « gilt, dürfen wir offenbar beim Beweise annehmen, 
dass die gegebene Zahl e aus dem Lemma die Bedingung des Hilfssatzes 9 (mit 
Q=4) erfüllt, d. h. dass die Verschiebungsmenge FH, fast periodisch bis 


ae ; : % 
auf 2 ist. Ferner werden wir, nachdem von hier ab für alles folgende « fest- 


gelegt ist, unter e(<<«) und J, Zahlen o und J, im Sinne dieses Hilfssatzes, d. h. 
im Sinne der Fastperiodizität von Æ., verstehen, und mit z,, 7, 7,,... die der 
Menge E, angehörigen positiven (ganzen) Zahlen bezeichnen, wachsend geordnet. 

In Lemma II dreht es sich darum, die Gesamtheit aller reellen u mit Hilfe 
einer passend gewählten festen Anzahl N von Verschiebungszahlen 1,,...,ty zu 
»sieben». Wir stellen zunächst die Frage etwas anders, indem wir eine beliebige 
feste Zahl w und die Gesamtheit aller 7, betrachten und fragen, wie dieses u 
beschaffen sein muss, damit für jedes hinreichend grosse N, d. h. für 
N>N,=N,(u), mehr als ein Viertel der N Produkte 


HT, UTs,..., LIN 


; N TT : 
numerisch grösser als 6 (mod. 2x) sind. 


Um unsere Antwort (die eine einfache hinreichende Bedingung liefert) 


bequem formulieren zu können, sei die folgende Ausdrucksweise eingeführt: 
> 1 Ta, à Na À 
Falls eine Zahl x mod.2x numerisch = 6 ist, werden wir sagen, dass sie in der 
) 


»o-Schublade» gelegen ist (siehe Fig. 12); falls x dagegen mod. 2x numerisch 





Fig. 12. 


13— 2454. Acta mathematica. Imprimé le 3 juillet 1924. 
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ae ist, soll sie der »grossen x-Schublade» angehörig heissen, bzw. der »klei- 
) 


nen x-Schublade», falls « mod. 27 numerisch = ist. Es ist klar, dass eine 


Summe x, +% in die grosse x-Schublade fällt, wenn x, in der o-Schublade, x, 
in der kleinen x-Schublade liegt. Wir geben nunmehr die folgende Antwort auf 


die oben gestellte Frage: 


Hilfssatz 10. :Dafür, dass die reelle Zahl u so beschaffen ist, dass für jedes 
N>N,=N,(u) mehr als ein Viertel der N Produkte wt,, uT,,..., UTN numerisch 


grösser als = (mod. 22) sind (d. h. in die grosse x-Schublade fallen), ist hin- 
) 
reichend, dass u die folgende Eigenschaft besitzt: 


»Eigenschaft m.» Es soll in der Verschiebungsmenge E, (wo @ die obige Zahl 
<e ist) eine positive Zahl t derart existieren, dass das Produkt ut in der kleinen 
z-Schublade liegt. 


Mit anderen Worten: falls es nur eine »feine» Verschiebungszahl ¢ gibt, 
für die das Produkt-ut in die kleine z-Schublade fällt, so wird es sehr viele von 
den »groben» Verschiebungszahlen + geben, für welche ur in die grosse x- 
Schublade fällt. 


Beweis. Der Beweis basiert darauf, dass die Verschiebung um ¢ einerseits 
die Menge der r fast ganz in sich überführt, während sie andererseits ein Pro- 
dukt ut aus der o-Schublade in ein Produkt u(r+t) der (komplementären) 
orossen 7r-Schublade verwandelt. 

Es sei also u eine Zahl mit der Eigenschaft a, und ¢ eine positive Zahl 
in E,, für welche ut in der kleinen rc-Schublade liegt. Wir wählen N, derart, dass 


N,>4t und Ned 


ist, wo J, die obige (von u unabhängige) Zahl bedeutet, und behaupten, dass 
dieses N, unsere Forderung erfüllt. Es sei also N>N,, und es bezeichne A die 
Anzahl derjenigen der N Zahlen z,, z,,...,cy, deren Produkte mit dem Faktor u 
in die grosse x-Schublade fallen, dagegen B=N—A die Anzahl der übrigen 
dieser N Zahlen, deren Produkte mit u also in die o-Schublade fallen. Wir 
haben zu beweisen, dass 


Ar Son 
4 
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ist. Es bezeichne hierzu 6, die Anzahl derjenigen unter den obigen B Zahlen, 
welche im Intervalle o<x=Sry—t liegen (wo ty—t wegen ty = N positiv ist); 
dann ist b,2B—t, weil ja das Intervall ty—t<awSXty überhaupt nur t 
ganze Zahlen enthält; also ist (wegen N>N,>4t) 


B2=B—1>B-. 


Es sei nun z irgend eine dieser BD, Zahlen; wir verschieben sie um t, d.h. 
wir bilden die Zahl z7+t. Diese Zahl z+t wird dann im Intervalle 
o<xz=ry liegen, und ihr Produkt mit u wird in die grosse x- Schublade 
fallen (weil ja wz in der o-Schublade und wt in der kleinen x-Schublade liegt), 
woraus folgt, dass r+t gewiss eine der obigen A Zahlen sein wird, falls 
sie überhaupt zur Menge FE, gehört. Nun wissen wir aber nach dem Hilfs- 


satze 9, wegen ty2 N>N,>I,, dass von den sämtlichen N Zahlen z,, 7,,..., TN 
å I : - 
(und also um so mehr von den B, Zahlen) weniger als = N bei der Verschiebung 


um t nicht wieder in Zahlen der Menge LF, übergehen, und erhalten somit 


EES RARE hey eae 
4 2 


| N 
Hiermit ist aber der Satz bewiesen; denn aus A>B— = und A+B=N folgt 
ja, dass A> 4 ist. 


Wir werden nunmehr untersuchen, wie sich die Zahlen, welche die Eigen- 
schaft a besitzen, auf die u-Achse verteilen. Hierzu beweisen wir zunächst den 
folgenden Satz, der besagt, dass die Menge dieser Zahlen eine offene Punkt- 
menge ist, und überdies eine wichtige Gleichmissigkeitseigenschaft be- 
hauptet: 


Hilfssatz 11: Falls die Zahl u, die Eigenschaft x besitzt, können wir ein so 
kleines Intervall i, um [ty legen, dass 

1) jede Zahl u in diesem Intervalle i, ebenfalls die Eigenschaft x besitzt 
und somit für jedes hinreichend grosse N mehr als ein Viertel der N Produkte 


; 5 TT 3 à 
UTi,...,uTN numerisch grösser als 6 mod. 27 sind, und dass 
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2) in der letzten Aussage die Worte »für jedes hinreichend grosse N» gleich- 
mässig in u gelten, d. h. dass ein von u unabhängiges Ny=No (à) derart existiert, 


dass es für jedes u im Intervalle à, genügt, N>N, zu wählen. 


Beweis: Dass u, die Eigenschaft a besitzt, bedeutet, dass wir in Æ, ein 
positives {, etwa t=t,, so finden können, dass mf) in der kleinen x-Schublade 
liegt. Nachdem t, festgelegt ist, wählen wir das Intervall +, so klein, dass 
für jedes u in diesem Intervalle das Produkt ud, ebenso wie wi, in 
der kleinen z-Schublade liegt, was offenbar aus Stetigkeitsgründen möglich 
ist, weil die kleine x-Schublade ein offenes Intervall ist. Dieses Intervall 2, wird 
alsdann den Bedingungen des Satzes genügen; denn 1) besitzt jede Zahl w in 2, 
die Eigenschaft x, da ja ihr Produkt mit einer passend gewählten positiven 
Zahl ¢ der Menge E,, nämlich mit der Zahl t=t,, in die kleine x-Schublade 
fällt, und 2) gibt es ein von w unabhängiges N, derart, dass für jedes u in 


2, und jedes N> N, mehr als ein Viertel der N Zahlen ur,,..., #7 numerisch 
grösser als à (mod. 27) ist; in der Tat wurde die Zahl N, im Beweise des obigen 


Hilfssatzes 10, ausser der von u unabhängigen Bedingung N,> J), nur der ein- 
zigen Bedingung N,>4t unterworfen, und wir haben ja hier für alle « in 2 


dasselbe ¢, nämlich t=t,, verwenden können. 


Wir betrachten danach die »unangenehmen» u, d. h. die Zahlen u, welche 
nicht die Eigenschaft a besitzen.‘ Wir beweisen den folgenden Satz, womit 


wir uns dem Lemma II sehr nähern: 


Hilfssatz 12. Die Menge der Zahlen u, welche nicht die Eigenschaft x be- 
sitzen, hat keine Häufungspunkte, und es liegt somit in jedem endlichen Intervall nur 


eine endliche Anzahl von solchen Punkten. 


Beweis. Es sei u, eine ganz beliebige reelle Zahl; wir sollen zeigen, dass 
sie nicht Häufungspunkt von Zahlen w ist, welche nicht die Eigenschaft a be- 


sitzen, d.h. dass wir um den Punkt u, ein kleines Intervall (u, —h,, u, + h,) derart 








" Es sei bemerkt, dass diese Menge gewiss alle Multipla von 2x enthält und also nicht leer 
ist; in der Tat wird, falls u=2nn ist, für jede Zahl ¢ der Menge Hp gelten — da t ja ganz- 
zahlig ist — dass das Produkt ut kongruent 0 mod.2x ist, so dass also keine Zahl ¢ in Ho 
existiert, für welche wt in die kleine x-Schublade fällt. Dass die Multipla von 2x diese besondere 
Rolle spielen, liegt übrigens nur daran, dass wir, aus Bequemlichkeitsgründen, eben mit den ganz- 
zahligen Verschiebungszahlen operiert haben. 
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legen können, dass sämtliche Zahlen # + u, innerhalb dieses Intervalles die Eigen- 
schaft a besitzen. Falls u, selbst die Eigenschaft x besitzt, haben wir dies schon 
in dem Hilfssatze 11 bewiesen; wir dürfen daher (was übrigens keine Hilfe beim 
Beweise ist) annehmen, dass wu, selbst nicht die Eigenschaft a besitzt, also dass 
es keine positive Zahl ¢ in %, gibt, für welche u,t in der kleinen x-Schublade 
liegt. Dagegen gibt es gewiss Zahlen tin E,, für die «,t in die o-Schub- 
lade fällt, und zwar »ziemlich viele»; wir werden nämlich zeigen, dass 
es eine Länge Z’=L/’(u,) derart gibt, dass jedes Intervall dieser Länge L 
mindestens ein solches ¢ der Menge Æ, enthält. In der Tat: 

1) Falls u,=o ist, ist dies sofort klar, weil hier für alle t in E, das Pro. 
dukt u, gleich o ist und also in die o-Schublade fällt, so dass wir daher als L’ 
einfach eine Länge L(o) im Sinne des Hilfssatzes 7 verwenden können, d. h. 
eine Länge L mit der Eigenschaft, dass jedes Intervall dieser Länge mindestens 
eine Zahl der Menge Æ, enthält. 

2) Falls u, +0, lautet die Behauptung: Es gibt eine Länge L’ derart, dass 
jedes Intervall dieser Länge eine Zahl { der Menge E, (also eine zu @ gehörige 
ganzzahlige Verschiebungszahl ¢) enthält, für welche das Produkt u,t von 


2 : : TT 
einem ganzen Multiplum von 27 um weniger als 7 abweicht, d. h. deren Ab- 


7 


s à 27 : : à : 
stand von einem ganzen Multiplum von y= kleiner als = 2 ist. Die Exi- 


TT 
Hi 6 [ui 
stenz einer solchen Länge L’ haben wir aber, eben mit Hinblick auf diesen Be- 
weis, in dem Hilfssatze 8 nachgewiesen. 
Nachdem die Existenz dieser Länge L’ festgestellt ist, können wir nun leicht 
den Beweis des Hilfssatzes 12 zu Ende führen. In der Tat können wir zeigen, 
dass die Zahl 


TT 


h, == DTA 


von der erwünschten Art ist, dass also jede Zahl u=u,+h mit o<|h|<h, die 
Eigenschaft a besitzt, d. h. dass es zu jeder solchen Zahl a=u,+h eine 
positive Zahl ¢ in E, gibt, für welche das Produkt ut in der kleinen 
rr-Schublade liegt. Zu diesem Zwecke markieren wir in jedem der Intervalle 
(0, L’), (L’,2L’),...,((n—1)L’, nL’),..., eine Zahl ¢.der Menge E, mit der vorher 
erwähnten Eigenschaft, d. h. eine solche Zahl ¢, für welche das Produkt u,t in 


die o-Schublade fällt, und bezeichnen diese ¢ mit 


LA „ 
He iki, Best TAS 
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ich behaupte, dass es unter diesen Zahlen eine gibt, deren Multiplum mit 
u=u,+h in der kleinen x-Schublade liegt. Hierzu brauchen wir nur zu be- 


denken, dass wegen der Ungleichung 
rte) EST; 


die Folge ht’, ht”,...,ht™,... monoton ist und der Ungleichung 
oc || Slt n—tMh| <a2l'l|h| <x 


geniigt; denn hieraus folgt sofort die Existenz eines ¢™, für welches ht") (mod. 2x) 


==) liegt, und für dieses £® wird ja (u,+h)(M™=p,t™ +ht™ 





im Intervalle (= ) 





in die kleine x-Schublade («. >“) fallen, weil u,2” in der o-Schublade 





| we A gelegen ist. 


Nunmehr sind wir im Stande das Lemma II, und damit den Fundamental- 


satz, zu beweisen. 


Beweis von Lemma II. Es sei also ausser unserem 8 > 0 eine Zahl 2>o 
beliebig gegen. Wir markieren diejenigen Zahlen u des abgeschlossenen Inter- 
valles — Q<u< M, welche nicht die Eigenschaft a besitzen. Von solchen 
Zahlen u gibt es, nach dem Hilfssatze 12, höchstens eine endliche Anzahl; wir 
bezeichnen sie mit P,, P,,..., Py und behaupten, dass diese Zahlen P, die 
Forderung des Lemma erfüllen. In der Tat werden wir zeigen, dass sich, falls 
w beliebig klein gewählt ist, die Zahl N = N (w) so gross bestimmen lässt, dass, 
wenn wir die N ersten positiven ganzzahligen Verschiebungszahlen Tj, t,..., Ty 
der Menge FH, betrachten, für jedes u, welches innerhalb des Intervalles 
(—2, 2) aber ausserhalb der M Intervalle (P,—w, Pm + w) liegt, mehr als ein 
Viertel der N Produkte 


BAG Tan DEN 


numerisch grösser als A (mod. 2x) sind. 


Zu diesem Zwecke bestimmen wir, nach dem Hilfssatze 11, zu jeder 
Zahl u im abgeschlossenen Intervalle — 2 <u<Q, welche nicht eine der 
obigen M Zahlen P, ist, d. h. welche die Eigenschaft x besitzt, ein kleines In- 


tervall 2(u) um den Punkt u herum und eine zugehörige ganze Zahl N, derart, 
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dass für jedes N > N, mehr als ein Viertel der Produkte der N Zahlen z7,,7;,..., TN 


mit einer beliebigen Zahl des Intervalles z(u) numerisch > r (mod. 2x) sind. Dann 


»gehort» zu jedem Punkte u des abgeschlossenen Intervalles —Q=u= A 
ein gewisses Intervall um den Punkt herum, nämlich, falls « eine der M Zahlen 
Pm ist, das Intervall (Pa —w, Pmn+w), und falls u+P,, P,,..., Py ist, das Inter- 
vall ö(u). Folglich gibt es nach dem Hreinr-Borer'schen Überdeckungssatz 
unter diesen Intervallen eine endliche Anzahl, welche schon für sich das ganze 
Intervall —QSu=2 überdecken. Von diesen letzten Intervallen lassen wir 
nun die (etwaigen) Intervalle (P„—o, Pn+®) weg; dann bleibt eine endliche 
Anzahl von Intervallen der Art 7(u) zurück, etwa 


? (4), Ü (us), a alist 5 t (ur), 


welche gewiss alle Punkte u, welche innerhalb des Intervalles (—2, 2) 
aber ausserhalb der M Intervalle (Pn—o, Pm+0) liegen, überdecken. Zu 
jedem dieser R Intervalle gehört aber ein Zahl N,, etwa N,,N,,...,N\®, und 
es ist klar, dass eine Zahl N, welche grösser als diese R Zahlen ist, unserer 


Forderung genügt. 





KAPITEL III. 


Fourierreihen mit linear unabhängiger Exponentenfolge. 


Es sei f(x) eine fast periodische Funktion, deren Fourierreihe ZA,e”n? 
unendlich viele Glieder enthält. Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis 
des folgenden Satzes: 


Konvergenzsatz. Falls die Fourierexponenten A, der Funktion f(x)» & Ane'!n* 
linear unabhängig sind, d. h. falls bei keinem N eine Relation der Form 


Gedo CsA3+ ar a Cy Ay=0 


mit rationalen nicht sämtlich verschwindenden Zahlen .C, Os, ..., Cn besteht, wird 
nicht nur die Reihe S| An|?, sondern auch die Reihe Z| An| selbst konvergieren. 


Hieraus folgt sofort das 
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Corollar. Für jede fast periodische Funktion f(x) © I A,e'/n® mit linear un- 
abhängiger Exponentenfolge ist die Fourierreihe 3 Ane'!n“ im gewöhnlichen Sinne 
konvergent, und zwar gleichmässig für -a <x<w», mit der Summe f(x). 

Denn die gleichmässige Konvergenz der Fourierreihe für —% <r<x» 
folet sofort aus der Konvergenz der Majorantenreihe Y| A„|, und aus der gleich- 
mässigen Konvergenz von X Ane'in® folgt weiter (nach dem Corollar des Ein- 
deutigkeitssatzes), dass die Summe der Reihe mit der gegebenen Funktion f(x) 


übereinstimmt. 


Der Beweis verläuft so, dass man aus der mittleren Konvergenz der 


Fourierreihe X A, e4n*, also aus der Limeseleichune 
’ > > 


N— ow 


N 
(24) lim M { LA, Es ei Anz? } =0 
d 


auf die gewöhnliche Konvergenz, ja sogar auf absolute Konvergenz, schliesst. 
Der Grund für die Möglichkeit eines solchen Schlusses besteht darin, dass aus der Di- 


N 
vergenz von D |An| folgen würde, dass bei grossem N der Abschnitt >) An e’4n“ 
1 


nicht nur in gewissen Punkten der x-Achse numerisch sehr gross sein würde, 
sondern dass diese Punkte sogar Intervalle ausfüllen würden, deren relative Länge 
(im Vergleich zur ganzen x-Achse) für N— nicht unendlich klein wäre; dies 
ist aber mit der Limesgleichung (24) nicht verträglich.! 


Wir teilen den Beweis in drei Paragraphen ein. 


S 10. 


Hilfssätze aus der Theorie der diophantischen Approximationen. 


Neben dem Fundamentalsatz aus Kapitel II ist das wesentlichste Hilfs- 


mittel beim Beweise des Konvergenzsatzes der berühmte Approximationssatz: 








' Dieses Benehmen im Spezialfalle der linearen Unabhängigkeit der Exponenten steht in 
interessantem Gegensatz zu dem Verhalten in dem entgegengesetzten Sonderfalle, wo die Exponenten 
eine einfache arithmetische Progression bilden und also ‘besonders stark linear verknüpft sind. In der 
Tat kann man hier nicht, wie aus der Theorie der gewöhnlichen Fourierreihen bekannt ist, aus 

N 
der Divergenz der Reihe > ee schliessen, dass die Abschnitte Di a, eink beliebig grosse Werte 
ZN 
annehmen; und selbst wenn dies eintritt, lässt sich daraus nicht folgern, dass die relative Länge 
der entsprechenden Intervalle der x-Achse für N— ober einer festen positiven Schranke bleibt. 
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Kronecker’scher Satz. Es seven À,,..., An linear unabhängige reelle Zahlen, 
und u,,...,un beliebige reelle Zahlen: Dann gibt es zu jedem & > 0 ein reelles 
x und dazu gehörige ganze Zahlen g,,...,9N, so dass die N Ungleichungen 


| [rån un—gn| ee: (n a ae N) 
sämtlich erfüllt sind. 


Geometrisch sagt dieser Satz aus, dass im Hinheitswiirfel o S y, <1 
(n=1,...,N) des N-dimensionalen Raumes die Punkte Q,, die aus den Punkten 


der Geraden 


=A, N= Ly, ..., Ny=LAy (— 90 <r<o) 
durch Reduktion der Koordinaten modulo I entstehen, überall dicht liegen. 

Um im folgenden eine den Rand des Einheitswürfels betreffende, im Wesen 
der Sache nicht liegende Schwierigkeit zu vermeiden, ziehen wir vor, mit WEYL, 
statt von dem gewöhnlichen N-dimensionalen euclidischen Raum Ex, lieber von 
dem »geschlossenen» N-dimensionalen euclidischen Raum Gy (der mit 
einem N-dimensionalen Torus homöomorph ist) zu sprechen, welcher aus Ex ent- 
steht, wenn jedes System von unter einander modulo 1 kongruenten Punkten 
(n1,..., Mn) als ein einziger »Punkt» aufgefasst wird, wenn also zwei Werte- 
systeme (7,,..., Ny) und (N,,...,ny), für welche „,=n, (mod. 1) sind, identifi- 
ziert werden; dieser Raum (Gry heisst »euclidisch», weil zu jedem Punkt desselben 
eine Umgebung gehört, wo die euclidische Geometrie giiltig ist. 

Wir brauchen den Kronecker’schen Satz — dass die Punkte der obigen Ge- 
raden im geschlossenen Raum Gy überall dicht liegen — in einer von WEYL 
verschärften Form, wo er besagt, dass diese Punkte sogar überall gleich dicht 
liegen." Für die spätere Anwendung wird es bequem sein, diesen verschärften Satz 
so zu formulieren, dass die betrachtete Gerade des N-dimensionalen Raumes 
nicht eben durch den Anfangspunkt (0, 0,..., 0), sondern durch einen beliebig 


gegebenen Punkt (9,, 6,,..., 0x) des Raumes gezogen wird. 


Kronecker-Weyl’scher Satz. Es seien A,,..., An linear unabhängige, und 6,,..., On 
beliebige reelle Zahlen. Es sei ferner im geschlossenen Raum Gy ein parallel den 
Achsen orientiertes Parallelepiped P mit den Seitenlängen d„<ı und dem Raum- 





! H. WEYT, .Über die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math. Ann. Bd. 77, (1916), 
S. 313—352. 


14— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 juillet 1924. 
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inhalt I=d,d,-:: dn beliebig gegeben, und es bedeute Q= Q(P, T) die Menge 
aller Werte x im Intervalle — T<x<T, für die der durch die Koordinaten 
(0,+2/,,...,$v+axdy) bestimmte Punkt dem Parallelepiped P angehört. Dann 
besteht bei jedem T>o die Menge 2 aus den Punkten einer endlichen Anzahl 
von Intervallen, und es gilt, wenn L(T) die Summe der Längen dieser Intervalle 


bezeichnet, die Limesgleichung 


Mit anderen Worten: es ist die relative Länge der Intervalle der x-Achse, 
für welche der Punkt @:: (6,+@4,,...,9v+xvAy) dem Parallelepiped P ange- 
hört, gleich dem Inhalte / des Parallelepipedes, d. h. gleich der apriorischen 
Wahrscheinlichkeit, dass ein willkürlich gewählter Punkt (7,,..., nv) in das 
Parallelepiped hineinfällt. 

Was den Beweis dieser Verschärfung des KRONECKER' schen Satzes anbe- 
langt, sei bemerkt, dass die darin behauptete gleichmässig dichte Verteilung, 
wie vom Verfasser gezeigt!, direkt aus dem Überalldichtliegen gefolgert werden 
kann. Es muss aber gleich hinzugefügt werden, dass sich bei vielen anderen 
Problemen über gleichmissige Verteilung die ursprüngliche Weyr'sche Beweis- 


methode als die »einzig richtige» erwiesen hat. 


Set} 


Ein Hilfssatz über geometrische Wahrscheinlichkeit. 


Bevor wir den vorhergehenden Satz über diophantische Approximationen 
auf unser Problem anwenden können, müssen wir zunächst den folgenden 


Hilfssatz beweisen. 


Hilfssatz. Es ser D ra eine divergente Reihe mit positiven Gliedern und 
1 


die Zahl K>o beliebig gegeben. Dann gibt es eine positive Zahl w und eine 
positive ganze Zahl N, mit den folgenden Eigenschaften: Dei jedem N > N, lässt 
sich im geschlossenen euclidischen Raume Gy eine endliche Anzahl v=v(N) von 





' Vergl. H. BoHR und R. COURANT, Neue Anwendungen der Theorie der diophantischen 
Approximationen auf die Riemannsche Zetafunktion, Crelles Journal, Bd. 144, (1914), S. 249—274. 


Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. LOT : 


nicht über einander greifenden, parallel den Achsen orientierten Parallelepipeden 
Ptr. ++, Po (mit Seitenlängen < 1) so finden, dass ihr Gesamtinhalt > w ist, und 
für jeden Punkt (m, ns, ..., NN) eines dieser Parallelepipede die Ungleichung 


(25) > 


N 
> rn e? inn 
1 








besteht. Mit anderen Worten: es ist bei jedem N > N, die Wahrscheinlich- 
keit, dass der absolute Wert der Summe 


N 
Dir Nos oa RNs 2 ei d 
1 


die Zahl K übersteigt, grösser als w. 


Beweis. Es werde die ganze Zahl N, so gewählt, dass 


No 
>: Yn> K+0 


n=1 


ist, wo 0 eine beliebige positive Zahl, etwa I, bedeutet, und es sei dann, was 


offenbar aus Stetigkeitsgründen möglich ist, im N,-dimensionalen Raum Gy, ein 


kleiner, parallel den Achsen orientierter Würfel q’ um den Punkt (0,..., 0) so 
bestimmt, dass für jeden Punkt (n,,...,nx,) dieses Würfels die Ungleichung 
N, 
NR (2 er) > K +0 
n=1 


besteht. Es bezeichne z,(< 1) den Rauminhalt dieses Würfels q’; ich behaupte, 
dass die obige Zahl N, und die Zahl 


den Forderungen des Satzes genügen. 

Es sei also N eine feste ganze Zahl > Ny. Wir betrachten zunächst einen 
"beliebigen Punkt (n,,..., nn, Nn+1,..., 9x) des Raumes Gy, für welchen die N, 
ersten Koordinaten (n,,...,nv,) einen Punkt des Raumes Gy, bestimmen, 


welcher im obigen Würfel g’ gelegen ist. Dann gilt die Ungleichung 
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| N N, N 
A in tint! > R D Vn e2zinn) — R à In e2timn| + R >, In errinn 
1 1 


No+1 


N 
> KifsocHen >, ner Ein 


No+1 
woraus sofort hervorgeht, dass die gewünschte Ungleichung 


N 


(25) De renin >> id 
1 


gewiss besteht, falls die (N—N,) letzten Koordinaten (x,+41,.:., mx) so gewählt 


werden, dass sie die Ungleichung 
N 

(26) h x mem > — 0 
+1 


befriedigen.' Es ist daher unser Hilfssatz bewiesen, falls es gelingt die Existenz 
einer endlichen Anzahl »=»(N) von nicht über einander greifenden, 
parallel den Achsen orientierten Wiirfeln qg,,..., q@ des (N— N,)-dimen- 


5 : - 2 I 
sionalen Raumes Gy—y, mit einem Gesamtinhalt as derart nachzu- 


weisen, dass für jeden Punkt (7y,41,..., nn) eines dieser Würfel die obige 
Ungleichung (26) besteht; denn die » Parallelepipede p,,...,p» des N-dimen- 
sionalen Raumes Gy, welche dadurch bestimmt werden, dass jedes von ihnen bei 
Projektion auf den Raum Gy, den Würfel q’ ergibt, während ihre Projek- 





' Es mag zur Erläuterung bemerkt sein, dass es bei der folgenden Abschätzung der Wahr- 


N No 
scheinlichkeit dafür, dass der Rest > den Anfang >) nicht herunterdrückt, also dass etwa 
No+1 1 
N N 


h >; r„e?”im | >0 ist, durchaus wesentlich ist, dass man die ganze Vektorsumme À 1p C27 Mm 
Not1 No+1 

zusammenhält und nicht etwa so grob verfährt sie in ihre einzelnen Glieder aufzulösen und zu 

verlangen, dass jedes Glied für sich einen positiven Realteil haben solle. Denn hierbei würde bei 


1 
Vergrösserung von N um eine Einheit offenbar jedesmal ein neuer Faktor 2 hinzukommen — ent- 


sprechend der Wahrscheinlichkeit, dass der neue Vektor gerade in die positive Halbebene zeigt — 
und man bekäme also nicht für N—® eine feste positive untere Schranke für die gesuchte Ge- 
samtwahrscheinlichkeit. 
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tionen auf den komplementären Raum Gy_y, je auf einen der v Würfel g/,..., q, 


fallen, werden ja alsdann von der im Satze erwünschten Art sein, d. h. ihr 
Gesamtinhalt ist > 2, - 5 = und in jedem Punkt (7,,..., ny) eines dieser Paral- 
lelepipede gilt die Ungleichung (25). 

Um die Existenz solcher Würfel qg;,...,q, des (N — N,)-dimensionalen 


Raumes Gy—y, zu beweisen, betrachten wir zunächst die Menge E der sämt- 
lichen Punkte (7y,41,..., nv) des Raumes Gx_x,, für welche die Ungleichung (26) 
besteht. Es ist diese Menge E offenbar (aus Stetigkeitsgriinden) eine offene 
Menge, d. h. falls Q ein Punkt der Menge ist, wird eine gewisse Umgebung 
von (@ ebenfalls der Menge angehören, und es ist daher die Menge E im Lebes- 
guesschen Sinne messbar, etwa mit dem Masse J. Um unsere Behauptung, 


dass die Menge E eine endliche Anzahl von nicht übereinander greifenden, parallel 

den Achsen orientierten Würfeln mit einem Gesamtinhalt > - enthält, zu be- 
3 

gründen, genügt es daher nachzuweisen, dass das Mass I’ der Menge FE grös- 


Er . - 5 £ 
ser als = ist; denn aus jeder offenen Punktmenge mit einem Mass > ec, lässt 
3 


sich bekanntlich eine endliche Anzahl von Würfeln herausgreifen, deren Gesamt- 
inhalt ebenfalls > e ist. 


Es ist hiermit der Beweis auf die Ungleichung 1 SER zurückgeführt; wir 


werden übrigens zeigen, dass 


ist. Zu diesem Zwecke betrachten wir gleichzeitig mit unserer Menge Æ, welche 


aus allen Punkten (yy,+1,...,7v) des Raumes @x-x, besteht, für welche die 


Ungleichung 
N 
(26) N > mern > — 0 
No+1 
gilt, die Punktmenge E*, welche aus denjenigen Punkten (ny,41,..., 7x) des 


Raumes Gy—y, besteht, welche die Ungleichung 


N 
(26*) NR Di een) < 0 


No+1 
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befriedigt. Es ist klar, dass die beiden Mengen E und E£* mit einander 
kongruent sind und daher dasselbe Mass besitzen; denn falls der Punkt 


Q:(nnx1,...,n) einer dieser beiden Mengen angehört, wird der Punkt 
Qi: (uses är > Da IN: 2), welcher aus @ entsteht, wenn alle Koordinaten um 


I we À ne 
- geändert werden, offenbar der anderen Menge angehören, so dass die eine Menge 
2 


aus der anderen durch eine einfache »Parallelverschiebung» hervorgeht. Nun 
erfüllt aber jeder Punkt (nn.+1,...,nn) des Raumes mindestens eine der Un- 
gleichungen (26) und (26*), d. h. die Vereinigungsmenge der beiden Punktmengen 
E und E* gibt uns den ganzen Raum Gy_y,. Hieraus folgt aber sofort, da E 


und E* beide das Mass I haben und der ganze geschlossene Raum Gy—y, vom 


R é I 
Masse I ist, dass 21 Zz I sein muss, d. h. dass I= — ist. 
2 


§ 12. 


Beweis des Konvergenzsatzes. 


(ee) 
Es sei f(x) © > Ane'4n® eine fast periodische Funktion mit linear unab- 
1 


hängiger Exponentenfolge; wir haben die Konvergenz der Reihe S| A,| zu be- 
weisen. Wir führen den Beweis indirekt und nehmen also an, dass >| An| 


divergiert. Es sei 
Ay in ern (ra > 0) und eis == 2 Ulm 


gesetzt; wir betrachten gleichzeitig mit der Fourierreihe 


oo Le) 
(27) > An en t— > rn Or (On tån) 
1 1 


die Reihe 
ao 

(2 8) | > In erim, 
1 


WO 1, os... Mn»... von einander unabhängige Variable bedeuten. Wir 


setzen nunmehr K=G+1, wo G wie immer die obere Grenze von |f(x)| be- 
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zeichnet, und wenden den Hilfssatz des § 11 auf die divergente Reihe mit posi- 

tiven Gliedern 7, und die Zahl K > ı an. Der Hilfssatz ergibt uns alsdann 

die Existenz einer positiven Grösse # und einer positiven ganzen Zahl N, der- 

art, dass für jedes feste N> N, die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der 
x 

Abschnitt D rne? mn der Reihe (28) numerisch grösser als K ist, grösser als w 
1 

ausfällt. Hieraus folgt aber weiter nach dem Kronecxer-Weyz schen Satze, 

dass für jedes N > N, die relative Länge der Intervalle der x-Achse, für welche 

N 


der Abschnitt D, ne ent ane) der Fourierreihe (27) numerisch grösser als K 
1 


ist, ebenfalls grösser als w sein wird. Nun gilt aber in jedem Punkte x, in 


welchem 





N 

D. as ie 
1 

ist, die Ungleichung 

N 


>! ae | — I) | > K—G— Is 


1 


= 


N 
file) > Anen® 
1 











und es wäre somit für jedes N > Ny 


T 
2 2 
I 
= lim Se 
| T—» 2 u 
—T 


Dies verträgt sich aber nicht mit dem Fundamentalsatz, nach welchem für 


en 
Hiermit ist der Konvergenzsatz bewiesen. 

Wir bemerkön schliesslich noch, dass sich durch Kombination des Konver- 
genzsatzes mit dem Satze XII des § 3 das folgende Resultat ergibt: Hs sez 
Ay, As, ... eine beliebig gegebene Folge von linear unabhängigen Zahlen, dann ist 
dafür, dass eine Reihe X Ane4n® als Fourierreihe zu einer fast periodischen Funk- 
tion gehört, notwendig und hinreichend, dass 2| A| konvergiert. Denn einerseits 


9 


N 2 
f(a) — > AneAn | dx > w. 
1 


N 


PAP > Ane'tn? 











| 


No 








% 
a | f (a) — 2 AneiAnz 
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wird, falls 8] A„| konvergiert, (nach dem Satze XII) die Reihe ZA, e4n* gewiss 
eine Fourierreihe sein, nämlich die Fourierreihe der Summe /(7)= A, en; und 
andererseits ist, falls SA, en? die Fourierreihe einer fast periodischen Funktion 
bildet, (nach dem Konvergenzsatz) die Reihe =| A,| konvergent. 

Diese Tatsache zeigt besonders deutlich, wie gross der Unterschied ist 
zwischen Fourierreihen mit linear unabhängigen Exponenten und den gewöhn- 
lichen Fourierreihen rein periodischer Funktionen, wo die Exponenten eine arith- 
metische Progression bilden. Denn es scheint bekanntlich nicht möglich zu sein, 
einfache notwendige und hinreichende Bedingungen aufzustellen, welche eine 
Zahlenfolge {a,} erfüllen muss, um die Folge der Fourierkonstanten einer rein 


periodischen stetigen Funktion zu sein. 





ZUSÄTZE. 


1. Zur Definition der Fastperiodizität. 


Die Definition, durch welche wir aus der Gesamtheit aller (für — oo <x< @ 
stetigen) Funktionen die Klasse unserer »fast periodischen» Funktionen heraus- 
gehoben haben, war die folgende: Zu jedem e>o soll es eine Länge I=I(e) derart 
geben, dass jedes Intervall dieser Länge mindestens eine zu e gehörige Verschiebungs- 
zahl der Funktion f(x) enthält. Es erhebt sich von selbst die Frage, ob man 
nicht vielleicht — unter Beibehaltung des Gedankens, die Existenz von »Ver- 
schiebungszahlen» zu fordern — andere und noch einfachere Definitionen hätte 
aufstellen 'können, die ebenfalls zu wichtigen und abgerundeten Klassen von 
Funktionen hätten führen können, welche auch als natürliche Verallgemeinerung 
der Klasse der rein periodischen Funktionen anzusehen wären. In diesem Zu- 
satze sollen einige Bemerkungen zu dieser Frage gemacht werden, welche zeigen, 
dass die bei einem ersten Versuche etwa am naheliegendsten erscheinenden 
Definitionen nicht zu diesem Ziele führen. 


I. Zunächst könnte man, um zu einer Veralleemeinerung der rein perio- 
dischen Funktionen zu kommen, von den zu betrachtenden Funktionen (die immer 
stetig gedacht sind) nur verlangen, dass es überhaupt zu jedem &>o eine von Null 
verschiedene Verschiebungszahl v(e) geben soll. Dass aber hierdurch keine Klasse 
von Funktionen abgegrenzt wird, welche auch nur irgend etwas Charakteristisches 
von den Eigenschaften rein periodischer Funktionen beibehalten haben, geht z. B. 
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daraus hervor, dass schon jede Funktion, die nur gleichmässig stetig ist, 
zu dieser Klasse gehört; in der Tat lässt sich ja zu jeder solehen Funktion f(x), 
falls &e>o beliebig gegeben wird, ein d so klein bestimmen, dass für alle x die 
Ungleichung | f(x +6)—/ (x) |<s besteht. 


I. Es ist nach der obigen Bemerkung klar, dass man, um wirklich 
periodenartige Eigenschaften zu erhalten, dafür sorgen muss, dass zu jedem e>o 
Verschiebungszahlen z=r(e) existieren, die nicht mit ¢ gegen Null konvergieren. 
Es wäre demnach natürlich die folgende Definition aufzustellen: Zu unserer 
Funktionenklasse sollen diejenigen Funktionen f(x) gerechnet werden — wir wollen 
sie zur Abkürzung »perzodenartig» nennen — für welche es eine absolute Konstante 
c>o derart gibt, dass bei jedem e>o eine Verschiebungszahl ı—=r(e) existiert, die 
>e st. Es sei sogleich die Bemerkung hinzugefügt, dass diese Definition von 
dem besonderen Werte von c unabhängig ist, weil die aufgestellte Forderung 
tatsächlich damit aequivalent ist, zu verlangen, dass es zu jedem ¢ unendlich 


viele Verschiebungszahlen z(e) gibt und unter ihnen beliebig grosse. Falls 


nämlich 7 beliebig gross gegeben wird und 7,>c eine zu + gehörige Verschie- 


bungszahl ist, wo die ganze Zahl N so gross gewählt ist, dass Nce>T ausfällt, 
wird die Zahl = Nr, offenbar eine zu e gehörige Verschiebungszahl sein, welche 
el sist,. 

Das Ziel dieses Zusatzes ist nun vor allem der Nachweis, dass auch diese 
Definition — im Gegensatz zu unserer Definition der fast periodischen Funk- 
tionen, wo ja »etwas» mehr verlangt wurde — nicht zu einer abgerundeten 
Klasse von Funktionen führt. In der Tat werden wir den folgenden, auch an 
sich ganz interessanten Satz beweisen: | 

Es braucht die Summe zweier periodenartiger Funktionen nicht wieder perioden- 
artig zu sein. 

Wir werden zunächst ein charakteristisches Beispiel einer periodenartigen 
(übrigens beschränkten und gleichmässig stetigen) Funktion konstruieren ', aus dem 


wir dann den obigen Satz unmittelbar werden ableiten können. 


Beispiel einer periodenartigen Funktion. Wir bemerken zunächst, 
dass es, um die »Periodenartiekeit» einer Funktion zu erkennen, offenbar genügt, 


an Stelle aller &>o, nur eine Folge von gegen Null abnehmenden Zahlen e, etwa 





! Nur aus Bequemlichkeitsgründen werden wir'sie aus geradlinigen Stücken aufbauen; dass 
hierdurch ihre Ableitung unstetig wird, ist völlig belanglos. 


15— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 juillet 1924. 
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À rar I d paid) 7 
die Folge =» => ---» => :::> ins Auge zu fassen; so werden wir in unserem Bei- 
n 


spiel die Periodenartigkeit der angegebenen Funktion f(x) dadurch nachweisen, 


dass wir eine Reihe von wachsenden positiven Zahlen ,<r,<::- <m<::: derart 
angeben, dass 7, eine zu - gehörige Verschiebungszahl ist, d. h. dass bei jedem 


n=2,3,... die Ungleichung 
I 


(29) A2 rake NS 


n 
fär alle x besteht. 
Wir gehen nun schrittweise vor. 
1ter Schritt. Zunächst bilden wir eine Funktion /,(z), die überall gleich 


o ist, ausser in einem endlichen Intervalle, etwa die Funktion 


el für —ISeSI 
A) 
| 0 für |x2|>1 
(siehe Fig. 13 a, S. 115, wo der besseren Übersichtlichkeit halber der Masstab der 
Ordinate vergrössert wurde). 
2** Schritt. Die zweite Funktion f,(x) wird durch die Gleichung 


ke: Alet alt Ae)+ > Algom) 


definiert (siehe Fig. 13 b), wo die positive Zahl 7, beliebig gewählt ist, mit der 
einzigen Einschränkung, dass die »Hügel» nicht übereinandergreifen, d. h. dass 
T.—1I>1, also 7,>2 ist. Wie aus der Figur unmittelbar zu sehen, erfüllt diese 


Funktion f(x) für alle x die Ungleichung 


IA 


| fa (x +7) f(a) | er 

Unter der »Länge» /, der zweiten »Hügelkette» werden wir die Länge des Inter- 

valles (—27,—1, 27,+1) also die Zahl 2(27,+1) verstehen; hierbei haben wir 

auch die beiden »Nullhügel», die »über» dem Intervalle (—27,—1, —27,+1) 

bzw. »über» (27,—I, 27,+1) liegen, mit zur Hügelkette gerechnet (vel. die Figur). 
3** Schritt. Die dritte Funktion /,(x) wird durch die Gleichung 


N 2 T: = ET, 212 z (LT: 2 AL—27T 
| +2 alto Jae 3) + fol ES A + Sal 273) 
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JF2Z+20 


“él 
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definiert, wo 7, eine beliebig gewählte Zahl bedeutet, die nur >J,, d. h. 
>2(27,+1) sein soll. (Vel. Fig. 13 c; in dieser Figur ist nur die rechte »Hälfte» 
von /,(x) gezeichnet; ausserdem ist der Masstab der Ordinate neuerlich geändert.) 
Es ist klar, dass f,(x), sowie f,(x), die Ungleichung 


PACE ACIEE 


erfüllt; f, (x) erfüllt aber offenbar ausserdem noch die Ungleichung 


IN 


[fs «+ Ts) cae | 


Unter der Länge /, der dritten Hügelkette werden wir nun die Länge des Inter- 
valles (—37—2 %—I, 3%+27,+1), d. h. die Zahl 2(37,+27,+1), verstehen. 
Wir fahren in dieser Weise fort und bestimmen die Funktionen f(x), 
fs(x),..., indem wir die Funktion f„(x) folgendermassen aus der Funktion f(x) 
ableiten: 
n‘® Schritt. Es wird gesetzt: 


1 n—l 
aN 
Fae =) Sr: fa (me) re) + > fun), 


m=n—1 m=1 


wo 7%, beliebig gewählt wird, nur so, dass 7, >/» 1, d. h. (wie durch Induktion 
sofort zu sehen) so, dass m>2((n—ı) m-ı+(n—2)m-2+:::+27,+1) ist. Diese 
Funktion fn(x) befriedigt offenbar nicht nur (wie n-ı(2)) die »—2 Ungleichungen 


f(x +) fn r) | = 


I 
= (72,3, va er] 
sondern auch die neue: 


I 


Ln (G+ Tu) —/fn (x) | <- . 


n 


Grenzübergang. Wir definieren nunmehr die gewünschte Funktion f(x) 
durch die Limesgleichung 


(z)=1lim f, (2). 


N=— 0 


Es ist klar, dass dieser Limes existiert; denn bei jedem festen x haben die 
Funktionswerte /„(x) von einer gewissen Stelle an, d. h. für n> N=N(x), einen 
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konstanten, d. h. von » unabhängigen Wert. Und es ist ferner klar, dass die 
Funktion f(x) periodenartig ist, da sie bei jedem festen »=2 (und alle x) die 
Ungleichung 

I 


(29) Ie+mW)-f@)l=- 


N 


erfüllt; in der Tat gilt ja für N>n die Ungleichung 


[fxle+m) fre) |S 5 


welche, wenn wir N gegen Unendlich wachsen lassen (während x und 7, fest- 


gehalten werden), in die Ungleichung (29) übergeht. 


Wir gelangen nunmehr zum Beweise unserer Behauptung, dass zwei 
periodenartige Funktionen existieren, deren Summe nicht wieder 
periodenartig ist. Wir benutzen hierzu zwei Funktionen g(x) und w(x) vom 
Typus des obigen Beispieles, deren entsprechende Zahlenfolgen wir mit +, und 
rt, bezeichnen. Es ist klar, dass unsere Aufgabe, die Nicht-Periodenartigkeit von 
p(x)+w(x) zu zeigen, gelöst ist, falls wir durch Wahl der Grössen z, und z, er- 
reichen können, dass keiner der Hügel der einen Funktion mit einem 
der Hügel der zweiten Funktion irgend einen Punkt gemeinsam hat, 
abgesehen natürlich vom »Ausgangshügel» über dem Intervalle —1<x<1; falls 
nämlich dies erreicht ist, wird ja die Summe g(z)+w(x) im Punkte z=o den 
den Wert 1+1—2 haben, aber in jedem Punkte x mit [x| > 1 einen Wert <1 


3 : I - & re 
besitzen, so dass zu einem gegebenen ¢<1I (2. B. zu =!) gewiss keine beliebig: 
2 


grossen Verschiebungszahlen existieren. Wir bemerken zunächst, dass es offenbar 
genügt die 7 und zT’ so zu bestimmen, dass bei jedem festen n keiner der 
Hügel der »** Hilfsfunktion g,(x) mit einem der Hügel der »'" Hilfsfunktion 
Vn(x) einen Punkt gemeinsam hat (natürlich immer abgesehen vom Ausgangs- 
hiigel). Um nun die Möglichkeit einer solchen Bestimmung darzutun wenden wir 
das Verfahren der vollständigen Induktion an. Wir bestimmen zunächst r, und 
t, so, dass g,(x) nicht mit w,(x) in dem erwähntem Sinne kollidiert; dies ist 


möglich, weil wir ja die Zahlen +, und +, ganz frei wählen können, nur so, dass 


sie beide >2 sind. Wir denken uns nunmehr auch noch die Zahlen r,, 7,,...,T,_| 
und 1, 7,,...,7,_, so bestimmt, dass qh1(x) und Wn-1(x) kollisionsfrei sind; 


es handelt sich dann darum, nachzuweisen, dass es möglich ist +, und r, so zu 


wählen, dass auch qa(x) und (x) nicht kollidieren. Zu diesem Zwecke wählen 
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wir zuerst 7, so gross im Verhältnis zu z,_,, dass qgh(x) nicht mit W„-ı(«) kolli- 
diert, und dann +, so gross im Verhältnis zu r,, dass Wn(x) nicht mit g(x) 
kollidiert. Die Durchführbarkeit dieses Verfahrens ist offenbar dadurch gegeben, 
dass, falls 7,,..., m-ı festgelegt sind, 7, ganz beliebig, nur oberhalb einer 
gewissen Schranke gewählt werden kann. Hiermit ist unsere Behauptung 


bewiesen. 


Nachdem sich somit gezeigt hat, dass bereits die Frage nach der Invarianz 
des Begriffes der »Periodenartigkeit» gegenüber Addition verneinend zu beant- 
worten ist und daher auch diese Definition als nicht gut brauchbar beiseite ge- 
legt werden muss, bietet sich wohl unsere Definition der »Fastperiodizität» als 
eine sehr naheliegende dar. Gerade die bei ihr aufgestellte Forderung der 
Existenz einer Länge /(e), durch die der Abstand der Verschiebungszahlen auch 
nach oben eingeschränkt wird, macht ein derartiges gegenseitiges Verhalten 
zweier Funktionen g(x) und w(x), wie es eben im Falle der »Periodenartigkeit» 
geschildert wurde, unmöglich. Trotzdem muss es wohl überraschend erscheinen, 
dass-man bereits durch eine so einfache Art der Verallgemeinerung des Begriffes 
der Periodizität zu einer Funktionenklasse gelangen kann, die nicht nur in sich 
abgerundet ist, sondern genau diejenigen (stetigen) Funktionen umfasst, welche 
in periodische Schwingungen aufgelöst werden können; es wäre wohl kaum von 
vorneherein zu erwarten, dass man diese Funktionenklasse durch Verschiebungs- 
eigenschaften charakterisieren könnte, ohne gezwungen zu sein den Verschiebungs- 
zahlen ganz andersartige Einschränkungen, die etwa durch die Schwingungs- 
exponenten bedingt wären, aufzuerlegen. 

Ich füge hinzu, dass mir bei der Aufsuchung der Definition der Fast- 
periodizität der im nächsten Zusatz zu besprechende BoHL-WENNBERG sche Satz 
über diophantische Approximationen sehr nützlich gewesen ist, aus welchem 
unmittelbar gefolgert werden wird, dass jede Summe von endlich vielen rein 
periodischen Funktionen den in der Definition der Fastperiodizität aufgestellten 
Forderungen genügt. 


Schliesslich sei noch in diesem Zusammenhange, wo von der Definition einer 
verallgemeinerten Periodizität die Rede ist, darauf aufmerksam gemacht, dass 
man sich bei gewissen Fragen — vor allem bei der Frage, wann eine gegebene 
Reihe A, e’4n* eine » Fourierreihe» ist, d. h. zu einer bestimmten fast periodischen 
Funktion gehört — nicht, wie es in diesen beiden Abhandlungen geschieht, auf 
die Betrachtung stetiger Funktionen beschränken kann, Schon im Falle der 
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rein periodischen Funktionen wurde ja eine einfache Beantwortung der erwähnten 
Frage (wie sie durch den Ruixsz-Fiscuer’schen Satz gegeben wird) erst dann 
möglich, als man die beliebigen, nur im Lebeseue'schen Sinne integrierbaren 
Funktionen in die Betrachtung einführte. Solche Untersuchungen, welche für 
den Fall der fast periodischen Funktionen nicht ganz einfach erscheinen, wurden 


bei diesen ersten Veröffentlichungen ganz ausser Betracht gelassen. 


2. Aequivalenz des Corollares zu Satz III mit einem Satz über diophantische 


Approximationen. 


In § 1 haben wir als Corollar des Satzes, dass die Summe zweier fast 
periodischer Funktionen wieder eine fast periodische Funktion ist, das folgende 


Ergebnis für den Spezialfall rein periodischer Funktionen gewonnen: 


Satz A. Die Summe 


einer beliebigen endlichen Anzahl von stetigen rein periodischen Funktionen ist eine 
fast periodische Funktion. 

Wir wollen hier zeigen, dass dieser Satz A seinem eigentlichen Inhalte nach 
mit einem bekannten Satz (dem unten stehenden Satze B) über diophantische 
Approximationen völlige aequivalent ist. Dieser Satz, welcher wohl zuerst von 
Bont! bei Gelegenheit seiner Arbeiten über die in der Einleitung genannten 
»quasi-periodischen» Funktionen aufgestellt und dann später von WENNBERG” 
bei einer Untersuchung über Dirichlet’sche Reihen wiedergefunden wurde, bildet 
eine Verschärfung des bekannten DIRICHLET-KRONECKER' schen Satzes, nach 
welchem in N arithmetischen Progressionen {mp,}, {mps}, . . ., {mpx}, welche 
alle vom Nullpunkte ausgehen, immer wieder Punkte m,p,, Ms Ps, ..., MNPN zu 


finden sind, die mit beliebig vorgegebener Genauigkeit zusammenfallen. 





! P. Bont, Über eine Differentialgleichung der Störungstheorie, Crelles Journal, Bd. 131 
(1906), S. 268—321. (Vergl. insb. S. 279.) Hier ist der Satz zwar nur für den Fall ausgesprochen, 
wo die reziproken Werte der Zahlen p linear unabhängig sind, aber daraus folgt sofort seine Gül- 
tigkeit für beliebige p. 

2 S, WENNBERG, Zur Theorie der Dirichlet'schen Reihen, Dissertation (Upsala 1920), S. 19. 
Es bedeutet nur eine andere Formulierung des Satzes, wenn er hier für stetige statt für ganz- 
zahlige Parameter ausgesprochen wird. 
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Satz B. Es seien p,,...,pn beliebige reelle Zahlen + 0, und d>0 beliebig 
gegeben. Dann gibt es eine Länge l=1(p,,...,pn,0) derart, dass jedes Intervall 
dieser Länge mindestens eine Zahl x enthält, welche den N diophantischen Un- 


gleichungen 


| — m; pi < 0 (i=1,...,N; m ganz) 


genügt, d. h. dass in jedem Intervall dieser Länge / eine Zahl x gelegen ist mit 
der Eigenschaft, dass das Intervall (c—d, c+6) einen Punkt jeder der N arith- 
metischen Progressionen {m Pı},...,/mpx} enthält. 


Beweis der Aequivalenz von Satz A und B. I) Wir zeigen zunächst, dass der 
Satz A unmittelbar aus dem Satze B gefolgert werden kann. Es seien 
also die N rein periodischen Funktionen f} (x),...,fn(x) mit den entsprechenden 
Perioden p,,...,pw beliebig gegeben; wir haben bei jedem e>o die Existenz 
einer Länge / derart zu beweisen, dass jedes Intervall dieser Länge eine zu ¢ 
gehörige Verschiebungszahl der Summe F (x)=>= /f, (x) enthält. Zu diesem Zwecke 
wählen wir zunächst, was aus Stetigkeitsgriinden möglich ist, zu dem gegebenen 
e das d>o so klein, dass bei jedem festen n—1,..., N die sämtlichen Zahlen 
der Form 

M Pn +0 (m ganz, | d | <d) 
€ 


Zu N gehörige Verschiebungszahlen unserer Funktion f„ (x) sind, und bestimmen 


danach zu diesem d und den gegebenen Perioden p,,...,py eine Länge I im 
Sinne des Satzes B so, dass jedes Intervall dieser Länge eine Zahl z enthält, 
welche die Form besitzt 


T=M, Pi + 0, = Me Ps + 0» =" =my prt oy, 
wo gleichzeitig 


Kl ler 


ist. Dann hat dieses / offenbar die gewünschte Eigenschaft; denn in jedem 
Intervall der Länge 7 liegt ja eine Zahl 7, welche gleichzeitig eine zu — ge- 


hörige Verschiebungszahl jedes der N Summanden ‚f„ (x) und daher gewiss eine 


zu & gehörige Verschiebungszahl der Summe FF (x) ist. 
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2) Andererseits ist aber auch klar, dass der Satz B aus dem Satz A 
gefolgert werden kann. Wir haben nur {ganz wie bei den Beweisen der Hilfs- 
sätze 7 und 8 in § 9) zu den gegebenen Zahlen p, und der gegebenen Zahl J 
des Satzes B die durch die Fig. 14 angegebenen stetigen rein periodischen Funk- 


tionen fn (x) (n=I,..., N) mit den Perioden p, zu bilden und zu benutzen, dass 


ee a aan. Ms RCA 





PUPA à. -d04 | Pr 


Fig. 14. 


nach Satz A die Summe F(x)=/f, (x) fast periodisch wird. Denn hieraus folgt 


ja die Existenz einer Länge / mit der Eigenschaft, dass jedes Intervall dieser 
Länge eine, etwa zu e= = gehörige, Verschiebungszahl + der Funktion J’ (x) ent- 


hält, welche Zahl +, wie aus der Figur sofort hervorgeht, die gewünschte Form 
T=mM, Pt = =MNpN+Ôy (| 9 [<d) 


besitzen muss. 

Wir fügen hinzu, dass Bonn aus dem Satze 5 unmittelbar hat folgern 
können, dass es zu jeder seiner »quasi-periodischen» Funktionen f(x) eine Länge 
I=1(e) derart gibt, dass jedes Intervall dieser Länge eine zu € gehörige Ver- 
schiebungszahl z enthält, also, in unserer Terminologie, dass jede quasi-periodische 
Funktion auch fast periodisch ist. Wie schon in der Einleitung bemerkt, werden 
wir in der Abhandlung II ausführlich auf diese Frage eingehen und dabei zeigen, 
wie die Bonr'schen Funktionen innerhalb der allgemeinen Klasse der fast perio- 


dischen Funktionen in übersichtlicher Weise charakterisiert werden können. 


3. Über die Integration fast periodischer Funktionen. 


Es sei f(x) © FA, em? eine beliebige fast periodische Funktion und (x) 
irgend ein unbestimmtes Integral von f(x). Da sich die verschiedenen un- 
bestimmten Integrale nur um eine additive Konstante unterscheiden, ist es gleich- 


gültig welches unter ihnen wir betrachten, z. B. 
16— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 juillet 1924. 
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In § 5 haben wir ohne Weiteres beweisen können (Satz XXIV), dass bei 
jedem festen c>o das Integral | 
te 


| Sy) dy, 


x 


also die Differenz F'(x+c)— F(x), wieder fast periodisch ist. In diesem Zusatze 
werden wir die viel tiefer liegende Frage erörtern, wann auch die Funktion I (x) 
selbst fast periodisch ist. 

Man sieht unmittelbar, dass es zur Fastperiodizität von I(x) notwendig ist, 


dass die Fourierreihe von f(x) kein konstantes Glied enthält, dass also 
M{f(@)}=0 


ist. In der Tat folgt aus M{ flx)}=c+o0, d.h. aus 


T 
lim = [rw de= lim Fuer 
TEE EN SP | 
0 

dass I’(T)=c T+o(T) ist, so dass also F(T) nicht einmal beschränkt bleibt. 
Die Bedingung M {f(x)} —o genügt aber nicht — wie es bei den rein perio- 
dischen Funktionen der Fall ist — um die Entwickelbarkeit von F(x) in eine 
Fourierreihe, d. h. ihre Fastperiodizität, zu sichern. Für diese Tatsache hat 
bereits Bout ein Beispiel gegeben, indem er eine quasi-periodische Funktion f (x) 
der erwähnten Art konstruiert hat. Innerhalb der allgemeineren Klasse der fast 
periodischen Funktionen wird es aber noch leichter sein ein solches Beispiel unter 
den Funktionen mit linear unabhängigen Fourierexponenten anzugeben, wie wir 
am Ende dieses Zusatzes zeigen werden. 

Bevor wir die Frage behandeln, wann F'(x) wieder fast periodisch ist, be- 
merken wir zunächst, dass man mit Hilfe partieller Integration sofort zeigen 
kann, dass, falls das Integral F (x) fast periodisch wird, seine Fourterentwicklung 
durch die Reihe 
A 


ae erane (C=const.) 
n 


F(a)~C+>, 
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gegeben ist. In der Tat findet man bei jedem A=+o 


T— © 


T 
ee (aay — lim m | JEN (GR) dd 
0 





T T 
QUES HN + [face dx 
T—» IK — 3 À ah i 
0 0 


= ze eh PT RAT A TS ere = Oe = I TI El p— Thal 
= ——, lim re + = MEET ey 7) { f (x) e = 


da ja nach einer obigen Bemerkung die vorausgesetzte Fastperiodizität von I (x) 
die Gleichung M{f(x)}= 0, d. h. die Limesgleichung F(T)=o(T), zur Folge hat. 

Für seine spezielle Klasse der quasi-periodischen Funktionen hat Bout die 
Frage nach der Quasiperiodizität des Integrales F’(x) vollständig erledigt, indem 
er zu dem schönen Resultat gelangt ist!, dass die blosse Forderung der Be- 
schränktheit von F(x) für die Quasiperiodizität dieser Funktion genügt. Bei 
Betrachtung des scharfsinnigen Bont’schen Beweises findet man, dass er unmittel- 
bar auf die fast periodischen Funktionen übertragen werden kann, indem die 
einzige Eigenschaft der Funktion f(x), die Bonn zum Beweise heranzieht, eben 
diejenige ist, welche unserer Definition der Fastperiodizität zu Grunde liegt.” 
Unser Beweis des folgenden Satzes über fast periodische Funktionen ist daher 
eine fast wörtliche Wiedergabe des Beweises, den Bout für die quasi-periodischen 


Funktionen gegeben hat. 


Satz. Für die Fastperiodizität des Integrals F(x) ist nicht nur notwendig 
sondern auch hinreichend, dass F(x) beschränkt bleibt. 


Beweis. Es darf offenbar f(x), und also auch F'(x), reell angenommen 
werden. Nach Voraussetzung ist die Funktion F'(x) beschränkt; wir bezeichnen 
ihre untere und obere Grenze mit #, bzw. k, (wo k,<k, angenommen werden kann, 
da im Falle k,—%, das Integral F'(x) konstant ist). 





! Vgl. P. Bout, Über eine Differentialgleichung der Störungstheorie, 1. c., S. 283. 


? Gerade dieses Integrationsproblem ist es gewesen, das Bout zur Aufstellung seines im 
Zusatze 2 besprochenen Satzes über diophantische Approximationen geführt hat, aus welchem er 
schliessen konnte, dass seine Funktionen »fast periodischen» Charakter tragen, d. h. dass eine 
»Länge l(e)» existiert. 
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Es sei &>o beliebige gegeben. Der Beweis wird dadurch erbracht, dass 
eine Zahl 3,=e,(e, f(x) so angegeben wird, dass jede zu &, gehörige 
Verschiebungszahl der gegebenen Funktion f(x) auch eine zu & ge- 
hôrige Verschiebungszahl des Integrales F(z) ist. | 

Zu diesem Zwecke wählen wir zwei feste Werte x, und x, (wir werden im 
folgenden den kleineren unter ihnen mit § und ihren Abstand |x,—x,| mit d 


bezeichnen) derart, dass 


F (a)<k +7 und F (@,)>hy— = 


2 3 sense € 
ist, und bestimmen danach die Länge | 


6d 


gehörige Verschiebungszahl x der Funktion 


) derart, dass in jedem Intervall 
dieser Länge mindestens eine zu ne 
f(x) gelegen ist. Wir werden zunächst nur beweisen, dass die Schwingungen von 
F(x) eine gewisse »Regelmässigkeit» aufweisen, nämlich, dass sich in jedem 
Intervalle («,«e+L) der Länge L=!+d zwei Werte 2, und 2, so finden 


lassen, dass 


(30) F(e)<k+, und Fio)>h— 


ist. In der Tat können wir nach der Definition der Länge / eine Verschiebungs- 
(«,a+/) fällt und daher die beiden Zahlen &,+7=z, und x,+t=2Z, in das 


zahl rx ) der Funktion f(x) so wählen, dass die Zahl &+r in das Intervall 


grössere Intervall (¢,a+Z) zu liegen kommen; dann gilt die Relation. 


Fe) Fe ar | fo) ay 


Lo 


(Fa) Pla) + [Won 


also die Ungleichung 











bo 
Se 
- 
— 
w 
„m 
ae 
— 
> 
iv 
a 
Ny 
= 
— 
à 
MH 
Nu 
Se 
à 
| 
Nå 
SN 
bo 
=~ 
= 
I 
| 
SN 
m 
= 


Zur Theorie der fast periodischen Funktionen. 125 


| : éd: 
diese Ungleichung F(2,)— F(z,) > k.—k,— — ist aber nach der Bedeutung von 
2 


k, und #, nur möglich, wenn F'(z,) und F'(2,) die gewünschten Ungleichungen 


(30) erfüllen. 


; R . € 2 ss 
Wir behaupten nun, dass die »kleine» Zahl e,= SL die oben erwähnte 


Eigenschaft besitzt, dass also jede »feine», d. h. zu e, gehörige, Verschiebungszahl 
tz der Funktion f(x) eine zu e gehörige Verschiebungszahl der Funktion F (x) ist, 
d. h. die Ungleichung 


(31) | F(c+c)—F(x)| Se 
für alle x befriedigt. 


Es ist ein von Bout herrührender Kunstgriff den Beweis der Ungleichung 


(31) dadurch zu erbringen, dass die beiden »einseitigen» Abschätzungen 


(32 a) F («+2)—F (x) > —e 
und 
(32 b) Per) FE € 


für sich abgeleitet werden. 
a) Zum Beweise der Ungleichung (32 a) wählen wir zu dem beliebig gege- 
benen x eine Zahl z, aus dem Intervalle (x,x+L), für welche F (e)<k += ist. 


Dann ist 


TT a +T 
LJ 


F(x+1)—F(2)=(F(e,+7)—F(e))+ We (y) dy — | (y) dy 


A+T 


=(F(e, +2) —F(e))+ il ae u) 


1 
€ 


> (-(n+£))- fur => re De 


XT 


b) Der Beweis der Ungleichung (32 b) verläuft ebenso, nur dass wir hier 


gr. 
einen Punkt 2, im Intervalle (x,æ+L) benutzen, in welchem F (z) > k,— = ist. 


Wir erhalten dann in analoger Weise: 
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ZotT 


Fic+ a 2 F0 = Klare) (ed) | ep ty se | ne 


A 
22 


=(Feat)—Kle)+ fru a [PW dy 


22 


< (t,—(4,—}) + fot <= Hl 


x 
Hiermit ist der Beweis zu Ende. 


Wir beschliessen diesen Zusatz mit einigen Bemerkungen über den Fall einer 
linear unabhängiger Exponentenfolge, wo die Verhältnisse besonders übersichtlich 
liegen, weil ja hier die Fourierreihe ¥ A, en” wegen der Konvergenz von >| A,| 
im gewöhnlichen Sinne konvergiert, sogar gleichmässig für alle x. Es sei 
Sa)» E Ar em? eine beliebige fast periodische Funktion mit einer derartigen 
Exponentenfolge (womit übrigens speziell gesagt ist, dass die Reihe kein konstantes 
Glied enthält). Dann gilt der Satz, dass eine notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, dass das Integral F'(x) wieder fast periodisch ist, einfach darin besteht, 
dass die Reihe 





konvergtert. 
Einerseits ist klar, dass diese Bedingung notwendig ist; denn, falls F (x) 


fast periodisch ist, lautet ja nach einer obigen Bemerkung ihre Fourierentwicklung 


so dass die Reihe mit linear unabhängigen Exponenten 


>; An An? 
ı An 


die Fourierreihe einer fast periodischen Funktion, nämlich der Funktion F(x)— €, 
ist und somit nach dem Konvergenzsatz (Kapitel III) absolut konvergieren muss. 

Andererseits ist die Bedingung aber auch hinreichend. Denn aus ihr 
folgt, dass die Reihe 
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Rn 
(33) à > „ee et An x 


An 


gleichmässig konvergiert und daher (nach dem Corollar des Satzes VI) durch ihre 
Summe (G(x) eine fast periodische Funktion bestimmt; diese Funktion @ (x) 
ist aber auch ein unbestimmtes Integral von f(x), weil ja die aus der Reihe 
(33) durch gliedweise Differentiation entstehende Reihe ¥ 4, e’4n* gleichmässig 
konvergiert mit der Summe f(x), und somit G(x) differentierbar ist mit dem 
Differentialquotienten G’(x)— f(x). 

Mit diesem Satze ist auch die Richtigkeit der obigen Bemerkung bewiesen, 
dass das Fehlen des konstanten Gliedes in einer Fourierentwicklung f (x) ZE Ann“ 
nicht für die Fastperiodizität des Integrales F (x) genügt. In der Tat können ja 
Koeffizienten A, und linear unabhängige Exponenten 4, so gewählt werden, 


dass zwar die Reihe 


aber nicht die Reihe 


konvergiert. 
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SUR LA DEFINITION DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 


PAR 


S. MANDELBROJT 


à PARIS. 


A Mademoiselle EDITH ABADI. 


Du point de vue de Weierstrass-Méray, le fait le plus important dans l’&tude 
des fonctions analytiques est le suivant: une fonction analytique est complètement 
définie si on donne fous les coefficients du développement de Taylor en un point 
régulier. 

On peut se poser la question suivante: La nature d’une fonction analytique 
holomorphe à l'origine étant connue, peut elle être définie par une série partielle 
de ses coefficients sans rien dire sur les autres coefficients? Par les mots »la 
fonction est définie» j'entends qu'elle est déterminée à une fonction entière pres, 
ou bien à une fonction près, dont le rayon d’holomorphie est supérieur à celui de 
la fonction à définir. 

La réponse à cette première question supposée positive on peut se demander 
si le caractère de la suite partielle qui définit la fonction dépend de la nature 
de cette fonction et quelle est cette dépendance? 

J’établis dans ce travail quelques théorèmes qui répondent aux questions 
proposées. On peut résumer ces théorèmes dans l'énoncé suivant: 

(A): Sz on donne soit le caractère, soit la distribution des singularités d'une 
fonction analytique, celle-ci est définie par un groupe partiel de ses coefficients; la 
nature du groupe (c'est-à-dire la croissance des indices des coefficients qui servent à 
définir cette fonction) dépend de ces singularités. 


Faisons maintenant quelques conventions, qui viennent assez naturellement: 
Appelons suites complémentaires deux suites d’entiers m; @=1,2,...) et 


n;(j=1,2,...) dont la réunion forme la suite de tous les nombres entiers positifs. 
17— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 juillet 1924. 
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Soit 
An, > Ans ee An; hee 


n i 


une suite de nombres complexes, tels que lim V|an,| soit fini. 


1—= © 
Nous dirons que la suite de coefficients ay, (j=1, 2, ...) est fonction de 
la suite an, @=1,2,...) si, un procédé étant fixé, la différence des deux fonctions 


quelconques f, (x) et f, (x) définies par ce procédé (le procédé en question peut se 
réduire à l'indication des singularités de la fonction comme c'est dans le cas 


actuel), et qui satisfont aux conditions 


est une fonction entière. 
Ou même si on ne considère que des singularités sur le cercle de convergence, 


on dira que la suite av, est fonction de la suite an, si la différence f, (x) —f, (x) 


est holomorphe à l'intérieur d’un cercle dont le rayon est supérieur au rayon 
d’holomorphie de chaque fonction f, (x) et f,(x). Le problème capital qui se pose 
après avoir donné la suite ay(n—1,2,...) de coefficients de la serie de Taylor, 
qui définit une fonction analytique q(x)—2Z a, x", est de trouver les relations qui 
existent entre la suite a, et l'allure de la fonction g(x), — principalement de 
trouver des renseignements sur les singularités de cette fonction. Les définitions 
que nous venons d'adopter permettent de substituer au fait (A) le fait (A’) qui 
donne dans les cas généraux une solution théorique de ce problème. 

(A). Si on donne soit le caractère, soit la distribution des singularités d’une 
Jonction analytique, holomorphe à l’origine, on peut indiquer une suite de nombres 
entiers ni telle que, an étant les coefficients de cette fonction, la suite an, est fonction 
de la suite an. La croissance de la suite n; dépend de ces singularités. (Les suites 
nm et n’; sont complémentaires.) Cela veut dire que: la nature! des singularites 
d'une fonction étant définie, les coefficients d'ordre m(i=1,2,...) définissent la 


partie principale des coefficients d'ordre n';. 


! Ou bien la distribution. 


Sur la définition des fonctions analytiques. 131 


No. 1. Je suis obligé de rappeler quelques théorèmes que j'ai démontrés 
dans mon mémoire »Sur les séries de Taylor qui présentent des lacunes» (Annales 


de l'Ecole Normale supérieure t. 40. 1923): Théorème 1. Etant donnée la série 


(1) : An XL", 
1 


NZ 
je suppose quil existe une suite de A, 


Ans Dre À 


ny) . 


satisfaisant à la condition 


| 
8 


lim (An, +1—An,) ; 


je dis que la série (1) a sur le cercle de convergence au moins un point qui n'est 
pas pôle. 
Théorème 2. Etant donnée une série entière 


(1) San" 


n=1 
de rayon de convergence égal à R et dont les 4, sont tels qu'il existe une suite 
2 fre se ae Ann are ox 


satisfaisant a la condition 


lim (Ant TD 2P An) mi 


où p est un nombre entier positif, la fonction représentée par la série (1) ne peut 


pas être mise sous la forme: 


[Pare 


où g,(x) est une fonction régulière dans un cercle de rayon supérieur à R; P(x) 


est un polynome de la forme 


y; étant des nombres entiers positifs, et g un entier quelconque, 
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Théorème 3. Si la série 
= 2 
(1) > And” 
n=] 


est telle qu'il existe une suite 


Aas Near a 70e kn 


Re 


satisfaisant à la condition 





3 Ant 1 
lim = 00 


1— © An; 6 5 


la fonction représentée par cette serie n'a d'autres singularites que des continus 
non-bornes. 


Thèorème 4. Soit 


AS Ken. 


une suite d’entiers ne contenant qu'un nombre fini de multiples de chaque nombre 


pi appartenant à une suite quelconque de nombres premiers 


Pis Pa, +++ Pi, - +s, 


la fonction, repsésentée par la série 


= a 
aa x n 
1 


n= 
possede sur le cercle de convergence un ensemble non réductible de points singuliers. 


No. 2. Je passe a la démonstration du théoréme suivant: 

Théorème I. Si l’ensemble E donné des points singuliers d’une fonction ana- 
lytique, holomorphe à l’origine, est tel, qu'aucune partie de cet ensemble n’est un 
continu non borné, la fonction est définie (à une fonction entière près) par une suite 
partielle de coefficients 


(1) Any» Anti, Ant2, + + + Anitkis «+ + An Anj+1, + + + Angthyy se + 


la suite ni étant une suite quelconque d’entiers positifs, et satisfaisant à la condition 


ar 
lim ——, 
i=» Mi 
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Soient p (x)= > bx” et oy GS b, x" deux fonctions analytiques admettant 


n=0 n=0 
l’ensemble E comme l'ensemble de points singuliers et dont les coefficients jouis- 
sent de la propriété suivante: 


en 


‚ 2 


Bee nit nee, 


pour :=1,2,... 


Soit f(x) la différence de ces deux fonctions: 


Sf (x)= Editi mE RER 


n=0 
On a évidemment: 
End, Cn, +1=0, A ae Cn, +k, = 9. 
(rl ee.) 


Soit 2, la suite de nombres entiers positifs qui n’entrent pas dans la suite 


Ni, nt+1,...nt+k Gen ns) 


On peut donc écrire 


00 loa) 2 
fla= > Cn x” = Can TU: 


n=0 n=1 
On constate facilement que: 
Ant An, + 2 + ki, 
où A,=nm—1. Et en vertu de la condition (2) on a 
Anj+1 Ang + 2+, 


(2’) lim = = 00. 


ic An; An; 








L’ensemble de points singuliers de la fonction /(x) est une partie (au point de 
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vue de la théorie des ensembles l'ensemble lui-même est aussi sa propre partie) 
de l’ensemble Æ. Il ne contient donc aucune partie qui soit un continu non borné. 


Si on supposait 
SR ul 
lim Vle, l=», 4-0 


on serait en contradiction évidente avec le théorème 3, énoncé dans le no. précédent. 
Le théorème I est donc démontré. Comme on voit il est essentiel d'indiquer 
l'ensemble Æ, en donnant les affixes de tous ses points (il ne suffit pas d'indiquer 
ses propriétés). 


No. 3. Théorème II. Une fonction n'ayant sur le cercle de convergence de 
rayon R d'autres points singuliers que les points d'affixes a; (j=1,2,...k), ces 


singularités étant telles que la fonction puisse être représentée sous la forme 





os p (x) 
2a) Was) EP mL 


qj, vj étant des entiers positifs lies à aj, et p(x) étant holomorphe dans un cercle de 
rayon supérieur à R, cette fonction est définie (à une fonction de rayon d’holomorphie 


supérieur à R près) par la suite 

(1) CT On a Stage = Diora), 

les n; étant des entiers positifs quelconques et k; satisfaisant a la condition 
(3) lim [k;—(2?1—1)nj=o, 


p étant le plus petit commun multiple des nombres v,,vs,...vr. Remarquons que 
f(x) peut être mise sous la forme 





f(a)= ER 
[P (x)? 
P(x) étant un polynome dont les zéros sont les points d’affixes aj (j=1,2,...k). 


Deux fonctions f(x) et f(x) admettant les mêmes points singuliers a; avec les 


"On peut done dire, que si une fonction analytique représentée par une série entière de 
rayon de convergence fini, n'a pas comme singularités des continus non-bornes — la suite des coef- 
ficients qui n’entrent pas dans (1) est fonction de la suite (1). 


Sur la definition des fonctions analytiques. 135 


mêmes nombres correspondants qj, »; donnent par soustraction l’une de l’autre 
une fonction du même caractère, c’est-à-dire 





fo MR (= Am _ FE), 
(PE [Pap 


FP ayant un rayon de convergence supérieur à R. 
On a comme dans le théorème précédent 


= 2 
(z)=»> ER 


n=1 
la suite 2, admettant une suite partielle 


he, ae eee An ser 3 An. =ni—1 


telle que 
Ant An, + ki ee 


On a donc 
Anti 2P An, =k —(2? 1 — 1) N; + 1 — 17-1 . 


Il résulte de (3) immédiatement 
lim (n4ı-2P1,)=@®. 


L'égalité 
À 


n 


shade best og 
lim V|c2,1= p 


est done impossible en vertu du théorème 2 énoncé dans le n° précédent.+ 
Théorème III. Une fonction n'ayant que des pôles sur le cercle de convergence 
est définie par la suite (1), les ki satisfaisant à la condition 
| wer 
La démonstration de ce théorème s’appuie sur le théorème 1 du numéro précédent. 
En outre elle diffère peu de la démonstration du théorème précédent. Pourtant 
elle peut prêter à une remarque: 


! On pourrait faire ici une remarque toute semblable à celle que nous avons faite dans la 
note (page 134). Les théorèmes III. V. VI donnent lieu aux mêmes remarques. Ceci correspond au 
fait (A’) de l'introduction. 
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Dans le théorème précédent on a précisé les affixes des points singuliers «aj, 
tandis que dans ce théorème ceci n'est plus nécessaire. On le comprend facilement 
si l'on remarque que la fonction F(x) dans ce cas n’admet que des pôles sur le 
cercle de convergence, quels que soient les pôles de f(x) et ceux de f, (x) sur ce 
cercle. Mais si les a ou bien les qj et »; du théorème précédent ne sont pas les 
mêmes pour f,(x) et %(x) la fonction F(x) correspondante aurait des singularités 
sur lesquelles on ne pourrait plus faire des conclusions immédiates. 

On voit donc que le théorème III est plus general que le cas particulier du 
théorème II, obtenu en y faisant p=0. 


No. 4. Il est maintenant à propos d'indiquer un fait qui n'est pas lié stricte- 
ment aux théorèmes précédents, mais dont les conséquences peuvent être utiles, 
ce fait pouvant présenter quelques intérêts quand on se trouve dans l’ordre d'idées 
d' Eisenstein. 

Théorème IV. Si Von peut extraire de la suite An de nombres entiers positifs, 


une suite partielle 


Ani; Ans, eee Ann O7 
telle que 
(1) lim (4nj+1—4nJ= @ 
la serie 


© 
yp (x)= > Ana” 
n=1 
dont le rayon de convergence cst égal à un et dont les coefficients sont entrers, admet 
le cercle de convergence comme coupure. 

On sait d'après le théorème Hadamard-Fabry que lorsque on ne fait pas la 
restriction sur les coefficients a, il faut pour pouvoir tirer la conclusion du théorème 
(c.-a.-d. que le cercle de convergence est une coupure) que tous les À, jouissent 
de la propriété (1). 

Remarquons qu'on ne peut pas remplacer dans notre théorème les coefficients 
entiers par des coefficients p. e. rationnels, car on peut former une telle série 
avec des lacunes satisfaisant à la condition (1) et pourtant elle n’admet qu'un 
seul point singulier dans tout le plan. 
| De même la condition relative au rayon du cercle de convergence est nécessaire. ! 

Pour démontrer le théorème IV je rappelle un théorème dû à M. CARLSON”: 


" Je développerai ces remarques dans un autre travail. 


»Über Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten». Math. Zeitschr. 1921. 


2 
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La fonction représentée par une série entière avec des coefficients entiers, 
convergente à l'intérieur du cercle de rayon 1 est ou bien une fonction rationnelle, 
ou bien admet le cercle de convergence comme coupure. Dans le premier cas la 


fonction est de la forme 


P(x) 


(1—ap)a 





Si on se rapporte maintenant à l'énoncé du théorème IV on voit que (x) est 
ou bien une fonction rationnelle ou bien admet le cercle de convergence comme 
coupure; or, la première hypothèse est impossible en vertu du théorème 1 énoncé 
dans le no. 1; il en résulte la vérification du théorème. On pourrait en tirer la 
conclusion suivante: 

La suite (1) du théorème IIT, satisfaisant à la condition (4), définit complète- 
ment la fonction, si on sait que les cofficients de la série correspondante sont 
entiers, et si on connait un point régulier sur le cercle de convergence de rayon 1. 

Ainsi p. e. toutes les series, dont le cercle de convergence est de rayon 1, 
les coefficients entiers, le point d'affixe —1 régulier et dont tous les coefficients 


de la suite 
An; An;+1) Dee An; +k; 1, 2; . .) 


sont égaux à 1, se réduisent à la seule fonction 


1 
yp (x)= 
(& un polynome pres évidemment). 

Si on combine le théorème 4 avec le théorème de M. Carlson, on pourrait 
remplacer dans le théorème IV la condition (1) pour 2, par celle à laquelle satis- 


font les À, dans le théorème 4. 


No. 5. Théorème V. Si l’ensemble de points singuliers sur le cercle de con- 
vergence de rayon R d'une fonction ânalytique est reductible', la fonction est définie 
(à une fonction de rayon d’holomorphie supérieur à R près) par une suite partielle 
de coefficients 


! Un ensemble est dit réductible, si un de ses ensembles dérivés successifs est fini. 


18—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 juillet 1924. 
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Ap, > A2p,> ar be, dip,» Chat La | 
Ups; A2 ps ail à Qi ps ; Er 
(L) 
Ay; A2pj> Ow Ss dipjs . 
Pis Par «+ > Pj, ... étant une suite quelconque de nombres premiers. 


Remarquons d'abord que, si £, et E, sont deux ensembles réductibles, il en 
est de même de chaque partie de la somme de ces deux ensembles (par suite de 
la somme elle-même aussi). 

Soient f, (x) et f,(x) deux fonctions admettant le même ensemble réductible 
comme ensemble de points singuliers sur le cercle de convergence de rayon R, 
et dont les séries correspondantes ont comme coefficients d'ordres: 


Pi; 29; ON TDi on oer 
Messe Di e place 


DF P20}, Alp « 


ceux qui figurent dans le tableau (L). Soit F(x) la différence des deux fonctions 
Sf, (a) et fy (a). 
L'ensemble des points singuliers de F'(x) sur le cercle de rayon R est réductible. 
D'autre part la fonction 


Pix) D Cy LP 


n=1 


satisfait à l'hypothèse du théorème 4 relative aux lacunes (ou bien à la croissance 
de la suite An). 

Son ensemble de points singuliers sur le cercle de convergence devrait done 
être non réductible s'il n'était pas nul. La contradiction est évidente, et le 
théorème V est démontré. 


No. 6. J'ai défini dans »Sur les séries de Taylor qui présentent des lacunes» 


une classe spéciale de séries entières que j'ai nommées »les séries entières de la 
classe (A)». 
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. 2 + hd wir . + x » . 
Soit D, "une série entière dont les coefficients sont égaux à zero ou bien 


n=1 
à un. Soit 4’, une suite de nombres entiers qui complete la suite A, c'est-à-dire 


les deux suites 2, et 2’, forment toute la suite des nombres entiers positifs. 


ad ja x 
Supposons qu'il existe une serie Sax" dont le cercle de convergence est 


n=1 


d'un rayon au moins égal a un, et que la fonction représentée par la série 


[eo] 


a bs a 2 
a 4 
CH get — > An x n + > TX n 
1 1 1 


n= N n= 


00 
admet le point d'affixe un comme point régulier. La serie Yr” sera alors dite 
n=1 


serie de la classe (A). 


Je démontre ensuite (voir le même mémoire) le théorème suivant: »Si la 


oo oo 
a, 2 ae pat 
série 2,0” est de la classe (A), la serie Ian” d'un rayon de convergence fini, 


n=1 n=1 
les a, étant d'ailleurs arbitraires, possède sur le cercle de convergence au moins 


deux points singuliers». 


Soit une série >a" telle que la suite 


n=1 


fi LA a? 
hits Ns, fi Nason 


ne contienne qu'un nombre fini de multiples d'un nombre premier p. Pour plus 
de clarté supposons même que cette suite n’admet pas du tout des multiples de 
p; ce fait ne restreint pas la généralité. 


Regardons ensuite la série 


1 oo 
Te = a 2 p 
n=0 
dont les seuls points singuliers sont des pôles simples d’affixes 


Qin din 2(p—1)ix 


PC te Bile CR Eur 








La partie principale du pôle d’affixe 1 étant égale a , il est évident que 


Le 
p(1—x) 


la série 
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a 


; C 1 
gp (x) es > bn "= Dirt A dps? 1-7 = ue 


n=o n=0 





représente une fonction holomorphe autour du point d’affixe un. 
D'autre part les coefficients correspondants aux puissances À, sont égaux a 1. 


La série 


La a 
Sx 


n=1 


est done une série de la classe (A). 
- ao =F 
, > ? x e ? x ’ # e 4 \ 
D'après le théorème cité tout à l'heure toute série D ma * possède sur le 


n—=1 


cercle de convergence au moins deux points singuliers. 


co 
, . . . pice rue 
De plus: x, étant un point singulier de la série Sa, x ” sur le cercle de 
n=1 
convergence, il est facile a démontrer que sur ce cercle se trouve au moins un 
am iz 
point singulier d’affixe 7, e ? , m étant un des nombres 1, 2,...p—1. (Voir le 





mémoire cité.) 
En partant de cette remarque il devient évident que: 
Théorème 5: Si la suite 2’, ne contient pas des multiples de k nombres premiers 


Dis Pos +++ Ph, 


oo 
ou bien n'en contient qu'un nombre fini, la série Dan x " d'un rayon de con- 


n=1 
vergence fini, et dont les coefficients sont d’ailleurs arbitraires possède au moins 


k+1 points singuliers sur le cercle de convergence. 


No. 7. On peut maintenant trés facilement démontrer le théoréme suivant: 
Théorème VI. Si une fonction analytique n'a que m points singuliers sur le 
cercle de convergence de rayon R, cette fonction est définie (à une fonction de rayon: 


d’holomorphie supérieur à R près) par la suite de coefficients 


pis aps + + + Lip, 
(L’) Apes A2p» , ee ip: 
Apom> Pom) + + + Lipom 


Pis Po, +++ Pam étant des nombres premiers distincts quelconques. 
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Sr on donne les affixes des points singuliers, on peut remplacer dans cet énoncé 
2m par m. 


Supposons en effet qu'il existe deux séries entières 


file) = Dana et file) = Ner 


n=1 n=1 


qui satisfont aux conditions suivantes: 

1° Elles ont un même rayon de convergence égal à R. 

2° Pour n égal a 7px, 7 étant un entier positif quelconque et k prenant 
une des valeurs 


[xe ae IH 
on a 


, 
Cn —Cn An. 


3° Chacune de ces fonctions n'a que m points singuliers sur le cercle de 
convergence. 


La fonction 


F(z) = (x) — fs (x) 


possède au plus 2m points singuliers sur le cercle de convergence (si les affixes 
des m points singuliers qui interviennent dans l'énoncé sont donnés, F(x) possède 
au plus m points singuliers sur le cercle de convergence). F(x) peut être mise 
sous la forme 


Br N na”, 


n=1 


ou A, satisfont à la condition du théorème 5, ot il faut remplacer k par 2m. 
La fonction F(x) devrait done avoir au moins 2m+1 points singuliers sur 
le cerele de convergence, si elle en a un sur le cercle, ce qui est contradictoire 


à la remarque précédente. 


No. 8 Le théorème Hadamard-Fabry permet de tirer une conséquence in- 
téressante si on se place dans l’ordre d'idées que nous avons adopté. 
Je rappelle ce théorème: 


La série 


< 1 
n=1 
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la suite 2, satisfaisant à la condition 
lim (Anti —AnJ=®, 


admet le cercle de convergence comme coupure. 
Par un raisonnement tout semblable a ceux qui servaient a démontrer la 


plupart des théorémes de cet ouvrage on peut arriver a la conclusion suivante: 
x a 
Une fonction Dan " ayant sur le cercle de convergence un point régulier 


n=1 


donné est définie par une suite 


Ory Ok, ; NOMME 
qui comprend tous les coefficients sauf ceux dont les indices n, satisfont à la condition 


nn, 


lim (n,,,—n, 


Mais si on ne considère que les series qui admettent le cercle de convergence 
comme coupure, aucune suite partielle ne définit la fonction. 

C'est-à-dire, deux séries q (x)= Ib, x" et p,(x)— Ze x" qui ont les mêmes 
coefficients d'ordre »#,, m.,..., la suite »; étant quelconque, qui admettant en 
outre le même cercle de rayon À comme coupure, ne diffèrent pas en général, 
d'une fonction dont le rayon de convergence est supérieur à R. 

Soit en effet 

a ee 


la suite qui complete la suite 


NAN LE CMS 


(c.-a.-d., les deux suites n, et n; forment ensembles la suite de tous les nombres 


entiers positifs). Choisissons parmi les n, une suite de nombres », tels que 





lim (n;,,—1,)=®. 
Soit maintenant 
ae an, 
une suite de nombres positifs tels que 
ny 
lim Ven; => 
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Soit 


. ' . [2 . 
une suite contenue dans »; et qui n'est pas contenue dans n,. Soit, enfin, 


but, bar", el) Das", 


1 


une suite satisfaisant à la conditon 


rn 
ny 


pees 


D'après le théorème que j'établis dans »Sur les series etc.» on reconnait qu'il y 


eV 


a un ensemble de puissance continue de valeurs de gy (0<g =22) telles que les 


séries 
co 
LA 
(1) Wa 
n=0 
ou 
LA 
aA n— An pour NN 
, [21 
an=bn » n= n, 
et 1 =Cn ei x » U N. 


admettent le cercle de convergence comme coupure, et il n° y a qu'un ensemble 
dénombrable de valeurs de y telles que ces séries (1) soient prolongeables en dehors 
du cercle de rayon R. 

Si on prend deux séries (1) qui ne sont pas prolongeables, qui correspondent 
a deux valeurs de 9: g, et gz, leur différence admet le cercle de convergence 
comme coupure, d'après le théorème Hadamard-Fabry. Pourtant elles admettent 
les mêmes coefficients d'ordre m; (2—1, 2, ...). 


No. 9. Je veux faire enfin la remarque suivante: Si les conditions qui entrent 
dans les hypothèses des théorèmes II, III, V, VI sont vérifiées dans tout le plan, 
on pourrait remplacer la locution »(à une fonction de rayon d’holomorphie supé- 
rieur à R pres)» par la suivante: »(à une fonction entière près)». 

Si par exemple, dans le théorème V on sait que la fonction, dont les coeffi- 
cients qui entrent dans le tableau (L) sont donnés, admet comme singularités dans 


tout le plan un ensemble réductible elle est définie à une fonction entière près. 


it 
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WEITERE UNTERSUCHUNGEN ZUR THEORIE DER 
ALGEBRAISCHEN KÖRPER. 


VON 


ÖYSTEIN ORE 


in KRISTIANIA. 


In meiner Abhandlung »Zur Theorie der algebraischen Körper», Acta 
mathematica, Bd. 44', habe ich allgemein die Aufgabe behandelt, die Primideal- 
zerlegung einer vorgelegten Primzahl p in einem Körper P(9) zu bestimmen. 

Es sei der Körper P(9) durch die Gleichung 


FW) = 0 (1) 


bestimmt, wo 


HN Cart PE REG (2) 


eine irreduzible Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten bedeutet. Meine 
Aufgabe war dann, die Primidealzerlegung der Primzahl p direkt aus den arith- 
metischen Eigenschaften der Gleichung (2) abzuleiten und in der Weise die 
Dedekindschen Untersuchungen über Primideale zu verallgemeinern und zu ver- 
vollständigen. Bekanntlich versagen die Dedekindschen Methoden in dem Falle, 


dass die Primzahl p ein Indexteiler der natürlichen Ordnung 
De ae 


ist. Bei meinen eben erwähnten Untersuchungen, wo ich speziell diese Prim- 
zahlen untersuche, treten gewisse Ausnahmefälle auf, wofür die Bestimmung der 


Primideale sich besonders schwierig gestaltet. Der Zweck der vorliegenden Ar- 





' Acta mathematica, Bd. 44, pp. 219—314. Diese Abhandlung wird im Folgenden mit a 
bezeichnet. 


19— 2454. Acta mathematica, 45. Imprimé le 16 juillet 1924, 
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beit ist zu zeigen, dass in jedem Körper solche Zahlen « des Körpers 
existieren, dass bei der Gleichung, welcher w genügt, solche Anomalien nicht 


eintreten können. 


Sar, 


Es sei 


fe) = pi (x) . ps (w)"*. . . ps) (mod p) | (3) 
die Primfunktionzerlegung von f(x) (modp), wo die Primfunktion 9;(x) allge 
mein vom Grade m; ist. 


Dann ist immer eine Idealzerlegung 


a dieu (4) 


möglich, wo keines der Ideale a; Einheitsideal ist. Diese Ideale sind ausserdem 


alle zu einander relativ prim und durch 


u = (p, 9:9“) 
bestimmt.’ 

Um nun aus (4) die Primidealzerlegung von p zu erhalten, muss man 
die Ideale a; in ihre Primidealfaktoren zerlegen. Dies geschieht nun in der 
Weise, dass man für jeden Primfunktionteiler 9; (x) von f(x) (modp) eine Ent- 
wicklung (p, gi (x)) bildet. 

Es sei g(x) eine beliebige Primfunktion, welche (mod p) in f(x) aufgeht, 


also etwa 

S (x) = p (x). y (x) (mod p), (5) 
wo 
= w (x) = 0 (modd p, y (x)) 


Man kann nun immer f(x) in der Form 
t 
flo) = D pri Que). pa) (6) 
i=1 


darstellen, wo die Polynome @;(x) höchstens vom Grade m—ı sind. Wenn dann 


auch die Exponenten a; so gewählt werden, dass (wenn @;(x) # o ist) 





! Man sehe a. p. 265. 
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Qi (x) = 0 (mod p) 


ist, wird die Summe (6) eine Entwicklung (p, p(x)) von f(x) genannt. 

Zu den Gitterpunkten («;,t—i) kann man ein Newronsches Polygon kon- 
struieren, das im Punkte (0, 0) anfängt und im Punkte (¢, «) seinen Endpunkt hat. 

Wegen der Kongruenz (5) folgt, dass es in diesem Polygone gewiss Seiten 
gibt, welche oberhalb der X-Achse liegen müssen. Die erste Seite des Polygons 
wird aber im allgemeinen mit der X-Achse zusammenfallen können. Die Gesamt- 
heit der Seiten, welche nicht mit der X-Achse zusammenfallen, bilden zusam- 
men ein Newtonsches Polygon, das ich das Hauptpolygon der Entwicklung (p, p (x)) 
nenne.! 


Die Seiten des Hauptpolygons werden mit 


Cuan 


bezeichnet, wo die Seite S; die Projektionen /; und h; auf die X-Achse bzw. 
Y-Achse besitzt. Die Grössen /; und h; sind beide ganze rationale Zahlen, und 
es soll 
br 8A; 
hi; == sf. ki 


gesetzt werden, wo À; zu x; relativ prim ist. 

Bezeichnet man mit w;(x) die Summe der Glieder in der Entwicklung 
(p, p(x)), wofür die entsprechenden Punkte auf der Seite S; liegen, so wird yj (x) 
die Form 


vole) = pla. PR le) plaie + Open p ar + lo. paar. 
+... t+ Q0,,4.2,(8).9%) 


haben, wo die Exponenten « und 8 gewisse ganze rationale, positive Zahlen 
bedeuten und ebenso y eine ganze rationale Zahl ist. | 


Setzt man hier 


so ist 








1 Man sehe a. Kap. II. § 2. 
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pi (x) = Re, o (x). 9 (x) + Ri,1(x). px). pr +. + Ri, e, (x). pr, 
Da nun allgemein 


Rj, 0 (x) = Ri-1,,_, (x) & 0 (modd p,  (z)) 


ist, kann man ein Polynom A;(x) von höchstens (m—ı)'m Grade so bestimmen, 


dass 


Ri,o(x). Ai(x) = 1 (modd p, p(x)). 
Dann heisst das Polynom 


fi) = q (a + Sala) pla 4 pri + +8 la) ph; (7) 


Sis (x) = Ri, s(x). Ai (x) (modd p, p (x)), 


der Faktor der i!" Seite in der Entwicklung (p, ¢ (z)). 

Das Polygon (p,g(x)) von f(x) ist gleich der it" Seite S;; die Koeffizien- 
ten S;,,(x) kann man ausserdem (modd p,p(#)) reduziert annehmen, d. h. sie 
sollen höchstens vom Grade m—I sein. 

Wenn nun zwei Polynome g(x) und h(x) dasselbe geradlinige Polygon L 


besitzen, so sagt man 


g (x) = h(x) (mod L), 


wenn in der Differenz g(x)—h() alle repräsentierenden Punkte oberhalb Z liegen. 
Den Faktor der it? Seite kann man dann eindeutig in Primfaktoren (mod S;) 
zerlegen, so dass man 


hat, wo 


(à 


PO) = po)" 4 + SM (a). paper (d) 


ein Polynom bedeutet, wofür das Polygon (p, p(z)) eine Gerade mit der Neigung 

= ist, und ausserdem soll /\ (x) (mod S;) érreduzibel sein, womit man bezeichnet, 

dass Te (x) nicht kongruent dem Produkte zweier Polynome sein kann, welche 
Ki 


geradlinige Polygone von der Neigung 1. besitzen. 
L 
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Setzt man 


so folgt aus (7) 


fi (2) 


pli = yfi + Si 1(x) yATI+ Zar TOP se (x) alt (a y) À 


Wenn dann /;(x) die Zerlegung (8) (mod S;) besitzt, besteht auch eine Zerlegung 
F(x, y) = vi (x, y) WP (wy)... wir, y) (modd p, plx), 


wo y als unabhängige Variable betrachtet wird. Hier ist wW(x, y) (modd p,p(x) 
irreduzibel und ausserdem 








PO yp (2, 224) 


pi # pri 


Die Primfunktionzerlegungen (8) der Faktoren der Seiten spielen nun fiir 
die Primidealzerlegung von p im Körper P(#) eine sehr wichtige Rolle, indem 
man nämlich folgendes beweisen kann: 

Wenn die Primfunktionzerlegung von f (x) (mod p) durch (3) gegeben ist, so 
war, wie früher bemerkt, 


DEAR ers (le 


mit a = (p, pi (9)“). 
Um nun ein Ideal a = (p, 9 (9)’) weiter zu zerlegen, bestimmt man für die 
Primfunktion (x) die Entwicklung (p, 9 (z)) von f(x). Dann ist mit den frühe- 


ren Bezeichnungen 


EPS Pa Pie 
wo keines der Ideale P; das Einheitsideal ist und diese Ideale ausserdem alle 
zu einander relativ prim sind. 

Die Primfunktionzerlegung von f; (x) (mod $;) sei nun durch (8) gegeben, wo 
erstens vorausgesetzt werde, dass alle Primfunktionen ji (x) von einander verschieden 
seien. Wenn dies für alle Polygone (p,p(x)) und alle Seiten S; dieser Polygone 
der Fall ist, so hat das Ideal P; die Primidealzerlegung 
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P=p.p...p), 
wo das Primideal p/ den Grad ef .m hat, also Np = pm ist, 


Wenn zweitens nicht alle Primfunktionen in (8) verschieden sind, also etwa 


; ; , j . (7) 
fila) =f (we. FO (a)... fe (x); (mod S;), 
so ist auch 
P,= PO, PO... pw 
~ i 


Ca 


eine Idealzerlegung von P;, wo keines der Ideale P/ das Einheitsideal ist und 
diese Ideale alle zu einander relativ prim sind, sie brauchen aber nicht Primideale 
zu sein. 

In meiner oben zitierten Arbeit (a) habe ich auch Ausdrücke für die Prim- 
ideale pŸ und im allgemeineren Falle für die Ideale P\) als grösste gemeinsame 

Faktoren für Hauptideale angegeben. Die Primidealzerlegung der Primzahl p 

kann daher vollständig bestimmt werden, wenn man nur eine ganze primitive 
Zahl 6 des Körpers bestimmen kann, so dass in der Gleichung, welcher 9 genügt, 
für alle Seiten der Polygone (p, 9 (x)) die entsprechenden Faktoren der Seiten 
keine mehrfache Primfunktionen besitzen. 

Es sei f(x) = o die Gleichung, welcher eine ganze Zahl des Körpers genügt. 
Diese Gleichung soll im Folgenden regulär in Bezug auf die Primzahl p heissen, 
wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt: 


1) f(x) soll irreduzibel und vom Grade » sein. 

2) Wenn g(x) eine Primfunktion (mod p) ist, welche (mod p) in f(x) auf- 
geht, so sollen in dem Hauptpolygone (p, y (x)) die Faktoren der Seiten 
S; nie mehrfache Primfunktionteiler (mod S;) besitzen. 


Die Bestimmung der Primidealzerlegung der Primzahl p ist demnach auf die 
Bestimmung einer regulären Gleichung in Bezug auf p zurückgeführt. Es soll 
im Folgenden nachgewiesen werden, dass es in jedem Körper und für jede Prim- 
zahl reguläre Gleichungen gibt. 

Weiter soll bewiesen werden, dass man diese regulären Gleichungen von 


einer speziellen Form annehmen darf. 
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S 2. 
Es sei in P (9) 
p=pr. py... pr (10) 


die Primidealzerlegung der Primzahl p, wo allgemein 


N pi = pri 
und folglich 
mt. + em =n. (11) 
Ieh setze nun zunächst 
p=Ÿ.P, (12) 


wo das Ideal P nicht durch das Primideal p teilbar ist; weiter wird 


Np =p” (13) 
angenommen. 


Dann genügen alle ganze Zahlen 4 des Körpers der Kongruenz 
jp" — 1, = 0 (mod p), (14) 


und da es nach (13) p” inkongruente Zahlen (mod p) gibt, so hat die Kongruenz 
(14) ebenso viele Wurzeln wie der Grad p” der Kongruenz. Weiter ist aber auch 


a?" —x (mod p) 


kongruent dem Produkte aller Primfunktionen (mod p), deren Grade Teiler von 
m sind. Wenn daher (x) eine beliebige Primfunktion mt Grades bedeutet, so 
ist folglich 


nN 


‘—7 =o (x). ® (x) (mod p), 


xP 


wo ®(x) ein Polynom vom Grade p”—m bedeutet. 
Nach (14) ergibt sich dann auch 
(a). D(4)= 0 (mod p) 
für jede ganze Zahl des Körpers. Da aber eine Kongruenz nicht mehr in- 


kongruente Lösungen besitzen kann, als ihr Grad angibt, so zeigt dies, dass es 
m ganze, für den Modul p inkongruente Zahlen 


Oy, gy». Cn 
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des Körpers gibt, so dass 
p (ai) = 0 (mod p) (CET, 2, ey mie 
Es sei nun « eine beliebige dieser Zahlen. Wenn dann 8 = R (a) eine ganze 
Zahl des Körpers ist und R(a@) ein Polynom in «, so kann # nur dann durch 


p teilbar sein, wenn 


R (x) = 0 (modd p, p (x)). 
Sonst könnte man nämlich die Polynome À (x) und B (x) so bestimmen, dass 


A(x).p(x)+B(x).R (x) = I (mod p), 
woraus für æ — « 
B (a). R (a) = 1 (mod p) 
folgt. 
Die Zahl @ war also eine Lösung der Kongruenz 


p (x) = 0 (mod p). 
Es soll nun gezeigt werden, dass man dann aus @ immer eine Lösung a, der 
Kongruenz 

p (x) = 0 (mod p") (15) 
herleiten kann, derart dass 


an = a (mod »). (16) 


Es wird angenommen, dass dies für alle Exponenten bis h—1 bewiesen worden 


sei; dann soll gezeigt werden, dass, wenn @—1 eine Wurzel der Kongruenz 
gy (x) = 0 (mod p#—1) (17) 


mit @,—1=a(modp) ist, man daraus eine Wurzel «, von (15) berechnen kann, 
wofür (16) gilt. 
Ich beweise zunächst, dass 


p'(an-1)=p' (a) € 0 (mod p) 


ist. Dies folgt leicht daraus, dass eine Primfunktion (mod p) immer (mod p) zu 
ihrer Derivierten relativ prim ist. Man kann nämlich dann die Polynome A (x) 
und B(x) so bestimmen, dass 


A (x). (x) + B(x). g'(w)=x (mod p), 
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und für £=« folgt daraus 
B(a).p'(a)}=1 (mod p), 


d. h. g'(a) kann nicht durch p teilbar sein. 
Dies zeigt, dass man die Kongruenz 


(18) i (an-1)+y.p'(ar-1)=0 (mod p*) 


immer lösen kann, und da g(a,_ı) nach (17) durch p’ teilbar ist, muss auch die 
Wurzel y der Kongruenz (18) mindestens durch p’! teilbar sein. 
Die ganze Zahl 


Ch —= Apa + 
ist dann eine Wurzel der Kongruenz (15). Man hat nämlich 
(10) p (ena + y)=len—1) +7 p'(œn-1) + Ay (an) + PR 


Hier sind die Zahlen 
plana). CE 





wie man leicht einsieht, alle ganz, und da y” durch p?””? teilbar ist, sind die 
Glieder 


9 


3 
a p” ir gh a): 
sicher durch p” (h>2) teilbar. Es ist daher nach (19) und (18) 


p(en)=p (ani + y)= (ena) +A-p' (an—1)=0 (mod pr). 
Weiter ist 


an = @n-1=@ (mod p). 


Es ist folglich bewiesen, dass man immer eine ganze Zahl « des Körpers 
bestimmen kann, so dass g(a) durch p” teilbar wird, wobei h beliebig angenom- 
men werden kann. . 

Diese Zahl « kann man aber auch so wählen, dass für ein gegebenes h die 
Zahl g(a) genau durch p*, d. h. durch p” aber nicht durch p**! teilbar wird. 

Wenn dies nämlich fiir « nicht der Fall ist, so muss g («)=o (mod p#*1) sein. 
Man setzt dann a,=a+, wo die ganze Zahl 8 genau durch p* teilbar ist, und 
so folet 

20— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 16 juillet 1924. 
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oe)... 
2 





pla) = (a) +8 y (a) +e 
woraus . 
pla;)=8:p'(a)<o (mod pt). 

Es seien nun 


Pis Pos. Ps 


diejenigen Primidealteiler von p, deren Grade gleich m sind, wofür also NB,—p". 


Weiter soll p durch p/” teilbar sein. Den Zahlen 
ARR A 
kann man dann eine andere Reihe von positiven, ganzen rationalen Zahlen 


ehe 


2 


so zuordnen, dass allgemein h; zu e; relativ prim ist. 
Nach den eben durchgeführten Hilfsuntersuchungen kann man nun, wenn 
g(x) eine beliebige Primfunktion (mod p) vom Grade m bedeutet, die Zahlen 


dr, Caves are 


so bestimmen, dass 
p(«)=o (mod p,) BT, 2) eet 
und weiter auch so, dass 
p(«)=o (mod p;") 


pla)=0 (mod p7) 


Die ganze rationale Zahl h wird nun beliebig fest angenommen, jedoch so, 


dass À grösser als alle Ah; ist: : Dann sind die Kongruenzen 
9=a; (mod p;) (=1,2,...9) 
immer lösbar, und da 
y (I)=q (ai) (mod p") oe Ge pa el 


so folgt wegen (20), dass auch 
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h; 
p(9)=0o (mod p;‘) 


p (F) 0 (mod pr rd) 


ist. 
3 3 
Ich schreibe nun die Primidealzerlegung (10) von p in der Form 
P— Am, Am," Ams > 


wo das Ideal an, die Primidealzerlegung 


rm; 2m; er,,m; : 
Ce ER PR ER SRE Gr, 21.044 (21) 
besitzt, wo alle Primideale p;,,, den Grad m; haben. 
Zu den Zahlen 
Bi ws Ellen a, Cry, sey (7 Sire ee 


kann man eine andere Reihe von positiven, ganzen rationalen Zahlen 
hi, mj he, mj “Vays hr, m; 


so bestimmen, dass immer hj,m, Zu &,m, relativ prim ist und ausserdem 


hı » My ho, m; hy, m; 
petatenipingey ram (22) 
é1, m; €2, Mi er; m; 





was offenbar immer möglich ist. 


Es sei nun 


Pi (x), Po (x), ... pa (a) 


eine Reihe von Primfunktionen (mod p) derart, dass g; (x) vom, Grade mi ist. 


Nach § 2 ist es dann immer möglich, ganze Zahlen des Körpers 


Dida Meo 


so zu bestimmen, dass 
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aber auch 


pi (Fi) #0 (mod bj Köl) (J==I, 27. + 14) CT 


j, M; 
Die Zahl H wird nun grösser als alle Zahlen 
JG, m, (j=1, 2,...n) CUS 
gewählt. Da dann CE 
A:=(Pı,m, Daum; + Pr; my)? (.= 1, 2,0 
alle zu einander relativ prim sind, so sind die Kongruenzen 
0= 3; (mod Aj) Vet 2) 


sicher auflösbar. Für die ganze Zahl 9 hat man dann 


pi (9) = pi (Fi) (mod Aj) Toren 
und folglich ist die Zahl 
pi (6) FT, s) 
durch die Ideale 
Dj, m; (j= 1, 2,...7) 


genau in der Potenz hj, m, teilbar. 


Es wird nun die Gleichung 


vical we. 


gebildet, welcher die in dieser Weise bestimmte Zahl @ genügt, und es soll gezeigt 
werden, dass diese Gleichung eine reguläre Gleichung in Bezug auf die Primzahl p 
sein MUSS. 


Die Primfunktionzerlegung von F(x) sei durch 
F (a) = #,(x)". W(x)” ... (x) (mod p) 


gegeben. Man kann dann zunächst zeigen, dass unter den Primfunktionen #; (z) 


alle Primfunktionen gi (x) vorkommen müssen. Es ist nämlich 


'P, (0)" . 7," ... #(8)*=0 (mod p) 
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und folglich das Produkt 
IT (6) =P, (0) "P3 (6)... P.(6) 


durch alle Primidealteiler von p teilbar. Nun kann aber eine Zahl 17(0) nur dann 


durch den Primidealteiler p von p teilbar sein, wenn 
IT (x) = 0 (moda p, 9 («)), 


wo g(x) die Primfunktion (mod p) ist, wofür (9) = o(modp). Daher muss 
II (x) (mod p) durch alle Primfunktionen 9; (x) teilbar sein. 


Man kann darum 
Bx): or. op (2)%....9:(2)%s. Q (x). (mod p), (23) 


schreiben, wo Q(x) ein Polynom ist, das durch keine der Primfunktionen go; (x) 
(mod p) teilbar ist. Weiter sind alle a; grösser als Null. 
Man bilde dann die Polygone (p, plx) für F(z). Da nun w;(6) durch 


hj, m; . . : 
p,’ my teilbar ist, folgt nach Satz 26 (a), dass es in dem Hauptpolygone (p, gi (&)) 
sicher eine Seite mit der Neigungszahl 
hj, mj 4 
en Ver, Fb 74) (24) 
ej, m; 


gibt. Da weiter hj,m, zu @,m, relativ prim ist, muss diese Seite eine Projektion 
auf die X-Achse besitzen, deren Länge ein Multiplum von e;,», ist, also etwa 
&j,m;: €j,m;- Da weiter keine andere Neigungszahlen als (24) vorkommen können, 


da sonst 9;(9) nach dem eben zitierten Satze auch durch andere Primidealteiler 
von p als 


Pi, my) P2, m; sae Pr; m; 


teilbar würde, so muss nach (23) die Gesamtprojektion des Hauptpolygones (p, qi (&)) 
auf die X-Achse gleich a; sein, folglich 


Ty 
j=1 


und daraus folgt 


Dani D mi DE, mi. Gm; (25) 
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Wenn nun F(x) den Grad N hat und q den Grad von @(x) bedeutet, so ist 


nach (23) 


N=q+ > am, 


i=1 
und die Gleichung (25) ergibt dann 
8 Ti 
N=q+> mi D Ej, my, my (26) 
| i=1. je 
Da aber nach (21) 
Te, 
N (ai) = am , 
so ist 
8 TG 
2 Mg 2 tj,m; 
Naht’ wo 
also 
8 ri 
nm 2 mi Ne Mm; 
fe y=1 


und folglich, da ej, m,= I, 


1% 8 up) 


8 


= 


o, 
I 
ru 


wo das Gleichheitszeichen nur dann richtig ist, wenn alle ej, »,—1 sind. Dann 


ergibt sich aus (26) 


Neon 


und da N=n vorausgesetzt werden kann, erhält man g=o und 


also alle ¢,m,=1. F(x) wird also irreduzibel und vom Grade n. 


Aus q=o folgt Q(x)=ı und daher 
Fx)= (x)™. pel)... ps(@)“ (mod p). 
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Da immer ej, m,=1 ist, wird weiter das Polygon (p, qi (x)) aus 7; Seiten be- 


stehen, welche die Projektionen 
€1, my €2, mja + + + r,,m; 


auf die X-Achse besitzen, während die Projektionen auf die Y-Achse gleich 
hi, My» ha, MEIN hr, m; 


sind. Da e;,», zu hj,m, relativ prim ist, werden die Faktoren aller Seiten sicher 


für diese Seiten irreduzibel, und können daher keine mehrfachen Primfunktionen 
für diese Seiten enthalten. 

Die Gleichung F(x)=o ist folglich regulär in Bezug auf p. 

Man sieht weiter ein, dass man immer eine solche reguläre Gleichung des 


Körpers bestimmen kann, dass die Faktoren der Seiten alle irreduzibel sind. 
Wenn eine Seite die Neigungszahl ; hat, so kann man die reguläre Gleichung 


auch so wihlen, dass der Faktor dieser Seite von der Form 


gp’ (x) + Q(x) . p* 


wird, wo Q(x) ein Polynom von höchstens (m—1)*™ Grade ist. 


$ 4. 


Man kann folglich immer für die Untersuchung eines algebraischen Körpers 
eine reguläre Gleichung in Bezug auf die Primzahl p zu Grunde legen, und in 
diesem Falle gestaltet sich die Bestimmung der Eigenschaften der Primzahl p 
besonders einfach. 

Wenn die Primfunktionzerlegung der regulären Gleichung f(x)—0 durch (3) 
gegeben ist, so gibt (4) eine Idealzerlegung von p an. Wenn weiter durch (8) 
die Primfunktionzerlegung des Faktors der 2** Seite in der Entwicklung (p, y (x) 
von f(x) gegeben ist, so hat das Ideal a die Primidealzerlegung 


AFP Be (pp). By)... py BE?) 


wo der Grad des Primideals pl) gleich m. ef ist. 
Durch das Dedekindsche Kriterium* kann man immer bestimmen, wann eine 


4 DEDEKIND, R.: Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie 
der höheren Kongruenzen. Göttinger Abhandlungen. 1878. § 2. 
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vorgelegte Primzahl p ein Teiler der Körperdiskriminante, aber kein Teiler des 
Index ist. Unter Anwendung von Polygonen kann man das Dedekindsche Kri- 
terium foleendermassen aussprechen: 

A. Die Primzahl p ist ein Teiler der Körperdiskriminante, aber kein Teiler 
des Index dann und nur dann, wenn alle Polygone (p, p (x)) von f(x) geradlinig sind 
und für diese Geraden entweder h,=1 oder 1,=1 cst. 

Wenn die Gleichung f(x)=o in Bezug auf p regulär ist, kann man auch 
ein einfaches Kriterium für Indexteiler angeben. Soll nämlich p ein Teiler des 
Index, aber kein Teiler der Körperdiskriminante sein, so kann in der Primideal- 


zerlegung von p kein Primidealteiler mehrfach vorkommen. Folglich müssen alle 
A; gleich I sein, und daher sind alle Neigungszahlen 7 ganz. 
i 


Man kann daher den folgenden Satz aussprechen: 
B. Wenn f(x)—o eine reguläre Gleichung in Bezug auf p ist, so ist die 
Primzahl p dann und nur dann ein Teiler des Index, aber kein Teiler der Körper- 


diskriminante, wenn in sämtlichen Polygonen (p, p(x)) alle Neigungszahlen 7 ganz sind. 


Dabei ist natürlich vorausgesetzt, dass in der Primfunktionzerlegung (3) 
von f(x) mehrfache Primfunktionfaktoren (mod p) vorkommen, d. h. dass die 
Primzahl p ein Teiler der Diskriminante der Gleichung /(x)=o ist. 

Wenn f(x) nicht regulär ist, so ist die Ganzzahligkeit aller Neigungszahlen 


hi : : à LE : = : 
I zwar eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung dafür, dass p ein 
) 


Teiler des Index, aber kein Teiler der Körperdiskriminante ist. 

Wenn f(x) regulär und die Primzahl p ein Teiler der Diskriminante von 
f(x) ist, und keiner der Fälle A oder B eintritt, so ist die Primzahl p ein 
gemeinsamer Teiler des Index und der Körperdiskriminante. 


NOTICE SUR LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES. 


PAR 
PAUL APPELL 


à PARIS. 


La Notice publiée par Lebon chez Gauthier-Villars, en 1910, dans la 
collection Savants du Jour, donne un exposé méthodique et complet tant de ma 
biographie que de mes écrits jusqu'à la date de l'ouvrage. On y trouvera à 
la Section II, relative à l'Analyse mathématique, la reproduction du Rapport 
d’Hermite sur mon mémoire couronné des Acta; à la Section III relative à la 
Géométrie un extrait du rapport de Gaston Darboux sur mon Mémoire sur les 
Déblais et Remblais; à la Section IV relative à la Mécanique et à la Physique 
mathématique une analyse des trois premiers volumes de mon Traité de mécanique 
rationnelle, auxquels vient s'ajouter après la Guerre un quatrième volume sur les 
figures d'équilibre relatif d'une masse liquide soumise à l'attraction newtonienne de 
ses particules et tournant autour d'un axe de direction fixe passant par son centre de 
oravité, ce mouvement étant d'ailleurs le seul possible, même pour une masse 
hétérogène, comme je l'ai montré dans une Note insérée aux Comptes rendus de la 
Séance de l’Académie du 21 juillet 1924 complétée par un article qui paraîtra 
dans les Acta; enfin dans les sections V et VI des publications relatives à l'Histoire 
des Sciences, à l'Education et à l’Enseignement. La collection Lebon renferme 
d’ailleurs, en citant les seuls mathématiciens, des notices sur MM. Henri Poincaré, 
Gaston Darboux, Emile Picard. 

Pour répondre au désir de mon confrère M. Mittag-Leffler, je vais exposer 
les principales questions que j'ai étudiées, en donnant les indications indispensables 
pour que cet exposé ne soit pas une simple nomenclature, faisant double emploi 


avec les notices précédentes. 
21—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 27 avril 1925. 
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La plupart de mes premiers Mémoires se rapportent à l'Analyse infinite- 
simale et à la Géométrie: j'ai été ensuite amené, par mes fonctions de Pro- 
fesseur de mécanique à la Sorbonne, à m'occuper de Mécanique rationnelle. 
J'ai toujours eu peu de gout pour le développement des théories générales 
et jai plutôt recherché les questions précises et limitées pouvant ouvrir des 
voies nouvelles. Faut-il approuver ou critiquer cette disposition d'esprit à 
traiter de préférence un cas particulier simple et a en laisser de côté la géné- 
ralisation? Quoiqu'il en soit, on reconnaitra, dans ce qui suit, bien des exemples 
de cette tendance. Il en est résulté que je me suis occupé de sujets variés qu'il 
est parfois difficile de ramener à un même point de vue. J’exposerai d'abord 
les travaux d'Analyse, puis ceux de Géométrie, enfin ceux de Mécanique. Il 
m'arrivera de citer des noms de mathématiciens qui ont traité ou continué cer- 
taines théories. Mais que les auteurs non cités me pardonnent; je ne puis faire 


de cet exposé une histoire des questions qui sont traitées. 


Analyse mathématique. 


En analyse, je me suis occupé de la théorie générale des fonctions d'une 
variable complexe, en particulier des fonctions uniformes sur une surface de Riemann 
avec ou sans coupures, des applications à quelques fonctions particulières telles 
que les fonctions elliptiques, les fonctions eulériennes et analogues, les fonctions 
périodiques générales, puis de la théorie des équations différentielles tant au 
point de vue des propriétés des intégrales que de la formation et de la signification 
des invariants; j'ai donné les premiers exemples de la détermination d'une singu- 
larité d'une fonction d'après son développement en série entière; enfin J'ai étudié 
quelques développements en série particuliers conduisant à des suites de poly- 
nomes dont l’une a servi de base à d'importants travaux de M. Pincherle. 

Dans leurs recherches sur les polynomes électrosphériques, MM. Guillet et 
Aubert! ont rencontré des séries procédant suivant les inverses de polynomes 
donnés. Je me suis proposé d'étudier, d’une façon générale, ce genre de déve- 


loppements dans divers articles. 





! Comptes rendus, t. 155, 1912, p. 139, 204, 708, 820. 
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Je me suis attaché à franchir, sur certains points, le passage difficile entre 
la théorie des fonctions d'une variable et celle des fonctions de deux ou plusieurs 
variables; c'est à cet ordre d'idées qu’il faut rapporter la découverte des fonctions 
hypergéométrique de deux variables et des équations aux dérivées partielles cor- 
respondantes, l'étude des polynomes qui s'y rattachent et leur application au 
calcul approché des intégrales doubles; la théorie des fonctions méromorphes 
quadruplement périodiques de deux variables et leur expression directe par des 
quotients de fonctions ©; la théorie des fonctions méromorphes de deux variables 
à trois ou deux paires de périodes; l'étude des fonctions de deux variables 
quadruplement périodiques de troisième espèce avec des singularités essentielles; 
la détermination des coefficients des développements des fonctions abéliennes 
en séries trigonométriques par des intégrales de fonctions à multiplicateur; 
Vindication d’une méthode pour poser le problème de l’inversion des intégrales 
doubles; l'étude des fonctions harmoniques de trois variables réelles, la classification 
de leurs singularités, l'extension du théorème de M. Mittag-Leffler à ces fonctions; 
l'application des théorèmes généraux aux fonctions harmoniques admettant un, 
deux ou trois groupes de périodes; les développements en séries trigonométriques 
de ces dernières fonctions dont les applications sont nombreuses en physique 
mathématique; la généralisation des polynomes d’Hermite et de Didon; la 
définition des polynomes de Bernoulli a deux variables et enfin l'introduction 
des fonctions de Bessel à plusieurs variables. Ces méthodes et ces résultats quoique 
exposés pour des fonctions de deux ou trois variables peuvent être étendus à 
des fonctions d'un nombre quelconque de variables. 

Entrons maintenant dans quelques détails. 


Théorie des fonctions d’une variable. 


Développements en série d'une fonction holomorphe dans une aire limitée 
par des arcs de cercle. — Le théorème de Cauchy donne le développement en 
série entière d'une fonction holomorphe dans l'intérieur d'un cercle; celui de 
Laurent, le développement d'une fonction holomorphe dans l'aire comprise entre 
deux circonférences concentriques. Je considère (15, 16, 17)', d'une manière géné- 


rale, une aire S limitée par des arcs de cercle tournant tous leurs convexités vers 








! Les numéros placés entre parenthèses correspondent à la table bibliographique placée à la 
fin de cette Notice. 
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l'intérieur de l'aire, et ayant pour centres respectifs les points «,,@,...,@n, et 
je démontre que toute fonction f(x) holomorphe dans cette aire est développable 


en une série de la forme 


convergente en tous les points de l'aire. Mais cette série a, de plus, la propriété 
suivante: elle converge encore en tous les points de l'aire indéfinie située a 
l'extérieur de tous les cercles, et sa somme est alors égale à zéro. Voila done un 
développement qui est convergent en deux parties du plan séparées l’une de l'autre, 
et qui, dans une des parties, a pour somme f(x) et dans l’autre zéro. C'est 
Weierstrass qui a signalé le premier ce fait singulier sur un exemple qui se pré- 
sente dans la théorie des fonctions elliptiques; après lui, Tannery en a donné un 
exemple beaucoup plus simple. On voit que notre méthode, trés générale, permet 
de représenter toute fonction analytique uniforme par un développement de ce 


genre, dans une aire choisie convenablement. Par exemple, la série (17) 











I Ur I och | pale I «| 
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a pour somme I dans une partie du plan et zero dans l'autre. On conclut de 
là un moyen de former une série de fractions rationnelles, convergente dans 
plusieurs aires séparées, et représentant une fonction jf, (xz) dans une des aires, 
une autre fonction f, (x) dans une autre des aires, et ainsi de suite, de sorte que, 
dans chacune des aires, la série représente une fonction différente. On peut faire 
(18), sur les développements de ce genre, cette remarque que, si les cercles limi- 
tant l'aire S n'ont aucun point commun, le développement en série, par notre méthode, 
nest possible que d'une manière; c'est ce qui arrive dans les théorèmes de Cauchy 
et Laurent; sz, au contraire, deux ou plusieurs de ces cercles se coupent ou seule- 
ment se touchent, le développement est possible d’une infinite de manières. Par 
exemple, si le cercle de centre a, a un point commun avec un autre cercle limite, 
on peut prendre arbitrairement certains des coefficients correspondants en nombre 
aussi grand qu'on le veut. 

Il est possible de généraliser considérablement ces résultats et de former le 


développement d'une fonction f(z), holomorphe dans l’aire S limitée par des ares 
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de cercles de centres a@,,a,,...,@n, en série de la forme 


k=n v=00 

> D nt, 

k=1 v=0 da” 
ou w(x) désigne une fonction uniforme donnée qui a pour pôle simple le point 
æ—0, et qui possède d'autres pôles quelconques en nombre fini ou infini. En 
général, ce développement est encore convergent dans des aires autres que S, et 
représente dans ces aires des fonctions entièrement différentes de f(x): j'examine 
les divers cas qui peuvent se présenter, et dont la discussion ne saurait trouver 
place ici. Je me borne à dire que des cas particuliers dignes d'intérêt sont ceux 
H' (x) 
A(x) 


J'ai formé par un procédé analogue des développements en série, propres à 





qui consistent à prendre pour w (zx) la fonction cotx ou Z (x) = 


représenter une fonction holomorphe dans une aire limitée par des arcs d’ellipse 
et, comme cas limite, par des segments de droites. J’en conclus une forme de 
développement en série pouvant représenter, pour toutes les valeurs de la variable, 
l'intégrale générale d’une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont 
uniformes et ont un nombre fini de points singuliers; car cette intégrale est holo- 
morphe à l'extérieur d'un contour fermé infiniment rapproché de la ligne brisée 


obtenue en joignant par des droites les points singuliers dans un ordre quelconque. 


Fonctions d'un point analytique. — Le célèbre Mémoire de Weierstrass sur 
les fonctions analytiques uniformes (Mémoires de l’Académie de Berlin, 1876) a 
été le point de départ d’un grand nombre de travaux sur la théorie des fonctions. 

Je me suis proposé (2,3) de traiter, suivant les idées de Weierstrass, la 
théorie des fonctions uniformes d’un point analytique: voici ce que l’on entend par 
cette dénomination. Soit F(x,y)=o une équation algébrique irréductible repré 
sentant une courbe d'ordre m et de genre p; on appelle point analytique (x, y) 
le système des deux nombres formé par une valeur quelconque attribuée à x et 
par une des m valeurs correspondantes de y. Une fonction de la variable x sera 
dite fonction uniforme du point analytique (x, y) si cette fonction n'a qu'une valeur 
en chaque point (x, y); telle serait, par exemple, une fonction rationnelle de x et 
y. Si l'on convient, avec Riemann, de représenter le point (x,y) par un point 
d'une surface composée de m feuillets superposés, la fonction sera uniforme sur 
cette surface. J’étends d'abord à ces fonctions la notion de pôles et de points 


singuliers essentiels, puis je donne l'expression générale d'une de ces fonctions 
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avec un nombre fini de points singuliers, pôles ou points singuliers essentiels. 
L'élément analytique à l'aide duquel nous exprimons ces fonctions est l'intégrale 
abélienne normale de seconde espèce attachée à la courbe F(x,y)=o. Cette inté- 
orale est, comme l'on sait, une fonction du point analytique (x, y) finie partout, 
excepté en un point v=, y=” où elle devient infinie du premier ordre avec un 
résidu égal à l'unité; je la désigne par Z (§, 7), en mettant ainsi en évidence le 
point (&,7) où elle devient infinie. Cette fonction Z(&, 7) est une fonction ration- 
nelle du paramètre ($,n) ayant pour pôles les points critiques et les points (x, y) 
et (x), Yo), ces derniers avec des résidus —ı et +1, comme il résulte du théorème 
sur l'échange du paramètre et de l'argument dans les intégrales de troisième 
espèce. Elle joue, dans cette théorie, le même rôle que la fonction re 
0 
dans la théorie des fonctions uniformes de x. Ainsi l'expression générale d'une 


fonction f(x, y), ayant le seul point singulier (a, b), est 





fle N= lt. + D 


y=1 


ZT (a,b), 


où ZH (En) désigne la dérivée d'ordre (y—1) de Z(£,n) par rapport à &, et 


cette expression est entièrement analogue à l'expression 





y= { a = : ) 
astres Ay — Aa 
Far) -> I: 20.9 1) dad 


v=1 





d'une fonction uniforme f(x) ayant le seul point singulier a. Comme dans la 
théorie de Weierstrass, une fonction f(z, y) ayant plusieurs points singuliers est 
la somme de plusieurs expressions analogues a la précédente. 

Il y a cependant entre les deux théories une différence considérable qu'il 
importe de signaler en peu de mots: c'est que, dans les expressions que donne 
Weierstrass pour les fonctions uniformes d'une variable x, les coefficients des séries 
sont arbitraires, tandis que, dans les expressions des fonctions uniformes d'un 
point analytique (x, y), les coefficients des séries sont assujettis à vérifier p relations 
qu'il serait trop long d'indiquer ici. 

Nos formules se déduisent toutes par un procédé uniforme du théorème 


suivant : 
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Sr l'on forme, d'une part, la somme des résidus d'une fonction uniforme d'un 
point analytique ayant un nombre fini de points singuliers et, d'autre part, la somme 
des coefficvents de x”! dans les développements des m determinations de la fonction 
au voisinage du point ©, ces deux sommes sont égales. 


Passant ensuite à l'étude des fonctions qui ont une infinité de points sin- 
guliers, je démontre a leur égard un théorème qui est la généralisation de celui 
de M. Mittag-Leffler et qui permet de former une fonction uniforme du point ana- 
lytique (x, y) n'ayant d'autre point singulier essentiel que le point (a, b) et admettant, 
pour pôles, les points (a,,b,), avec des parties principales données d'avance, le point 
(av, by) étant assujetti à tendre vers (a,b) quand » croît indéfiniment. Comme je 
l'ai appris depuis par M. Mittag-Leffler, ce théorème avait été trouvé, mais non 
publié, par Weierstrass, avec qui je suis très honoré de m'être rencontré sur ce 
point. J’étends, de même, aux fonctions dun point analytique, la méthode de 
décomposition en facteurs primaires que Weierstrass a indiquée pour former une 
fonction uniforme avec des zéros donnés, et je suis conduit à l'expression géné- 
rale d'une fonction d'un point analytique admettant un seul point singulier essen- 
tiel et des zéros en nombre infini se rapprochant indéfiniment de ce point essen- 
tiel. Ces théorèmes généraux sur les fonctions uniformes d’un point analytique 
(x, y) conduisent, dans le cas particulier où le genre p est égal à l'unité, à des 
théorèmes sur les fonctions uniformes doublement périodiques. On peut alors 
exprimer x et y par des fonctions elliptiques d'un paramètre u, de sorte que 
toute fonction uniforme du point (x,y) devienne fonction uniforme de u, et réci- 
proquement. On arrive ainsi à étendre les théorèmes de MM. Weierstrass et 
Mittag-Leffler aux fonctions doublement périodiques à points singuliers essentiels 
dont MM. Hermite! et Picard” ont donné des expressions générales. 

La formule célèbre connue sous le nom d’integrale de Cauchy peut, de la 


facon suivante (2, 3), être étendue aux fonctions d'un point analytique: 


Tracons sur l’un des feuillets d’une surface de Riemann une courbe fermée C 
qui ne comprend dans son intérieur aucun point de ramification de la surface; soient 
F(a, y) une fonction du point analytique (x,y) uniforme et régulière sur toute la 
portion de la surface de Riemann extérieure à C, et (x, y), (xo, Yo) deux points de 


cette portion de surface, on a 





' Cours professe à la Faculté des Sciences. 


? Comptes rendus, novembre 1879. 
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l'intégrale étant prise le long de la courbe C. 


On déduit de cette formule des développements en série pour les fonctions 
d'un point (x,y) holomorphes dans une aire limitée par des ares de cercles, ana- 
logues à ceux que j'ai donnés (15) pour les fonctions uniformes sur une portion 
de plan. Lorsque le genre p—1, on obtient une formule digne d'attention rela- 


tive aux fonctions à deux périodes. 


Développements en série suivant les inverses de polynomes donnés. Con- 


sidérons une suite donnée de polynomes (20, 21, 22, 23) 
PIE, es Ll eo, 


dun degré marqué par l'indice, dans lesquels le coefficient de la plus haute 
puissance de « est égal à l’unité. Les racines du polynome P, (x) sont supposées, 
quel que soit », à l’intérieur d'un cercle fixe de centre O et de rayon déterminé 
R; autrement dit, ces racines, réelles ou complexes, ont leurs modules inférieurs 


à R. On a, des lors, pour [x|>R, 





teeth at Pin Des an 
Pr (8) oF (x4 x ve x? if 
serie convergente. Soit, d’autre part, 
C | 
Fila) #3 Ep hiteb ties + 


; y 2 JE. ; » dr JE 2 
une fonction développée en série suivant les puissances positives de = à l’exté- 


8 


rieur du cercle R. 
On pourra, par la méthode des coefficients indéterminés, calculer les coeffici- 
ents a, du développement 


ay da É, ! + An 








: : I 
en ordonnant les deux membres suivant les puissances de =. 
x 


Notice sur les travaux scientifiques. 169 


Ce développement n'est possible que d'une manière. Pour l'application du 











théorème de Cauchy, il est utile de connaître le développement de , avec 
Ie1>1»l. 
Posons alors 
I Qo Q, Ont 
ay Pyle) Ps (x) phe Hh P, (x) ne: 


les P, étant donnés, et calculons les coefficients Q, par la méthode générale 
précédente en écrivant 


2 

I ERNEUTEN? 
| 

XL —Y a x x 





RES TE 


on trouve Q,=1 et l'on voit que Q, est un polynome de degré » en y, que nous 

désignerons par Q,(y), dont le terme de degré le plus élevé est y”; les résultats 

obtenus pour le calcul des Q,(y) peuvent être résumés dans le théorème suivant. 
L'intégrale 

r= I Q» (x) 


LE 270 Ph+1(x) 
C 





aa 


prise le long de la circonférence C dans le sens positif, est égale à zero si v2n et 
à l'unité si v=n. 


Fonctions elliptiques. 


Théorie générale. — Abel et Jacobi ont représenté les fonctions elliptiques 
d'une variable x par le quotient de deux fonctions entières admettant chacune 
une des deux périodes et se reproduisant multipliées par une exponentielle liné- 
aire en æ quand on ajoute a la variable la deuxième période. En appliquant les 
principes de la théorie des fonctions posés par Weierstrass, on peut a priorr, 
d'une manière fort simple, arriver à cette expression des fonctions elliptiques (26). 

Soit f(x) une fonction doublement périodique d’une variable se comportant, 
en tous les points à distance finie, comme une fraction rationnelle. Cette fonction 
peut, d'après les résultats trouvés par Weierstrass, se mettre sous la forme du 
quotient de deux fonctions entières p (x) et w(x) n'ayant pas de zéros communs. 


Cette forme n'est pas unique, car on peut évidemment multiplier le numérateur 
22— 24654. Acta mathematica. 45. Imprimé le 27 avril 1925. 
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et le dénominateur par une même fonction entière n’ayant pas de zeros, c'est-à-dire 
par une exponentielle dont l’exposant est une fonction entière de z,e®. En 
disposant convenablement de cette fonction g(x) et s’appuyant sur d’importants 
résultats dus à Guichard (Annales de l'École Normale, 1887), on arrive à mettre 
la fonction elliptique f(x) sous la forme du quotient de deux autres fonctions 
entières @(x) et P(x), qui remplissent les conditions caractéristiques des fonctions 
d’Abel et de Jacobi et qui peuvent, par suite, être exprimées à l’aide des fonctions ©. 

Cette méthode est importante en ce qu’elle s'étend (56) et (58, 59) aux fonc- 


tions de deux variables à quatre paires de périodes. 


Expression nouvelle des fonctions elliptiques. — D'après les théorèmes 
généraux de la théorie des fonctions, on reconnaît a priori l'existence d'une in- 
finité de représentations analytiques d'une fonction méromorphe dans tout le plan, 
c'est-à-dire uniforme et n'ayant que des pôles a distance finie, ces représentations 
analytiques étant assujetties à donner la fonction pour toutes les valeurs de la 
variable. Si l'on se limite aux représentations qui donnent la fonction sous forme 
du quotient de deux séries convergentes pour toutes les valeurs de la variable, 
il existe encore une infinité de représentations différentes. Les plus simples sont: 
1° celle qui donne la fonction sous forme du quotient de deux séries entières, 
par exemple celle qui donne les fonctions elliptiques sous forme du quotient de 
fonctions ©; 2° celle qui donne la fonction sous forme d’une série unique mettant 
en évidence les pôles et les parties principales correspondantes, série qui est 
définie par le théorème de M. Mittag-Leffler. Plus généralement, en admettant 


que la fonction ait pour zéros les points 


GL DLP SANS TA 


et pour pôles les points 





la fonction P(z) ayant pour zéros une partie des points a, et pour pôles une 
partie des points b,; la fonction Q(z) ayant pour zéros les autres points b, et 
pour pôles les autres points a,. Ces deux fonctions P et Q sont, d'après le 


théorème de M. Mittag-Leffler, représentées par des séries convergentes dans tout 
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le plan. La seule difficulté qui se présentera et qui pourra être considérable sera 
de calculer les coefficients des séries et surtout ceux de la partie entière des déve- 
loppements. J'ai fait ce calcul pour les fonctions elliptiques (27) en prenant, pour 
Q(z), une fonction entière ayant pour zéros les pôles de la fonction situés dans 
une moitié du plan et, pour P(z), une fonction ayant pour pôles les pôles de la 
fonction situés dans l'autre moitié du plan. Ces recherches se rattachent à mes 
études (39) et (40) sur les fonctions que Heine a introduites comme une géné- 
ralisation des fonctions euleriennes I‘, et à des résultats que Poincaré a indi- 
qués dans ses Mémoires sur les invariants arithmétiques (Comptes rendus, 1879, 
et Congrès de V Association francaise pour l'avancement des Sciences, Alger, 1881). 
Elles donnent les fonctions elliptiques sous une forme nouvelle mettant en évi- 
dence la double périodicité d'une manière différente de celle qui se présente dans 
les expressions connues. Voici comment: la fonction elliptique est le quotient de 


deux series P(z) et Q(z), d'une forme simple, qui admettent séparément la période 
2220 


w et se reproduisent divisées par (re 2 al) quand on augmente z de la deux- 





DEN PER , 
iéme période w. 


Sur un probleme d’interpolation relatif aux fonctions elliptiques. — La 
formule d’interpolation de Lagrange donne immédiatement la solution de la 
question suivante: 

Former une fraction rationnelle de degré n dont les infinis, au nombre de n, 
sont connus et qui prend des valeurs données pour (n+1) valeurs particulières attri- 
buées à la variable. 


Je me suis proposé (25) de résoudre une question analogue qui peut s'é- 
noncer ainsi: 

Former une fonction elliptique d'ordre n dont les infinis, situés dans un pa- 
rallélogramme élémentaire, sont connus et qui prend des valeurs données pour n 


valeurs attribuées à la variable. 


Ce problème se résout par une formule entièrement semblable à celle de 
Lagrange, avec cette différence que, dans un cas particulier, le problème est im- 


possible ou indéterminé. 


Sur une méthode élémentaire pour obtenir les développements en séries 
trigonométriques des fonctions elliptiques. — Les fonctions elliptiques obtenues 


d'abord par Abel et Jacobi, sous forme d'un quotient de deux fonctions entières, 
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ont éte développées par Jacobi en series trigonométriques simples. La méthode 
que je donne, pour obtenir les coefficients de ces derniers developpements, repose 
sur la résolution d'un système d’&quations linéaires (24); elle fournit directement 
l'expression du multiplicateur et du module en produits infinis, sans que l’on soit 
obligé de passer par l'intermédiaire de la fonction  (q) de Jacobi. Cette méthode 
a provoqué de la part de Poincaré de profondes recherches dans lesquelles il à 


indiqué les conditions générales de son emploi. 


Sur les fonctions doublement périodiques de troisième espèce. — On sait 
que Hermite appelle fonctions doublement périodiques de troisième espèce des 
fonctions qui se comportent comme des fractions rationnelles pour toutes les 
valeurs finies de la variable z, et se reproduisent, multipliées par des exponen- 
tielles du premier degré par rapport à Zz, quand on augmente z de l'une ou de 
l'autre des périodes w et a’. | 

On peut exprimer toutes ces fonctions par une exponentielle du second 
degré en z multipliée par le quotient de deux produits de fonctions © ne conte- 
nant pas le même nombre de facteurs au numérateur qu'au denominateur; elles 
se divisent done en deux groupes: 1° celles où il existe plus de fonctions © au 
dénominateur qu'au numérateur; 2° celles où, au contraire, il existe plus de fonc- 
tions © au numérateur. 

Pour les fonctions doublement périodiques de première et deuxième espèce, 
Hermite a indiqué un autre mode d'expression, mettant en évidence les points - 
où ces fonctions deviennent infinies et la façon dont elles y deviennent infinies; 
la formule d’Hermite, appelée formule de décomposition en éléments simples, est 
analogue à la formule de décomposition des fractions rationnelles en fractions 
simples et est, comme cette dernière formule, de la plus haute importance pour 
l'intégration et le développement en série des fonctions de première et seconde 
espèce. 

Pour les fonctions doublement périodiques de troisième espèce, il n'existait 
pas de formule analogue: la difficulté était de trouver la nouvelle fonction devant 
servir d'élément de décomposition. C’est cette fonction que j'ai réussi à former 
(28 à 33); ici, je demande la permission de citer, dans le Traité des fonctions 
elliptiques du regretté Halphen, un passage auquel le sentiment de vive sympathie 
que jai toujours eu pour l'auteur me fait attacher le plus grand prix: «Au 
Chapitre XIII, nous avons trouvé les développements de plusieurs fonctions de 


troisième espèce, les inverses des fonctions ©, les inverses de leurs produits deux 
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à deux. Ces développements et beaucoup d’autres analogues avaient été formés 
par M. Biehler dans une thèse remarquable, dont on doit recommander l'étude !; 
mais c'est M. Appell qui, en créant le nouvel élément simple, a conduit cette 
partie de la théorie au plus haut degré de perfection.» Cet élément simple est 


une série dont la composition a quelque ressemblance avec celle des fonctions 0. 
wi 


Soient n un entier positif et q la constante e ® , l’element simple est la fonction 





de deux variables indépendantes z et «, définie par la serie 


v=+ 0 2nvrui 


x de a 
An (2, u) == > e % rbmd cot —(z—u—vw’), 
© (0) 





qui devient infinie toutes les fois que la difference z—wu est de la forme pw+p a’ 
(p et p’ entiers). A l'aide de cet élément, on peut écrire toute fonction double- 
ment périodique de troisième espèce, sous forme d'une somme de termes ne deve- 
nant chacun infini qu en un point du parallélogramme des périodes et d'une partie 
entière, s’il y a lieu. Soit une fonction de troisième espèce F'(z) ramenée, ce qui 


est toujours possible, à vérifier deux relations de la forme 


2mrnei 


F(z+o)=F(), Fleto’)\=e ©” Fiz), 


ou m désigne un entier non nul, positif ou négatif. 

Si m est positif, la fonction F(z) a dans un parallélogramme des périodes 
m zeros de plus que dinfinis: en particulier, elle peut n'avoir que m zéros et pas 
d'infini. Toute fonction de cette espèce, ayant m zéros et pas d'infini, est une 


fonction linéaire et homogene de m fonctions 


Jo (€); gi), ur Im—ıle), 


linéairement indépendantes. Si la fonction /'(z) devient infinie du premier ordre 
en p points a,b,...,/, avec les résidus correspondants A, B,..., L, on peut 


l'écrire sous la forme suivante 


Fie)=— Aynla, 2)—Bxm(b, 2 re — Lxmil, 2)+ G(z), 








1 Sur les développements en series des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, 
These par Ch. BIEHLER, Gauthier-Villars, 1879. 
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G(z) désignant une fonction entière vérifiant les mêmes relations que J’(z), c’est- 


à-dire une fonction de la forme 
G(e)=À 90(2) +4, 91e) ++) And Ga (2), 


ou les À sont des constantes. Les résidus A, B,... L sont entièrement indé- 
pendants des pôles; quant aux coefficients 4), A,, ..., mi, on arrive à les calculer 
(32), soit par la méthode des coefficients indéterminés, soit par la considération 


de l'intégrale 


| aaa? ee 


prise sur le contour d'un parallélogramme élémentaire. 

Si, au contraire, l’entier appelé m est négatif, m——u, la fonction admet, 
dans un parallelogramme des périodes, u infinis de plus que de zéros: supposons 
encore quelle devienne infinie du premier ordre aux points a, b,..., 1 avec les 


résidus À, B,..., L, on aura 
F(e)=Ay.le, a) + Bxule, b)+ + Lyale, I); 


les résidus A, B,..., L ne sont plus indépendants des pôles: ils sont liés aux 


pôles par u relations 


Agrla)+ Bgx(b) + + Cgr(l)=0, (AO? 1,2" ER 
Ces u relations sont d'ailleurs suffisantes pour rendre le second membre de 
la dernière formule de décomposition doublement périodique de troisième degré: 
cest ce que l’on vérifie, en cherchant l'effet de l'addition de la seconde période 
w au premier argument de yn(2, u). 

Ainsi, et c'est là une circonstance très remarquable, la même fonction 
%n(2, u) sert d’élément de décomposition dans les deux cas: dans l’un des cas, 
2 est la variable et « un paramètre qui coïncide successivement avec les différents 
poles; dans l'autre, c'est le premier argument z qui sert de paramètre et le 
second « de variable. 

Ces résultats donnent immédiatement les développements des fonctions 
doublement périodiques de troisième espèce en séries trigonométriques (32). En 


effet, pour développer une quelconque de ces fonctions en série, il suffira de 


Kan 
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connaître le développement de l’element simple. J’indique, en conséquence, des 
developpements en series des quatre fonctions 


, , , , 
œ () [42] W 
ne: u), Zn (242), Zn (x Ut ') net rut 2): 


On se trouve alors en possession de méthodes et de formules générales 
permettant de trouver facilement les developpements en series des fonctions 
doublement périodiques de troisième espèce, et comprenant, comme cas particuliers, 
les formules, si précieuses pour l'Arithmétique, que Biehler a établies dans 
son excellente Thèse, en suivant la voie ouverte par Hermite. Quelques-unes 
des séries que j'ai obtenues de cette façon ont été reproduites par Hermite dans 
un Mémoire inséré au Tome C du Journal de Crelle. Cette méthode de développe- 
ments en série permet de démontrer une loi générale énoncée par Hermite 
et vérifiée par Biehler sur un grand nombre d'exemples, loi qui donne une 
propriété arithmétique extrêmement remarquable des coefficients des développe- 


ments en série des fonctions de troisième espèce, suivant les puissances de q: 


St l’on développe une fonction doublement périodique de troisième espece en une 
serie ordonnée par rapport aux puissances de q, on voit apparaître dans les sinus 


N , 
; 7 I + md + 
et cosinus qui forment le coefficient de q* les combinaisons TER faa des diviseurs 


conjugués 6 et 0 de N; le signe + convenant au cas où il y a au numérateur m fonc- 
tions © de plus qu'au dénominateur, le signe —, au cas où tl y a au denominateur 


m fonctions © de plus qu'au numérateur. 


L'élément simple x(a, z), considéré comme une fonction du second argument, 
vérifie une équation différentielle linéaire avec second membre dont les coefficients 
sont composés avec des fonctions © et leurs dérivées, et dont l'intégrale générale 
s'exprime à l'aide de fonctions © et de la fonction x(a, 2) (106). 

Enfin on peut rattacher les formules de décomposition en éléments simples 
des fonctions doublement périodiques de troisième espèce au théorème de M. 
Mittag-Leffler: dans cette application (33), les degrés des polynomes à retrancher 
de la partie principale croissent indéfiniment. 

Signalons à cette occasion une étude intéressante à faire: à savoir l'étude 
des zeros de la fonction xn(2,%). J'ai indiqué dans les Acta (43) une méthode 


générale pour obtenir des relations entre des y, d'indices différents. 
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Fonctions particulières. 


Fonctions analogues aux fonctions circulaires. — Les fonctions circulaires 


se présentent comme formant la partie réelle et le coefficient de V —x dans le 
développement de e*’—1; ce fait m'a conduit (46) à étudier les trois fonctions de 
deux variables 9 et p qui naissent du développement de l’exponentielle e*+##, 
où « et a sont les racines cubiques de l'unité. Les propriétés de ces fonctions 
permettent de concevoir un calcul de quantités complexes dans l’espace, semblable 
au calcul des imaginaires dans le plan. A cette occasion, il se présente des 
systèmes de trois familles de surfaces, telles que les plans tangents en un point 
commun à trois surfaces, appartenant respectivement aux trois familles, forment 
un trièdre régulier dont les arêtes sont également inclinées sur la droite ayant 
pour équations x=y=>2. 

Généralisant ce résultat (47), j'étudie » fonctions y,, Ya, .., Yn de (n—1) 


variables indépendantes #,,%,,..., &n-ı, satisfaisant aux équations différentielles 
dy—y Aa, + yy ds + + yn dana, 
dy—y; AL: + Ya dx +: +Yı din-ı, 


>} 


dyn=Yı DER Sr Ya Ads SE in tt JE Yn—1 AXn—1 9 
qui constituent l'extension naturelle des équations 
dy, =yadx, dy,=y, dx, 


auxquelles satisfont les sinus et cosinus hyperboliques. Les fonctions ainsi obtenues 
admettent (n—1) groupes de périodes conjuguées et sont liées par une relation 


algébrique. 


Fonctions analogues aux fonctions eulériennes. — La fonction T'(x) ne 
différe que par un facteur exponentiel de la limite du produit infini dont le 


XT 
22 N = > 2 £ 5 
terme general est a e”; elle est formée avec la moitié des facteurs primaires 
c+n 


qui constituent la fonction sin xx. En suivant le mode de généralisation employé 
pour passer des produits infinis qui définissent les fonctions circulaires aux produits 


infinis qui définissent les fonctions elliptiques, on est amené (38) à considérer des 
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fonctions formées avec la moitié des facteurs primaires qui constituent la fonc- 
tion ©. Ces nouvelles fonctions peuvent s'exprimer à l’aide de la fonction O 
que Heine a découverte, en généralisant la série hypergéométrique de Gauss. 
On a ainsi une double série de fonctions: d'un côté, les fonetions simplement 
périodiques et les fonctions doublement périodiques, et, de l'autre, les fonctions 
eulériennes et les fonctions de Heine. Mais, tandis qu'il n'existe pas de fonc- 
tions uniformes à plus de deux périodes, il existe des fonctions qui sont semblab- 
les à la fonction eulérienne I’ et à la fonction O de Heine, et qui sont formées 
à l’aide de plusieurs quantités imaginaires w, w,, @,,..., @n, comme la fonction 
O est formée avec deux quantités w,w,. Je m'occupe (38—40) de l'étude des 
principales propriétés de ces fonctions, puis j'applique les plus simples d’entre 
elles a différents problèmes de calcul fonctionnel et à l'évaluation de la limite 
de certaines séries et produits infinis. 


Soient ©, w,, wa, ..., @n, (R+ I) quantités imaginaires, telles que les modules de 
au i Hort Es 
ge > » (ae 2 pees Gn—e ai 


soient moindres que l'unité; la fonction que j'étudie est définie par l'équation 


ri 
| Fue ‘ 2m, 
CPS Lie D e, o)=[| (sur a ee Oe od 


le produit étant étendu a toutes les valeurs entières positives ou nulles de m,, 
Ma, ..., Mn. Jindique (»+1) équations aux différences finies auxquelles satisfait 
cette fonction O, des formules pour la multiplication de l'argument x et la 
décomposition de cette fonction O en facteurs primaires. Lorsque le nombre » 
est égal à l'unité, on retrouve les fonctions O de Heine. Le cas où n—2 mérite 
une attention particulière (40): en divisant la fonction O(—x+@,+ 0, |, @,, wa) 
par la fonction O(x|@, w,, wa), on obtient une fonction possédant les propriétés 
suivantes: elle a la période w, et, quand on augmente la variable x de a, 
ou wa, elle se reproduit multipliée par une fonction © aux périodes (a, wp) 
ou aux périodes (w, @,). On peut, à l’aide de cette nouvelle fonction, exprimer 
toute fonction uniforme qui admet la période » et se reproduit multipliée par 
une fonction elliptique aux périodes w et «,, quand on fait croître x de w,. 
Le cas particulier, où les périodes w, et w, sont égales, avait été considéré ante- 
rieurement par M. Picard’; j'indique, pour ce cas, une relation entre la fonction 


O et la dérivée d'une fonction © par rapport à une période. 





‘ Comptes rendus, 11 mars 1878. 
23—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 28 avril 1925. 
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Périodicité générale. — Une fonction d'une variable x est périodique, 
lorsqu'elle ne change pas de valeur, quand on fait l'opération qui consiste 
à ajouter une certaine constante à xv; on peut se placer à un point de vue 
beaucoup plus général, en considérant des fonctions d'une variable x qui ne 
changent pas de valeur, quand on fait, sur x, une opération déterminée (x), 
par exemple quand on élève x au carré, [p(x)—x*)]. La fonction p(x) étant 
donnée, pour obtenir des fonctions possédant cette propriété, je forme des 
séries qui, lorsqu'elles sont convergentes, conservent la même somme quand 
on y remplace x par g(x). J’indique (35), comme exemple, les cas où g(x) 
a l’une des deux valeurs x* ou x°—1. Me proposant ensuite (36) de traiter 


un cas où g(x) est une fonction transcendante, j'ai supposé q(x)= sin 3 4 et, 


pour simplifier le calcul, j'ai modifié la méthode générale. Cette méthode permet 
également de former une fonction de x, se reproduisant multipliée par un facteur 
w(x) donné d'avance, quand x se trouve remplacé par g(x); il suffit, pour cela, 
de multiplier ou de diviser le terme général de mes séries par une espèce de 
factorielle. Ces nouvelles fonctions, qui constituent une sorte de généralisation 
des fonctions périodiques de seconde espèce, se présentent, comme je l’ai montré 
(102, 108, 109), dans l'intégration de certaines équations différentielles linéaires. 
A la suite des deux Notes que j'ai publiées sur ces fonctions, M. Rausenberger 
a fait une étude de la périodicité générale dans les Matematische Annalen, de 
l'année 1881. 


Séries et polynômes. Détermination de la nature d’une singularité d'une 
fonction définie par une série entière. — On sait quel développement ont pris, dans 
ces derniers temps, les recherches sur la determination des singularités des fonc- 
tions définies par des développement en séries de puissances. Je crois avoir donné 
les premiers exemples de déterminations de ce genre. 

Soit une série ordonnée suivant les puissances positives croissantes d'une 
variable x. Cette variable étant réelle et les coefficients de la série étant positifs 
à partir d'un certain rang, la série, convergente pour de petites valeurs de x, 
deviendra divergente quand x tendra, en croissant, vers une certaine limite qu'on 
peut toujours ramener à être l'unité, à moins que la série ne converge pour 
toutes les valeurs de la variable. La question qui se pose alors est de savoir de 
quelle façon la fonction définie par la série devient infinie pour x=1. Je résous 
cette question (8), en supposant que le produit du coefficient de x" par une cer- 
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taine puissance de » tende vers une limite pour » infini: dans cette hypothèse, 
la fonction devient infinie comme une puissance négative de r—zx, ou comme 
— log (1—x), dans un cas particulier. Ce théorème, qui peut être utile pour 
trouver la somme de la serie dans le voisinage de la valeur critique 1, est un 
cas particulier d'une proposition que j'ai indiquée postérieurement (11) et qui 
donne la limite du rapport de deux séries divergentes pour lesquelles le rapport 
des termes généraux tend vers une limite: Soient deux séries f(x) —Zunx", 
pÜx)=Zvix" dans lesquelles les coefficients Un et Vn finissent par rester positifs et 


que sont convergentes pour x<1 et divergentes pour x=1, si le rapport — tend vers 
v 


n 


une limite quand n augmente. indéfiniment, le rapport ue tend vers cette méme 
p(x 
limite quand x tend vers l'unité. 
Sommation de certaines séries. — Il existe deux classes étendues de séries 


et de produits convergents dont on peut évaluer les limites à l’aide de transcen- 
dantes connues (37). Ce sont: 1° les séries et les produits convergents dont le 
terme général est une fonction rationnelle du rang »; leurs limites s'expriment 
à l'aide de la fonction I’ et de ses dérivées; 2° les séries et les produits conver- 
gents dont le terme général, de rang », est une fonction rationnelle de q”, q 
désignant une constante dont le module est différent de l'unité; leurs limites 
s'expriment au moyen de la fonction O de Heine et de sa dérivée. Je montre, 
en outre (40), que ces mêmes transcendantes permettent de résoudre certains pro- 


blèmes de calcul fonctionnel. 


Polynômes et opérations fonctionnelles. — Certains polynômes, ceux de 
Legendre par exemple, s'offrent comme formant les coefficients du développement 


d'une fonction génératrice suivant les puissances d'une variable. J’ai étudié (14) 


n 








les polynömes P, qui forment les coefficients de > = dans le développement 


de f(h)e** suivant les puissances positives de h, f(h) désignant une fonction quel- 
conque de À développable en série entière. Ces polynômes partagent, avec la 
fonction x", cette propriété que la dérivée de l’un d’entre eux est égale au pré- 
cédent multiplié par le degré ». Si la fonction f(h) satisfait à une équation 
différentielle linéaire à coefficients rationnels, les polynômes correspondants satis- 
font à des équations différentielles de même nature dont jindique le mode de 
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formation. Les developpements en serie procedant suivant ces polynömes ont 
été étudiés par Halphen’, à la suite d'un développement particulier indiqué par 
Leaute? (13, 14). 

A cette occasion je définis une operation fonctionnelle consistant à remplacer 
dans une série ou un polynôme Zu, x" la puissance x" par le polynôme P,. Cette 
opération joue un rôle fondamental dans les belles recherches de M. Pincherle 


(Acta mathematica, t. 10). 


Autres polynômes. — Signalons encore 1° les polynömes en a qui forment les 
| 1 


coefficients des puissances de x dans le développement de e”* (1 +ax)* en série entière 
(12); ces polynömes sont liés à la somme des produits des » premiers entiers p à p; 
2° certains polynômes (92) naissant de la série hypergéométrique du second ordre à 
une variable indépendante; 3° les polynômes de Bernoulli qui expriment, pour des 
valeurs entières de la variable, la somme des puissances semblables des » premiers 
entiers (135); faisant, à ces polynômes, l'application d'une méthode donnée par 
Darboux*, j'indique leurs expressions approchées quand leur degré est très 
grand; j'étudie ensuite (138) les développements en série procédant suivant ces 
polynômes, développements qui présentent des particularités curieuses; c'est ainsi 
que, pour (y—x) t, il existe un développement qui converge seulement pour des 
valeurs entières de x; 4° des polynômes à une et à deux variables (139) analogues 
aux polynömes de Legendre et aux polynömes d’Hermite. 


Fractions continues. — Une note (134) contient l'expression générale de la 
réduite de rang n d'une fraction continue périodique au moyen des racines de 
l'unité. 

Dans une autre publication (136), (136°i$) j'ai montré comment on peut ratta- 
cher un nombre complexe à des fractions continues à termes réels, notamment 


à la fraction 





' Comptes rendus, t. XCIII, p. 781 et 823; Bulletin des Sciences mathématiques et astronomi- 
ques, 2Me série, t. V, p. 462. 

> Comptes rendus, t. XC, p. 1404. 

> Journal de Mathématiques, zme série, t. IV, p. 5 et 377; 1877. 
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où b et a sont des nombres réels et positifs tels que 
b’—4a<o. 


On est conduit à attribuer à la fraction une valeur complexe f donnée par 


La fraction continue considérée est une fraction de Stieltjes, de la forme 


particulière 


Si l'on suppose 6 réel et positif, z complexe, cette fraction est convergente 

et définit une fonction g(z). Pour z——; elle se réduit à la fraction proposée 
a 

qui est divergente. Mais si la variable complexe z tend vers la valeur réelle 


2 . I . ) : 
négative —-; la fonction g(z) tend vers l’une des deux racines complexes x ou 
a 


ı7 . a . . , . I 
y de l'équation en f, la limite étant x ou y suivant que z tend vers —- par des 
a 


valeurs complexes situées au dessus ou au dessous de l'axe des quantités réelles. 
Les deux valeurs complexes de 2 qu'on est conduit à rattacher à la fraction 


proposé à termes réels sont, d'après cela, les deux limites vers lesquelles tend gle) 
quand z tend vers = de la facon indiquee. 


J'ai été amené (137) à généraliser les développements élémentaires en 
fractions continues, en considérant des développements qui se rattachent à la 
recherche de la racine nr? d’un nombre à une unité près, comme les fractions 
continues des éléments se rattachent à la détermination d'un nombre a une unité 
près (»—1). Ces recherches ont été étendues et complétées par M. Armand Cahen 


(C. R. 1923 et 1924). 
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Fonctions et intégrales abéliennes. Fonctions périodiques de plusieurs 
variables. Intégrales de fonctions à multiplicateurs. 

En 1885, le Journal Acta mathematica annonçait, dans les termes suivants, 
l'ouverture d'un concours international. 

»Sa Majesté Oscar II, désireux de donner une nouvelle preuve de l'intérêt 
qu'Elle porte à l'avancement des Sciences mathématiques, intérêt qu'Elle a déjà 
témoigné en encourageant la publication du Journal: Acta mathematica, qui se 
trouve sous Son auguste protection, a résolu de décerner, le 21 janvier 1880, 
soixantième anniversaire de Sa naissance, un prix a une découverte importante 
dans le domaine de l'Analyse mathématique supérieure .. .» 

»Sa Majesté a daigné confier le soin de réaliser Ses intentions a une 
Commission de trois membres: M. Carl Weierstrass a Berlin, M. Charles Hermite 
à Paris, M. Gösta Mittag-Leffler à Stockholm .. .» 

C'est à ce concours que j'envoyai un Mémoire Sur les integrales des fonc- 
tions à multiplicateurs et les développements des fonctions abéliennes en series 
trigonométriques. On trouvera dans le tome 13 des Acta mathematica un rapport 
détaillé d’Hermite sur ce Mémoire. Voici le résumé des questions qui y sont 
traitees. 

On connait l'intérêt que présentent tant pour l'analyse que pour l’arithmé- 
tique les développements des fonctions doublement périodiques en séries trigono- 
métriques. Le problème analogue du développement en séries trigonométriques 
des fonctions de deux variables à quatre paires de périodes n'avait pas encore 
été abordé. Le principal objet du Mémoire est d'arriver à une expression des 
coefficients de ce genre de développement. Pour cela j'étudie d'abord une classe 
de fonctions, déjà considérées par Prym (Journal de Crelle t. 70) que j'appelle 
fonctions à multiplicateurs et qui sont la généralisation de celles que l’on obtien- 
drait en remplaçant, dans une fonction doublement périodique de seconde espèce, 
l'argument par lintégrale elliptique de première espèce correspondante. Voici 
comment ces fonctions sont définies. 

Partons de la considération d'une relation algébrique de genre p et de la 
surface de Riemann correspondante, rendue simplement connexe au moyen des 
coupures introduites par Riemann. Les fonctions à multiplicateurs sont des 
fonctions uniformes sur cette surface, n'ayant d’autres singularités que des pôles 
et dont les valeurs, aux deux bords d'une coupure, ne diffèrent l’une de l’autre 
que par des facteurs ou multiplicateurs constants: il y a en tout 2p multiplica- 


teurs correspondant aux 2p périodes d'une intégrale abélienne de première espèce. 
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Le probleme qui se pose alors est de former l'expression générale des fonctions 
admettant 2p multiplicateurs donnés d'avance. J’indique cette expression sous 
deux formes différentes: sous la première forme, qui met en évidence les zéros 
et les infinis, la fonction est représentée par une exponentielle dont l’exposant 
est une somme d'intégrales abéliennes de première espèce, avec des coefficients 
arbitraires, et d’intégrales normales de troisième espèce avec des coefficients 
entiers; sous la deuxième forme, qui met en évidence les pôles et les parties 
principales correspondantes, elle est donnée par une somme d'éléments simples. 
J'avais déjà rencontré antérieurement ces fonctions à propos de l'intégration de 
certaines équations différentielles (98) et je les avais étudiées pour elles-mêmes 
dans un Mémoire étendu; dans ce Mémoire, j'avais indiqué la première forme 
de l'expression générale de ces fonctions et j'avais également donné une formule 
de décomposition en éléments simples; mais cette formule présentait cet incon- 
vénient que l'élément simple devenait infini, non pas en un seul, mais en p 
points; pour arriver à une formule plus parfaite, j'ai då avoir recours à la 
notion d’intégrales de fonctions a multiplicateurs, de même que, pour décomposer 
en éléments simples une fonction algébrique par la formule de Riemann-Roch, 
on est obligé de se servir d'intégrales de fonctions algébriques. Je démontre 
ensuite plusieurs théorèmes, parmi lesquels je cite le suivant qui est une géné- 
ralisation de la proposition célèbre d’Abel, sur les intégrales de différentielles 
algebriques: la somme des valeurs que prend une intégrale abélienne de premiere 
espèce aux zéros d'une fonction à multiplicateurs est égale à la somme des 
valeurs qui correspondent aux infinis de la même fonction, augmentée d'une 
constante dépendant uniquement des multiplicateurs. Ce théorème conduit à des 
conséquences importantes sur le nombre des constantes arbitraires qui figurent 
dans l'expression d'une fonction ayant des multiplicateurs et des pôles donnés. 
Je prouve après cela que, comme il arrive déjà pour les fonctions algébriques de 
genre supérieur à zero, les résidus et les pôles d'une fonction à multiplicateurs 
ne sont pas indépendants les uns des autres: il existe en général p—ı relations 
entre les pôles et les résidus correspondants d'une fonction à multiplicateurs, et 
p dans un cas spécial, comprenant en particulier celui des fonctions algébriques; 
ce cas spécial se présente lorsqu'il existe une fonction sans zéros ni infinis, ad- 
mettant les multiplicateurs donnés. C'est ainsi, par exemple, que, pour les fonc- 
tions doublement périodiques de seconde espèce d’une variable #, (p—1), il n'y 
a, en général, aucune relation entre les pôles et les résidus, tandis qu'il en 


existe une lorsque les multiplicateurs sont ceux d'une exponentielle de la forme ef", 
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Je donne la classification des intégrales des fonctions à multiplicateurs en 
intégrales de premiere espèce qui sont toujours finies, en intégrales de seconde 
espèce n'ayant que des pôles, et en intégrales de troisième espèce où s'offrent 
des infinis logarithmiques. Nous citerons en particulier cette proposition qu'en 
oeneral il existe p—1 intégrales de première espèce linéairement indépendantes, 
et p dans le cas particulier dont il a été question précédemment. Les modules 
de périodicité de ces intégrales, le long des coupures, sont lies aux multiplica- 
teurs par des relations qui deviennent identiques lorsque les multiplicateurs se 
réduisent à l’unité et que les intégrales deviennent abéliennes. Entre les modules 
de périodicité de deux intégrales de première espèce à multiplicateurs inverses, 
existe une équation qui coïncide, dans le cas particulier des multiplicateurs égaux 
à l'unité, avec la relation d'une importance capitale découverte par Riemann, 
entre les modules de périodicité de deux intégrales abéliennes de première espèce, 
Enfin je forme les intégrales normales de fonctions à multiplicateurs de seconde 
et de troisième espèce; j'établis des relations entre les modules de périodicité de 
ces intégrales et leurs multiplicateurs, puis d’autres entre ces modules et ceux 
d'une intégrale de première espèce aux multiplicateurs inverses. L'ensemble de 
ces résultats rend manifeste l’analogie de la nouvelle théorie avec celle des inté- 
orales abéliennes: la différence de nature analytique entre les deux genres de 
quantités apparaît toutefois dans cette circonstance, qu'il existe une intégrale de 
troisième espèce avec un seul infini logarithmique, tandis qu'une intégrale abé- 
lienne de troisième espèce possède au moins deux infinis de cette nature. 

Après avoir ainsi étudié les fonctions à multiplicateurs et leurs intégrales, 
jarrive à la seconde partie du mémoire qui a pour objet le calcul des coefficients 
du développement en série trigonométrique des fonctions abéliennes. Pour cela 
jexprime d'abord ces coefficients par la formule de Fourier, puis, à l’aide d'un 
changement de variables, j'arrive à des intégrales de fonctions à multiplicateur, 
que je cherche à réduire par l'application des théorèmes généraux antérieurement 
donnés. En traitant d'abord le cas simple des fonctions elliptiques, j'obtiens 
ainsi une méthode qui donne directement les coefficients du développement en 
série trigonométrique de snu sans l'intervention des fonctions ©. J’applique 
ensuite la même methode générale aux transcendantes de Göpel et de Rosen- 
hain et je trouve les coefficients, sous forme d’une fonction rationnelle des 
constantes p, 9, r qui figurent dans les fonctions © à deux variables, multi- 
pliée par une intégrale définie où entrent deux entiers arbitraires. Cette inté- 


grale définie porte précisément sur une fonction à multiplicateurs: elle se réduit, 
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dans des cas très particuliers, à des fonctions de la nature des fonctions de 
Bessel. 

Mais ici apparaît une difference entre les développements des fonctions 
elliptiques par la formule de Fourier et ceux que j'ai trouvés pour les fonctions 
abéliennes. On sait que l’on ne peut pas faire l'inversion d'une intégrale ultra- 
elliptique de première espèce, comme l'on fait celle d'une intégrale elliptique; 
mais on peut chercher à faire cette inversion, en restant dans le domaine des 
variables réelles et appliquant les idées que Weierstrass à développées dans un 
Mémoire Ueber eine Gattung reell periodischer Functionen': ce nouveau problème, 
d'une grande importance au point de vue des applications, se ramène à celui que 
jai traité. Il conduit également (85) à la considération des fonctions de Bessel 
à plusieurs variables, étudiées depuis par Akimoff, par Pérès et par Jekhowsky 
(Comptes rendus t. 162, 170, 172, 170, Bulletin astronomique t. XXXIV et 
XXXV, Bulletin des Sciences mathématiques t. XLI). 

Dans les dernières pages du Mémoire, je montre que la méthode suivie 
s'applique aussi aux développements, en séries trigonométriques, des fonctions 
hyperelliptiques de genre quelconque et même de certaines fonctions irrationnelles, 
et que le mode de raisonnement, employé pour l'étude des intégrales de fonctions 
à multiplicateurs, peut également donner des résultats utiles pour l'étude de 
l'intégrale générale d'une classe étendue d'équations différentielles linéaires à 
coefficients algébriques. Suit une classification de celles de ces équations dont 
l'intégrale générale n'a, sur la surface de Riemann, d’autres singularites que des 


pôles et des points logarithmiques (voir aux équations différentielles). 


Fonctions à multiplicateurs exponentiels. — Les fonctions à multiplicateurs 
constituent, comme le montre l'analyse précédente, des fonctions analogues aux 
fonctions doublement périodiques de seconde. espèce. Je me suis proposé d'étudier 
de même (29) certaines fonctions d'un point analytique, qui peuvent être envisa- 
gées comme analogues aux fonctions doublement périodiques de troisième espèce. 
Si l'on considère une courbe algébrique de genre p et si l'on appelle u (x, y), 
(i=1,2,...p) les intégrales abéliennes normales de première espèce correspondantes, 
les fonctions considérées sont des fonctions du point analytique (x, y) qui ne 


changent pas, quand ce point décrit un cycle normal de rang impair, et qui se 


reproduisent multipliées par e~”" quand le point décrit le cycle normal de 





' Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1866, p. 97. 
24— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 28 avril 1925. 
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rang 22,Mm désignant un entier positif ou négatif. Supposons encore que ces 
fonctions n'aient que des pôles sur la surface de Riemann; alors: 1° sim est 
positif, elles ont sur cette surface un nombre de zéros dépassant de mp celui 
des infinis; 2° si au contraire m est négatif et égal à —u elles ont ap infinis 
de plus que de zéros. Les fonctions de la première sorte sont les inverses de 
celles de la seconde. Je donne l'expression générale de ces fonctions par une 
fraction rationnelle en x et y, multipliée par des fonctions © où l'on a remplacé 
les variables par les intégrales abéliennes correspondantes. Quand m est positif, 
les résidus et les pôles sont indépendants les uns des autres; quand m est négatif, 
il y a des relations nécessaires entre les pôles et les résidus correspondants. 

Des fonctions de cette nature et leurs intégrales ont été étudiées dans les 
thèses de MM. Lacour (1895) et Suchar (1897). | 


Extension d'un théorème de Liouville aux fonctions abéliennes. — Liouville 


a démontré le théorème suivant sur les fonctions doublement périodiques: 


Si Von considère les zéros et les infinis d’une fonction elliptique qui sont situés 
dans un même parallélogramme élémentaire, la somme des zéros ne diffère de celle 


des infinis que par des multiples des périodes. 


Comme ce théorème est un cas particulier du théorème d’Abel, on est conduit 
à penser que l’on peut déduire, du théorème d’ Abel, une proposition sur les fonctions 
abéliennes analogue à celle de Liouville sur les fonctions elliptiques. C'est ce que 
j'ai réussi à faire (60, 61) pour le système des fonctions abéliennes qui expriment 
les sommes des puissances semblables des limites supérieures des intégrales abélien- 


nes, dans les équations d'inversion de Jacobi. 


Sur les fonctions abeliennes (65). — Dans une Lettre à Hermite !, Jacobi 
démontre que les fonctions de deux variables a quatre paires de périodes qui 
résultent de linversion des intégrales ultra-elliptiques sont des fonctions algé- 
briques de fonctions d'une variable. Depuis il n'a été fait, à ma connaissance, 
aucune recherche sur le mécanisme par lequel se manifeste, dans ce mode d’ex- 
pression, la quadruple périodicité des fonctions ultra-elliptiques. D'après Weier- 
strass, toute fonction méromorphe de deux variables x et y, à quatre paires de 
périodes, peut s'exprimer rationnellement à l'aide de trois fonctions de même 
nature, liées par une équation algébrique irréductible. Ces fonctions sont des 





* Journal de Mathématiques, t. VIII. 


Notice sur les travaux scientifiques. 187 


fonctions rationnelles de six quantités X,,X,, X,, Y,, Y,, Y, dont les trois pre- 
mières dépendent de x seul et sont liées par une relation algébrique, les trois 
dernières de y seul et sont liées par la même relation; ces fonctions rationnelles 
ne changent pas quand on fait sur X,, X,, X, une certaine substitution ration- 
nelle et qu'on opère de même sur Y,, Y;, Y,. On est ainsi conduit à envisager 
les fonctions abéliennes à un point de vue algébrique dont je donne des exem- 
ples élémentaires. 


Sur l’inversion des intégrales abéliennes. — Dans leur Theorie der Abel- 
schen Functionen, Clebsch et Gordan généralisent le problème de linversion, en 
intégrant un système d'équations aux dérivées partielles dans les premiers membres 
desquelles entrent les intégrales abéliennes de première espèce et des intégrales 
normales de troisième espèce; ils indiquent une méthode pour passer, par con- 
tinuité, de ce cas, à celui où certaines intégrales de troisième espèce sont rem- 
placées par des intégrales de seconde espèce. Des exemples de l'intégration d'un 
tel système avaient été donnés auparavant par Rosenhain’, puis par Clebsch, à 
l'occasion de ses recherches sur les courbes des genres o et 1. Enfin Elliot? a 
intégré un système d'équations où figurent les intégrales de première espèce, avec 
des intégrales normales de deuxième et troisième espèce. Il restait donc à en- 
visager des systèmes d'équations contenant, en outre, les dérivées d'ordre quel- 
conque des intégrales de deuxième espèce par rapport au paramètre. L'étude de 
ces systèmes conduit au théorème général suivant (62, 63): 


Soient x et y deux variables hées par une relation algébrique et g, (x, y) une 
Jonction rationnelle quelconque de x et y; il existe toujours d’autres fonctions ration- 
nelles de x et y 


Ws (x,y), Ps (x,y), sey Pn (x, y) 
possédant la propriété suivante: le système d'équations différentielles 
Pi (ary, Yi) das + Pi (2, Ya) das + +: + Hi (an, Yn) d En du (=1,2,...,n) 


définit les n points analytiques (xi, yi), en fonction de u;,u3,...,un, de telle facon 


que toute fonction rationnelle symétrique de ces n points soit uniforme en ui, Us, ..., Un. 





! Savants étrangers, 1851. 
? Annales de l'Ecole Normale, 2° série, t. XI. 
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Signalons spécialement les cas où le genre de la relation qui lie x et y est 
o ou I; la méthode d'intégration employée dans le cas général, où le genre est 
quelconque, est une généralisation de la méthode de Clebsch; elle est différente 
de celle d’Elliot. Il serait trop long de reproduire ici les théorèmes particuliers 
(63) relatifs aux fonctions rationnelles et aux fonctions elliptiques; ils sont à 
signaler comme pouvant faire pénétrer la notion du probleme d'inversion de 


Jacobi dans un enseignement élémentaire. 


Fonctions de deux variables à quatre paires de périodes sans singularités 
essentielles à distance finie. — Les fonctions doublement périodiques d’une vari- 
able qui se comportent, à distance finie, comme une fraction rationnelle, peuvent 
toutes, ainsi quil est bien connu, s exprimer par des combinaisons rationnelles de 
fonctions © d'une variable. Apres la découverte des fonctions © de plusieurs 
variables faite par Göpel et Rosenhain, on a dû se demander immédiatement si 
toute fonction de » variables avec 2n groupes de périodes, se comportant à dis- 
tance finie comme une fraction rationnelle, pourrait être exprimée a l'aide des 
fonctions © de n variables. Au premier abord il semble que non, car les périodes 


d'une fonction © de n variables ne peuvent pas être choisies arbitrairement: elles 


i: n\n—TI ? > 
sont liees par ae relations bien connues. Cependant, dans une conversation 


quil eut avec Hermite en 1860, Riemann avait affirmé que ces relations doivent 
nécessairement exister entre les 2” groupes de périodes d'une fonction de » 
variables, tout au moins après une transformation d'un degré convenable effectuée 
sur ces périodes; mais il na donné aucune indication sur la méthode qui l'avait 
conduit a ce théorème d'une importance capitale. Weierstrass a, ensuite, annoncé 
à quelques-uns de ses élèves qu'il possédait une démonstration de ce théorème; 
mais il na ni publié ni indiqué la méthode dont il faisait usage. Dans une 
Note présentée à l’Academie des Sciences le 3 décembre 1883, Poincaré et E. 
Picard, s appuyant sur ce théorème de Weierstrass, que n+ 1 fonctions méromorphes 
de n variables à 2n groupes de périodes sont liées par une relation algébrique, ont 
donné une démonstration du théorème de Riemann fondée sur la considération 
d'intégrales de différentielles totales et sur la théorie des intégrales abéliennes. 

En me bornant au cas le plus simple de deux variables indépendantes, je 
me suis proposé (58) et (59) de traiter directement la question par une méthode 
qui s'étend d'elle-même au cas d’un nombre quelconque de variables. Partant de 


l'expression d'une fonction de deux variables, sans singularités essentielles à 
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distance finie, sous forme du quotient de deux fonctions entières, telle qu’elle 
résulte d'un théorème que Poincaré a établi dans le tome II des Acta, je montre 
que, si cette fonction admet quatre paires de périodes, on peut toujours les 
amener à vérifier la relation de Riemann et exprimer la fonction par le quotient 
de deux fonctions entières composées avec des fonctions © de deux variables. 
Je n'ai done pas à m’appuyer sur l'existence d'une relation algébrique entre trois 
fonctions de deux variables à quatre paires de périodes; la méthode suivie permet, 
au contraire, de démontrer l'existence de cette relation: cette méthode est l’ex- 
tension naturelle de celle que j'ai suivie antérieurement pour les fonctions ellip- 
tiques (26). Voici quelques indications à ce sujet. On commence par démontrer 


le théorème suivant: 


Etant données deux fonctions entières H(x,y) et K(x,y) de deux variables 


indépendantes vérifiant l'identité 
H (xv, y+1)—H (x, y)=K (x+1, y)—K (x, y), 
il existe une troisième fonction entière G (x, y) vérifiant les deux équations 
G (x+1,y)—G (x, y)=H (x, y), 
Gr gta) Giz, yi=K (x,y). 


Pour cela, en modifiant la méthode que Guichard a donnée (Annales de l'Ecole 
normale, novembre 1887), pour démontrer un théorème analogue relativement aux 
fonctions d'une variable, on forme, à l'aide d'une intégrale définie affectée de 


coupures, des fonctions entières W, (2) vérifiant les identités 
Wn (2 +1) — Un (2) = 2” (n= 0,1, 2,8 mi) 
et se comportant, quand n est très grand, de telle facon que, si 
H (e) ay + ay 2 tag till tang” +. 
est une série convergente quel que soit z, il en soit de méme de 
G (2) = ay Wo (2) + ay Wy (2) + as We le) ++ + An Wn bb; 


cette dernière serie définira alors une fonction entière vérifiant la relation 
G(e+1)-G(2)=H(e). Tl est évident que les fonctions Y,(2) ne different des 


polynômes de Bernoulli ,(2) que par une fonction entière admettant la période 1: 
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c'est ce que je vérifie en montrant, à l'aide des expressions des polynömes de 
Bernoulli par des intégrales définies données par Hermite, que Y,—g, est un 
polynôme en e”* et e=?”*!, La fonction w, (2) une fois formée, la démonstra- 
tion du théorème préliminaire est des plus faciles. 

Voici maintenant comment se trouve résolue la question principale. D'après 
un théorème de Poincaré (Acta mathematica, t. II) une fonction analytique uni- 
forme f(x,y) de deux variables æ et y se comportant comme une fraction ration- 


nelle en tous. les points à distance finie, peut s'écrire sous la forme 





IN, 
Fe, y) D 


les fonctions p et w étant entières et ne s'annulant simultanément qu'aux points 
où la fonction f est indéterminée. Ce mode de représentation n'est pas unique; 
on en obtient évidemment une infinité d'autres possédant les mêmes propriétés, 
en multipliant le nnmérateur et le dénominateur par une même fonction en- 
tiere n’ayant pas de zéros, c'est-à-dire par une exponentielle dont l’exposant est 
une fonction entière e9(®%. Si l'on suppose que la fonction f admette quatre 
groupes de périodes (2x2, 0), (0,272), (a, 8), («’, 8’) on arrive, en déterminant con- 
venablement g(x,y), à mettre la fonction f sous la forme du quotient de deux 


nouvelles fonctions entières ® (x, y) et W(x, y) vérifiant les relations 


Dix+2xti,y} Plc+2ri,y) a 
D(x,y) (x, y) 








D(x,y+2xt) _ P(x,y+zri) = ne 








D (x, y) Pix, 9) | 


D (a+a,y+t+68) P(c+e,y+ß) — QUE HUE RENE 


D(x, y) F (x, y) | 











O(zta,ytp) Plera,ytB) hs +O yt Sete 
D (x, y) Pt) | 


x / if Be . A pide 
ou a,b, a,b désignent des entiers non nuls tous en méme temps, les périodes 


étant liées par l’&quation 


' ’ N É / LA ; . 
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Faisant alors un changement linéaire de variables, qui substitue aux variables 
x et y d'autres variables X et Y, on amène les fonctions ® et # à admettre les 


groupes de périodes (2x 2, 0), (0, 2 ri) et à vérifier des relations de la forme 


D(X+4,Y+B). F(X+4,Y+B) 


Bus. rat Le PET — pW X+¢ 
(X,Y) F(X, N) : 


Pee tee jy LX CAS YB) 


ene: —/ == gM Y+C' 


@M(X, Y) eg 





avec B= 4’. On retrouve alors les équations caractéristiques des fonctions ©, 
fournissant immédiatement ces fonctions par la méthode des coefficients indéter- 
minés. 

Ce théorème fondamental étant démontré, il devient facile d'établir l'existence 
d'une relation algébrique entre trois fonctions de deux variables, sans singularités 
essentielles, admettant quatre paires de périodes. Je ninsiste pas sur cette 


démonstration. 


Fonctions de deux variables à deux paires de périodes sans singularités 
essentielles à distance finie. — Une fonction d'une variable à une période w, 
sans points essentiels à distance finie, peut toujours être mise sous la forme du 
quotient de deux fonctions entières, sans zéros communs, admettant séparément 
la période w et pouvant, par suite, s'exprimer par la formule de Fourier. Il est 
naturel de se demander si une proposition analogue s'applique aux fonctions de 
deux variables. Tout d'abord, une fonction f(x,y) de deux variables admettant 
les deux paires de périodes (2 77,0) et (0,272) et n'ayant pas de singularités 


essentielles à distance finie, peut toujours être mise sous la forme, (58) et (59), 


p et w désignant deux fonctions entières ne s'annulant simultanément qu'aux 


points d'indétermination de f et vérifiant chacune les deux relations 


pix+2rni,y) = (x,y), yp (x, yt+2.22) =e"" (x, y), 
W(et2nct,y)=y(x,y), W(x, y+2 1) = e"*y (x, y), 


où n désigne un entier. 
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Si cet entier n est nul, les fonctions entières p et w admettant séparément 
la période 277 par rapport à x et y, sont données par la formule de Fourier. 
Si n est différent de zéro, il est aisé d'obtenir l'expression générale des fonctions 
g et w. Mais il est plus simple de remarquer que l'on peut, avec des fonctions 
69 d'une variable, former une fonction entière 6, (x, y) vérifiant les deux relations 


On (c+2ri,y)=On|x, y), On (x, y+221) =e—"* 6, (x, y), 
de telle façon que, si l’on pose 
D (x, y) = plx, y) On (x, y), E(x, y) =" (x,y) On (x, y), 


les fonctions ® et PF sont des fonctions entières admettant les deux paires de 
périodes (2 77,0) et (0,22). On pourra donc mettre la fonction f sous la forme 
du quotient de D par #, ® et  étant des fonctions entières admettant séparé- 
ment les deux paires de périodes et développables, par conséquent, par la série 
de Fourier. On arrive ainsi a une expression analogue a celle des fonctions 
d'une variable avec une période, avec cette différence que l'expression ci-dessus 


n'est pas irréductible. 


Sur des expressions triplement ou quadruplement périodiques. — Les fonc- 
tions abéliennes de genre deux sont des fonctions de deux variables, avec quatre 
paires de périodes simultanées, n'admettant pas de singularité essentielle à distance 
finie; elles se réduisent, dans des cas limites, à des fonctions de deux variables 
à trois paires de périodes, dont le premier exemple a été donné par Rosenhain 
dan son Mémoire couronné. La question qui se présente naturellement à l'esprit 
est d'étudier les expressions les plus simples triplement ou quadruplement pério- 
diques, avec des singularités essentielles à distance finie. 


Un premier procédé pour former ces expressions est le suivant (54): 


Soient b et £ deux constantes données, m un entier quelconque, d,, d,,... An; 
@j,@g,...@n des constantes assujetties à la condition Ya;—Za;—mf et soit, 
d'autre part, 


0, (a+ ay) 0, (x+ a): : 0, (2 + Gn) 
6 


We (x) + 9, (a+ a) 4, (a+ ag): G, (a+ en) 


la fonction 6, étant formée avec les périodes w et w’. Si l'on désigne par f(y) 


une fonction uniforme de y admettant la période b, la fonction 
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D (x, y) = fm y + À log p (x) 
« « x 271 > 


est une fonction uniforme de x et y admettant trois paires de périodes conjuguées, 


x . + Jp | | à 777% 
à savoir pour x les périodes w,w,o et pour y les périodes correspondantes 
2nxyi 


bB RES A rn 
re b. Dans le cas particulier où f(y) est une fonction rationnelle de e ® 
la fonction w (x,y) est de la nature de celles qui ont été considérées par Rosen- 
hain; entre trois de ces fonctions il existe une relation algébrique; il en existe 


Ow oy 


>, car les dérivées partielles de w sont alors 





une, en particulier, entre w, 5x5 
FL y 


des fonctions de même nature que w. On peut, par un procédé analogue, former 
des expressions à quatre paires de périodes. 

Une autre façon de former des expressions quadruplement périodiques con- 
siste à se servir de séries infinies et à imiter ce que l’on fait pour les fonctions 
elliptiques, quand on représente ces fonctions par des séries de termes simplement 
périodiques. C'est ce que j'avais réussi à faire en me proposant de publier une 
étude complète sur ce sujet, quand une Note de M. E. Picard (Comptes rendus, 
18 mars 1889) sur cette même question m'obligea à publier, dans la séance 
suivante (Comptes rendus, 25 mars 1880), les principaux résultats que j'avais 
obtenus (55), et que je vais rapidement résumer. Considérant une série dont le 


terme général est 


Sue na b"R (e*+ matn er eytmytn 2 


ou R(z,t) désigne une fonction rationnelle de z et t,a,b,«,ß des constantes, 
m et n des entiers variant de — à +, je remarque que, si cette série 
est convergente, elle définit une expression uniforme en x et y admettant les 
paires de périodes (2 77, 0) et (0, 22) et se reproduisant multipliée par le facteur 
a ou le facteur b quand on augmente x et y de la paire de périodes («,7) ou 
(8,6). On obtient, de cette façon, des séries analogues à celles qu'Hermite prend 
comme point de départ de la théorie des fonctions doublement périodiques de 
deuxième espèce.! En supposant les constantes a et b égales à l'unité, la série 
définit une expression quadruplement périodique. On peut se proposer de former, 
de la même façon, des expressions quadruplement périodiques de troisième espèce, 


c'est-à-dire des expressions de reproduisant multipliées par une exponentielle, dont 


! Annales de l'Ecole Normale, zme série, t. II, 1885. 


25—2554. Acta mathematica. 45. Imprimé le 29 avril 1925. 
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l’exposant est une fonction linéaire de x et y, quand on augmente ces variables 
d'une paire de périodes. Je montre que, dans l'hypothèse B=y, on obtient des 
expressions de cette nature en multipliant le terme général Sm,» de la série 
employée précédemment par le terme général d'une série © de deux variables 
construite avec les groupes de périodes (a, 8) et (8,0). D'une façon générale, 
l'étude des fonctions uniformes quadruplement périodiques de troisième espèce 


présente des particularités que nous indiquons dans le paragraphe suivant. 


Fonctions de deux variables quadruplement périodiques de troisième espèce 
avec des singularités essentielles. — Soit une fonction quadruplement périodique 
de troisième espèce de x et y; je suppose essentiellement que l'on ne puisse pas, 
en multipliant cette fonction par une exponentielle dont l'exposant est du second 
degré en x et y, la ramener à être quadruplement périodique de première ou de 
seconde espèce, c'est-à-dire à se reproduire multipliée par l'unité ou par une con- 
stante quelconque, quand on ajoute aux variables chacune des quatre paires de 
périodes. 

On sait, d'après un théorème énoncé par Riemann et démontré par Weier- 
strass, par Picard et Poincaré et par moi-même (58), (59), qu'une fonction 
quadruplement périodique de deux variables de première espèce qui na pas de 
singularités essentielles à distance finie, peut toujours être ramenée à avoir pour 


paires de périodes les quantités 
(2x2, 0), (o, 27 2), (a, B), (a’, B’), 


vérifiant la relation =a’. Si la fonction admet des singularités essentielles, les 
paires de périodes (a, 8) et (a’, 8’) sont entièrement arbitraires. M. E. Picard a 
donné des exemples de fonctions de ce genre.’ Il en est de même pour les fonc- 
tions quadruplement périodiques de deuxième espèce, comme je l’ai montré par 
des exemples. A cet égard, il y a, entre les fonctions quadruplement périodiques 
de deux variables de premiére et de deuxiéme espéce d’une part, et de troisiéme 
espece d’autre part, cette difference remarquable que, méme si une fonction de 
troisiéme espéce admet des singularités essentielles, on peut toujours ramener ses 
périodes à vérifier la relation de Riemann p=a’. 

Je démontre ce théoréme (57) et je donne quelques exemples généraux de 


fonctions ou expressions de deux variables quadruplement périodiques de troisiéme 





* Comptes rendus, 127 semestre 1889; Bulletin de la Société mathématique, t. XVII, p. 131, 1889. 
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espèce, en suivant une méthode analogue à celle qui sert à former l'élément 
simple dans la théorie des fonctions doublement périodiques de troisième espèce 
ou en imitant ce que fait Halphen dans son Traité des fonctions elliptiques, t. I, 
p. 468. 

Exemples de fonctions de plusieurs variables admettant un groupe de 
substitutions linéaires entières. — Fuchs a obtenu, par l’inversion des intégrales 
de certaines équations différentielles linéaires, des fonctions de deux variables 
indépendantes x et y qui ne changent pas de valeur quand on remplace x et y 
par axtby+c et a’ x+b'y+c. Je forme directement, à l'aide de séries ou de 
produits infinis, des fonctions de cette nature n'ayant pas de singularités essen- 
tielles à distance finie. J’indique d'abord un exemple élémentaire, en composant 
avec des fonctions © une fonction p (x, y) qui vérifie les relations 


pÜxt2ni,y)=p{x;,y+2ni)=pixtza,y+x)= (x, y) 


et qui admet, par suite, un groupe de substitutions linéaires entières. Viennent 
ensuite des produits infinis vérifiant les mêmes relations. Je m'occupe enfin (51) 
de fonctions de trois variables formées avec la fonction suivante, analogue à la 


fonction ©, 


no 
a) == ant+4an3+6yn?+42n 
P fu, Y, 2) as Då e y . 


N=—R 


On peut construire (52) avec cet élément p(x,y,2) des fonctions admettant 
un groupe de substitutions linéaires entières. Rivereau a déterminé les zéros de 
la fonction (x,y,z) (Annales de la Faculté de Marseille, 1892). 

Ces travaux aboutissent à l'étude des fonctions © du 4me degré (86, 87) 
(88, 89) (90, 91) et de certaines fonctions de plusieurs variables 7,, 72,...%n qui 
admettent la période 2x2 par rapport à chaque variable et qui ne changent pas 
quand on augmente chaque variable %,,%,,...%n de la précédente et x, d'une 


certaine constante. 


Autres fonctions de plusieurs variables complexes. 


Sur des fonctions uniformes de deux points analytiques qui sont laissées 
invariables par une infinite de transformations rationnelles. — Les fonctions 
fuchsiennes de Poincaré sont des fonctions d’une variable laissées invariables par 


une infinité de substitutions linéaires; M. E. Picard a étudié des fonctions de 
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deux variables possédant cette même propriété. Je démontre qu'il ne peut pas 
exister de fonctions uniformes d'un seul point analytique d'une courbe du premier 
genre qui remplissent des conditions analogues. On se demande alors s’il ne serait 
pas possible de former des fonctions uniformes de deux points analytiques (x, y) (x’,y’) 
appartenant à une courbe du premier genre, qui gardent la même valeur, quand 
on remplace les deux points par deux autres points (x,,7,) et (x, ,y, ) déduits des 
premiers par une transformation rationnelle telle que, les deux points (x,y) et 
(x',y) étant supposés connus, les coordonnées des deux autres points (x,,7,) et 
(x,', y) soient déterminées par des équations du second degré ayant pour coeffi- 
cients des fonctions rationnelles de (x, y), (x', y’) et réciproquement. Je forme (48) 
des fonctions de cette nature, en m appuyant sur un probleme d’inversion résolu 
par Rosenhain et sur les propriétés des fonctions abéliennes. La transformation 
rationnelle réversible, qui n’altére pas les nouvelles fonctions, est susceptible d'une 


interprétation géométrique simple. 


Extension des théorèmes de Weierstrass et de M. Mittag-Leffler à certaines 
fonctions de deux variables complexes. — Cette extension (45) se rapporte à une 
classe particulière de fonctions de deux variables: elle est suivie d’une application 


à la formation de certaines fonctions de deux variables à deux périodes. 


Probleme de l’inversion des intégrales multiples. — Une intégrale définie 
simple est une intégrale étendue à une ligne, située dans le plan des variables 
complexes, dont on donne les extrémités: elle dépend alors des deux variables 
définissant ces deux extrémités. Je considère de même une intégrale double (77—79) 
portant sur une fonction donnée mais étendue à un champ dont la définition 
dépend d'un certain nombre de variables: l'intégrale est alors une fonction de ces 
variables. En prenant pour la fonction sous le signe d'intégration une fonction 
algébrique, on peut poser un certain nombre de problèmes analogues aux pro- 
blèmes classiques sur les intégrales abéliennes, notamment un problème analogue 
à celui de linversion d’après Jacobi. 

En supposant, pour simplifier, les variables réelles, prenons, par exemple, 


pour champ d'intégration, un cercle quelconque du plan 
a? + y®—2ax—2by—cSo. 


La définition de ce champ dépend de trois variables a,b,c. Considérons les trois 
équations 
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Jf dx dy =U, 
SSlaty)dedy =v, 
JPG + 9°) dx dy = w. 


On voit facilement que ces trois équations définissent a+ b, a?+b*, c, comme fonc- 


tions uniformes de #,v,# (79). 


Intégrales eulériennes. — Séries hypergéométriques. — Polynômes. 


Intégrales eulériennes et séries hypergéométriques d’une variable. — La 
fonction hypergéométrique d'une variable définie par la série classique a été 
étudiée, depuis Gauss, par un grand nombre de géométres; elles comprend, comme 
cas particuliers, la plupart des fonctions élémentaires, et les relations auxquelles 
elle satisfait fournissent, ainsi que l’a montré Gauss, une méthode générale pour le 
développement de ces fonctions en fractions continues algébriques; cette fonction 
hypergéométrique joue un rôle important dans beaucoup de questions de Mathé- 
matiques pures et appliquées, notamment dans la théorie des fonctions sphériques 
et dans plusieurs développements en séries employés en Mécanique céleste; elle 
vérifie une équation différentielle linéaire du second ordre qui peut lui servir de 
définition, et cest en se plaçant a ce point de vue que Riemann a étudié la 
fonction F'(«,ß,y,x) dans un Mémoire qui contient les germes de la théorie des 


équations différentielles linéaires, telle qu'elle a été développée depuis par Fuchs; 
enfin, g et h désignant deux des quatre quantités o, te ‚©, cette fonction peut 


étre représentée par des intégrales définies de la forme 


N 
fe (r—u)’- 8! (r—x u) “du, 


g 


étudiées par Euler dans le cas g=o,h=1, et par Jacobi dans les autres cas; 
c'est en partant de ces intégrales que Jacobi a trouvé, par des transformations 
faciles, toutes les solutions de l’&quation différentielle de la série hypergéométrique 
indiquées par Gauss et Kummer. 

La théorie de la série hypergéométrique de Gauss est dans un rapport étroit 
avec celle des intégrales eulériennes qui ont été étudiées à tant de points de vue 


différents. J'ai obtenu une formule très générale comprenant, comme cas parti- 
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culiers, un grand nombre d’integrales définies, exprimables à l'aide de l'intégrale 
eulérienne 1, entre autres les intégrales eulériennes de première espèce et les 
intégrales qui se présentent dans la théorie des polynômes de Legendre et de 


Jacobi. J'ai montré, en effet (9), que l’intégrale définie 


| at! (1r—a)*t8-7 F(a, B,y, 2) F(a+n,B—n,7,x)dæx, 


e 
0 


où n désigne une constante quelconque, s’exprime au moyen de la fonction I, 
du moment qu'elle est finie; si la constante » est nulle, cette intégrale s'exprime 
au moyen de la fonction eulérienne I’ et de sa dérivée. Parmi les applications 
de cette formule générale, je donne d’abord (ro) la determination des coefficients 
du développement de la fonction hypergéométrique de Gauss, en série de poly- 
nömes de Jacobi, 


Xn=F (a+B+m,—m, y, x), 


ou m est un entier positif, polynömes représentés par une formule de Jacobi 
analogue a celle que O. Rodrigues a donnée pour les polynömes de Legendre; 
les coefficients de ce développement ont des valeurs simples. Puis, supposant 


m et m’ quelconques (non entiers), je calcule (10) l'intégrale 


1 
[a (APTE Xe Im Ad 


0 


qui, d’après Jacobi, est nulle lorsque m et m’ sont des entiers différents ; je montre 
que cette intégrale est encore nulle, quand m et m’ sont deux racines distinctes 
d'une équation transcendante, dont le premier membre s'exprime à l’aide de la 
fonction I” et dont le second membre est une constante arbitrairement choisie; 
lorsque l’on prend m=m’, l'intégrale est évidemment différente de zéro; je donne 
alors sa valeur. On peut déduire de ce résultat la détermination des coefficients 
Am du développement d'une fonction en serie de la forme Z Am Xm, la sommation 
étant étendue aux valeurs de m qui sont racines de l'équation transcendante citée 
plus haut; on sait que certains problèmes de Physique conduisent à des déve- 
loppements de ce genre. Peu de temps après leur publication, ces résultats ont 


été généralisés par Callandreau (Comptes rendus, 14 juillet 1879). 
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Fonctions hypergéométriques de deux variables. — Plusieurs géomètres, 
entre autres Clausen', Pochhammer*, Thomae*, Goursat*, ont généralisé les résul- 
tats donnés par Gauss et Riemann dans la théorie de la fonction F(«,ß,y,x) en 
formant des fonctions hypergéométriques d’une variable construites d'une façon 
analogue à celle de Gauss et vérifiant une équation différentielle linéaire d'ordre 
supérieur. Anterieurement à Pochhammer, Hermite avait indiqué une intégrale 
définie analogue à celle d' Euler, contenant un paramètre variable et vérifiant une 
équation differentielle d'ordre supérieur qui comprend, comme cas particulier, celle 
de Gauss. Je me suis placé à un tout autre point de vue, et je me suis proposé 
de former des fonctions de deux variables indépendantes x et y, analogues à la 
fonction hypergéométrique de Gauss, en suivant le mode de généralisation qui 
conduit des fonctions © d'une variable aux fonctions © de plusieurs variables. 
Cette question se posait tout naturellement; en effet, les polynômes de Legendre 
a” (1 —a?)” 

dx" 
les propriétés des polynômes à deux variables 


s'expriment à l'aide de la serie de Gauss; or Hermite, ayant étudié 


Qm+n (x —x*—y?)" +n 


SS SS TES Fr TS ; 


O x" O Ny 


a montré que ces polynömes sont entièrement analogues a ceux de Legendre; on 
pouvait done penser qu'il existait des fonctions hypergéométriques de deux vari- 
ables comprenant, comme cas particuliers, les polynömes d’Hermite, de méme que 
la fonction de Gauss comprend ceux de Legendre. Dans la 2me édition de son 
Handbuch der Kugelfunctionen, Heine commence de la façon suivante (II® volume, 
p. 357) l'exposé des résultats que je lui avais communiqués et au sujet desquels 
il m'avait écrit plusieurs lettres: 

»Euler et Pfaff se sont déjà occupés de séries hypergéométriques d'ordre 
supérieur, c'est-à-dire de séries dans lesquelles, au lieu de deux éléments au 
numérateur et d'un élément au dénominateur comme dans la série de Gauss, en- 
trent un plus grand nombre d'éléments au numérateur et au dénominateur, de 
telle manière que la permutation des éléments du numérateur ou de ceux du 


denominateur n'altère pas la valeur de la série. Ces séries servent à l'intégration 





‘ Journal de Crelle, t. 3. 

? Journal de Crelle, t. 71. 

>" Mathematische Annalen, t. 2. 

* Annales de l'Ecole Normale, zme série, t. XII. 
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d'équations différentielles linéaires d’ordre supérieur, comme la serie de Gauss 
sert à l'intégration d'une équation du second ordre, et occupent ainsi une place 
déterminée dans l'Analyse (voor un Mémoire de Thomae, Math. Annalen, t. II). 
Elles s'imposent à l'attention par plusieurs propriétés intéressantes, parmi lesquelles 
je citerai celles que Clausen a données dans le tome III du Journal de Crelle, ... 
.. Partant de ce fait que ma généralisation de la série de Gauss avec un facteur q' 
comprend comme cas particulier les fonctions © d'une variable, tandis que les © 
d'ordre supérieur contiennent plusieurs variables, je cherchai une généralisation 
de la série de Gauss contenant deux variables et conservant les propriétés essen- 
tielles de la série de Gauss. C'est cette généralisation que M. Appell a trouvée . . .» 

Voici maintenant l'analyse des principaux résultats que j'ai obtenus dans 
cette voie: 

Je considère (66) quatre séries F,, F>, F,, F,, qui peuvent être regardées 
comme autant de généralisations différentes de la série de Gauss. On le recon- 
naitra immédiatement en comparant les termes généraux de ces series au terme 
général de la série de Gauss: par exemple, les deux séries que j'appelle 
F, (a, 8,8, 7,7’, 2, y) et F,(e,ß,y,y',&,y) ont respectivement pour terme général 





& (0 + 1) (@- mt 7) BIB Pa) EP EME PR ee y" 
y(y + 1)---(y+m—1) 7’ (y +1). (y +n—1) 1-2::m 1:2 
a (a+ Em EHRT Im En) Mr y" 





ARTE. 


Sly +) y mi) (y +2) (y +nx) 1-2-.-mM Ir2-.M 


les entiers m et » variant de o à ©. Ces quatre series sont convergentes pour 
des valeurs de x et y dont les modules sont suffisamment petits: ainsi la série 
F, est convergente quand la somme des modules de x et y est inférieure à l'unité, 
et la série F, quand la somme de leurs racines carrées est inférieure à l'unité. 
Les quatre séries définissent done des fonctions holomorphes de x et y dans le 
voisinage des valeurs =o et y—o; comme pour les fonctions de Gauss, les 
dérivées partielles de ces fonctions sont des fonctions de même nature. Il existe, 
pour les fonctions de deux variables, un grand nombre de formules semblables 
à celles que donne Gauss: Relationes inter functiones contiguas ; puis des formules 


permettant de transformer ces fonctions, de les ramener les unes aux autres dans 





1 way : . . . N FE pres 
Cette généralisation de Heine consiste à remplacer, dans le terme général de la série de 


: PR Ka a RE : 
Gauss, un facteur tel que «+k par l’expression I se réduisant à @+%k pour q=1. 
Lg 
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certains cas particuliers. On peut représenter ces fonctions par des intégrales 
définies qui rappellent l'intégrale définie d’Euler servant à représenter la fonction 
de Gauss. Ainsi, en faisant 


Sl, vus eb (nn), 


on trouve que la fonction F, est égale à un facteur constant multiplié par l'inté- 


grale définie double 
Sf a-usx) (Ivy)? f (u, v) du dv, 


prise entre les limites w20, v>o, I-u—v>o. En partant de cette expression de 
la fonction F,, j'étends à cette fonction certaines propriétés que Jacobi a dé- 
montrées pour la fonction de Gauss et qui se rattachent au développement de 
F(a,1,7,x) en fraction continue (68). 

L'une des propriétés les plus importantes de la fonction de Gauss est qu’elle 
vérifie une équation linéaire du second ordre: les fonctions de deux variables 
possèdent une propriété toute semblable. Elles satisfont chacune à deux équations 
différentielles linéaires simultanées, aux dérivées partielles. Par exemple, la fonc- 


tion F, satisfait aux deux équations différentielles 


(w—x*)r—xystly —(a+8 +1) x] p—Byg safe, 


(y—y*) t—ays+ly’—(a+ 6’ +1) y g—f’wp—af'e=o, 


ou p,q,r,s,t désignent, comme d'ordinaire, les dérivées partielles premières et 
secondes de Zz par rapport à x et y. Les équations que vérifient F, et F, sont 
du même genre: elles rentrent toutes dans le type d'équations simultanées de la 
forme 

r=U,S TA pt äs gt AZ, 


t=b,s+b,p+b,q+b,2, 


où les a et les b sont des fonctions de x et y telles que (t—a, b,) ne soit pas 
identiquement nul, et ot la condition d’integrabilit@ est remplie identiquement, 
c'est-à-dire quels que soient x,y, 2,p,q,s. L'étude de ces équations différentielles 
s'imposait: elle révèle cette circonstance que les propriétés de l'intégrale générale 
présentent de nombreux points de ressemblance avec celles de l'intégrale générale 
d'une équation linéaire à une variable indépendante, telles qu'elles résultent des 
travaux de Fuchs (116). Ainsi, lorsqu'on connait quatre fonctions linéairement 
26—2554. Acta mathematica. 45. Imprimé le 29 avril 1926. 
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indépendantes vérifiant les deux équations simultanées, l'intégrale générale de ces 
équations est égale à une combinaison linéaire de ces quatre fonctions avec des 


coefficients constants arbitraires. On peut aussi, comme pour les équations linéaires, 


: j LA I . > 
montrer que, si les coefficients et la quantite TNT: sont des fonctions déve- 
di 0: 


loppables en séries convergentes procédant suivant les puissances positives crois- 
santes de æ—%, et y—y,, on pourra satisfaire à ces équations par une fonction 
z développable de la même façon, les valeurs de cette fonction et des trois déri- 
vées p,q,s étant arbitraires pour æ—x, et y=y,. Enfin, si l'on prend quatre 
intégrales linéairement indépendantes et si l’on suppose que les variables imagi- 
naires x et y décrivent, dans le plan sur lequel elles sont représentées, des courbes 
fermées, la valeur finale de chacune de ces intégrales est une combinaison linéaire 
et homogène à coefficients constants des valeurs initiales des quatre intégrales. 
En appliquant ces théorèmes aux équations simultanées que vérifient respective- 
ment les fonctions F,, F,, F,, on arrive à trouver l'intégrale générale de chacun 
de ces systèmes d'équations simultanées, exprimée à l'aide de quatre fonctions 
hypergéométriques particulières. On arrive, en outre, à prolonger chacune de ces 
fonctions à l'extérieur des régions où les séries définissant primitivement ces fone- 
tions cessent d'être convergentes; ce qui permet d'établir des relations fort 
nombreuses du genre de celles que Gauss donne dans son Mémoire » Determinatio 
server nostre per equationem differentialem» et dont Kummer a fait plus tard une 
étude approfondie. 

La fonction F, se comporte autrement que les trois autres: elle vérifie trois 
équations différentielles linéaires simultanées aux dérivées partielles du second 
ordre et non deux équations seulement. Je démontre, pour ce systeme d’equa- 
tions, des théorèmes analogues aux précédents, avec cette difference qu’un système 
fondamental d'intégrales est formé de trois fonctions au lieu de quatre. Ces 
équations admettent un grand nombre d’intégrales exprimables à l’aide de la 


fonction F, par des formules telles que 
a (Tay? (ry) Fu uv tat) 


t et t' désignant des fonctions rationnelles et du premier degré de x et y. J'ai 
indiqué beaucoup de ces intégrales (69); M. Goursat ! en étudiant la question d'une 


manière systématique, en a trouvé jusqu'à sozxante. 





! Comptes rendus, 23 octobre 1882. 
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Pour achever le résumé des principales propriétés des fonctions hypergéo- 
métriques de deux variables, il nous reste à dire un mot des polynömes qui s’y 
rattachent. On peut exprimer, à l’aide de la fonction F,, les polynômes qu’Her- 
mite a indiqués comme généralisation des polynömes de Legendre et des poly- 
nômes cos (7 are cos x) (Comptes rendus, t. LX), les polynömes de plusieurs 
variables qui ont été étudiés par Didon (t. V, VI, VII des Annales de l'Ecole 
Normale), et les polynômes que j'ai formés (66) 


QM+N [gam +y—1 gp tr 1 (pp — y tn 
lam tity ey) 


Ô am Ô y" 





Um, n= art yt 


analogues aux polynömes de Jacobi; ainsi 
Umn=C FR (—m—n, m+y,nt+y7',7,7'; 2,9), 


C désignant une constante connue. Ces polynömes possédent des proprietes 


semblables a celles des polynömes d’Hermite et des fonctions Y, de Laplace; la 


propriété fondamentale est que l'intégrale double 
dh ot pt Un,n ie Piles dy, 


étendue à l'aire du triangle limité par les trois droites =o, y=o, I—x—y=o0 
est nulle, tant que m+n est différent de u+»; cette intégrale, au contraire, n'est 
pas nulle quand m+n=u+» et jindique alors sa valeur. Ces formules permettent 
de calculer les coefficients du développement d'une fonction de deux variables 
x et y en série procédant suivant les polynômes Um». Le calcul se simplifie 
par l'introduction d'un polynôme adjoint exprimable aussi à l'aide de la fonction 
F,. Les mêmes propositions s'étendent à des polynômes définis d'une façon plus 
générale, en ajoutant, dans les polynômes U„,n, le facteur (1—%—#7) en avant 
du signe de différentiation et le facteur inverse sous le signe de différentiation 
(70). Elles résultent toutes d'une propriété générale des fonctions satisfaisant à 
l'équation différentielle unique, obtenue en ajoutant les deux équations différen- 
tielles de la fonction F,, et faisant 8+8—0, équation qui est intéressante à 
étudier pour elle-même et dont un grand nombre d’intégrales s'expriment à l'aide 
des fonctions F, et F,. Cette propriété est la suivante: Les quantités y, 7’, 
1+a+d—y—y’ étant supposées positives, soient z une intégrale de l'équation, et 
z, une intégrale de l'équation obtenue en remplaçant « et d par a+4 et d—A; 


l'intégrale double 
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étendue au même triangle que plus haut est nulle, si les fonctions z et z, et 
leurs dérivées premières restent finies dans les limites d'intégration. Il est inté- 
ressant de remarquer que ce théorème comprend, comme cas très particulier, le 
théorème fondamental relatif aux fonctions Y, (0, y) de Laplace: en effet, l’&qua- 


tion différentielle bien connue, à laquelle satisfont les fonctions Y,, se ramène à 


la forme générale précédente par la substitution sin 9 cos y=V x, sin 0 sin p—=V y; 
il comprend également, comme cas limite, certaines formules données par Hermite 
sur les polynömes qui naissent de la différentiation d'une exponentielle dont l’expo- 
sant est un polynôme homogène et du second degré en x et y. 

Dans les. recherches que nous venons d'exposer, les variables x et y sont 
regardées comme indépendantes. Si on les suppose exprimées en fonction d'une 
variable {, c'est-à-dire liées par une relation, les quatre fonctions hypergéométriques 
deviennent des fonctions d'une variable indépendante et vérifient, la premiere F\, 
une équation différentielle linéaire du troisième ordre, les trois autres, F,, F;, Fy, 
des équations différentielles linéaires du quatrième ordre (131). L'ordre de ces 
équations peut s’abaisser lorsqu'on établit certaines relations particulières entre 
x et y. Ainsi la fonction KF, vérifie une équation du troisième ordre quand 
Vz+Vy=1; de même F, quand «+y=1. Ces théorèmes, qui peuvent s'étendre 
à des systèmes généraux d'équations aux dérivées partielles simultanées, semblables 
à celles que vérifient nos fonctions, trouvent leur application dans une question 
posée par Tisserand’ au sujet d'un développement employé en Mécanique celeste.? 

Soit P“)(p,z) le polynôme de degré N en z qui forme le coefficient de OY 

1-9 
dans le développement de (1—2@z2+0°) ? effectué suivant les puissances posi- 
tives de ©; il s'agit de trouver une formule générale donnant le développement 
du polynôme P)(p,z) suivant les cosinus des multiples de x et y, quand on 
pose 2=u COS X+Y COS y. 

Tisserand détermine le coefficient BY ;? de 4 cos 2x cos jy dans ce développement 
pour les valeurs p=2, p=3; et de plus, il montre que, si p est de la forme 2 q+ 3, q 
entier, le coefficient Pri s'exprime à l'aide d'un polynôme hypergéométrique du 
second ordre. En calculant directement le coefficient général, j'ai fait voir (73) que, 





' Comptes rendus, 15 et 22 octobre 1883. 
* Voyez aussi un Mémoire de M. RADAU: Sur le développement de l'expression (Annales de 
l'Observatoire, Mémoires, t. XVIII, 1884). 
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quels que soient le nombre p et les constantes u et », ce coefficient s'exprime à 


l'aide d'une des fonctions hypergéométriques de deux variables par la formule 





BP Cnty F Pale! Nes ae Lata) AN 
od 4 2 2 a 


> Tr Oy EN LE vi) 
le facteur C étant une constante dont je donne la valeur; le développement de 
la fonction F, qui figure dans cette expression, s'arrête de lui-même, car le second 
élément est un entier négatif. Dans la séance du 19 novembre 1883, Radau 
a communiqué à l'Académie des Sciences de Paris une méthode permettant 
d'établir rapidement cette même formule. Mais, dans l'application à la Mécanique 
céleste, que Tisserand avait en vue, u et » ne sont pas indépendantes et l'on a 
J 
2 


nl . 2 
U—=COS"— > v=SIN” — » utv=I. 
2 


Il est done important de rechercher quelles simplifications cette relation 


aporte à l'expression du coefficient SEA Dans les cas signalés par Tisserand, 


cette relation permet de le réduire à un polynôme hypergéométrique d'une seule 
variable du premier ou du second ordre, et, dans ces cas, le coefficient considéré 
comme fonction de J satisfait à une équation différentielle linéaire du deuxième 
ou du troisième ordre. Callandreau a montré (Comptes rendus séance du 26 


novembre 1883) que, dans le cas général, le coefficient BN? considéré comme 


fonction de J vérifie une équation différentielle linéaire du troisième ordre, qu'il 
na d'ailleurs pas formée complètement. Au moment où Callandreau à publié 
cette Note j'étais, de mon côté, arrivé à ce même résultat: je forme (73) cette 
équation et j indique les cas dans lesquels elle se réduit au second ordre ou peut 
être ramenée à celle de la série hypergéométrique d'ordre supérieur. 

Dans toutes mes recherches sur mes fonctions hypergéométriques de deux 
variables, je me suis principalement placé au même point de vue qu'Euler, Gauss, 
Jacobi, en m'efforçant de montrer que ces fonctions constituent bien l'extension 
de la fonction de Gauss. Les recherches que M. E. Picard a faites postérieurement, 
dans une autre direction, sont venues confirmer cette manière de voir. De même 
que Riemann définit la fonction hypergéométrique de Gauss par ses trois points 
critiques et les exposants correspondants, M. E. Picard’ s’est proposé de définir d'une 





* Comptes rendus, mai 1880; Annales de l'Ecole Normale, octobre 1881. 
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facon analogue certaines fonctions de deux variables indépendantes: il retrouve 
ainsi une de nos fonctions hypergéométrique de deux variables, la fonction FF. 
M. Goursat a montré ensuite’ que les series F, et F, sont susceptibles d’une défini- 
tion analogue. 

De nombreux mathématiciens ont généralisé les fonctions sphériques en 
considérant des potentiels ou des fonctions harmoniques et des formules analogues 
à la formule de Green, dans l’espace à qg dimensions. Les polynömes Vm,» 
qu'Hermite a créés comme généralisation des polynômes de Legendre et associés 
aux polynômes Un,» peuvent être rattachés à ce point de vue; ce sont de véri- 
tables fonctions sphériques sur l’hypersphére dans l'espace à q dimensions. 

Les polynômes Um,, d’Hermite et leurs analogues peuvent de même être 
rattachés aux fonctions sphériques dans l’hyperespace (82). Ces théories ont fait 
l’objet de nombreuses recherches de M. Kampé de Fériet; elles ont abouti a un 
ouvrage que je publie chez Gauthier-Villars en collaboration avec lui. 

La littérature relative a cette théorie toute francaise a été exposée 
par M. Lambert et moi dans un supplément à l'Encyclopédie des Sciences 


mathématiques. 


Calcul approché des intégrales doubles. — Les polynömes à deux variables 
analogues aux polynômes de Legendre et aux polynômes cos (» are cos x) découverts 
par Hermite (Journal de Crelle, t. 64, et Comptes rendus, t. LX) ont conduit Didon 
à des résultats intéressants, d'une grande généralité, relatifs à des polynomes 


Umn(x, y) de degrés m+n tels que l’on ait 
SS Kir, y) Um,n Un,» dx dy=o, 


tant que (m—u)*+(n—») n'est pas nul, K(x, y) étant une fonction donnée et le 
champ d'intégration ayant une forme déterminée. Certains de ces polynômes 
peuvent être rattachés aux séries hypergéométriques de deux variables. Les 
polynômes de Legendre interviennent dans la méthode de Gauss pour le caleul 
approché des intégrales définies simples et les polynômes plus généraux carac- 


térisés par les conditions 





' Comptes rendus, 13 et 27 novembre 1882. 
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dans le calcul approché des intégrales de la forme 


b 


frere dx, 


a 


où K(x) est une fonction donnée, comme l'ont montré Christoffel, Tehebicheff 
et Heine. 

Il y a lieu de penser que les polynömes d’Hermite et les polynömes de 
Didon interviendront de même dans le calcul approché des intégrales doubles 
de la forme 


I=[[ K(x, y) f(&, y) dx dy, 


K étant une fonction déterminée servant à la définition des polynômes et le champ 
d'intégration ayant une forme donnée. 

Je me suis proposé (76) de mettre ce fait en évidence dans des cas simples 
pouvant servir de types à une théorie générale. J'ai tout d’abord indiqué quel- 
ques propriétés nouvelles des polynômes d’Hermite généralisés par Didon, entre 
autres une liaison très simple entre une certaine forme quadratique et la notion 
de polynömes associés introduite par Hermite. Puis, arrivant à l'objet principal 
du Mémoire, je pose le problème comme il suit. Soient K une fonction de x 
et y gardant un signe constant dans le champ d'intégration et f(x, y) une fonc- 
tion développable, dans le champ d'intégration, en une série de puissances en- 
tières et positives de x et y; pour évaluer l'intégrale double J, je prends un 
polynôme g(x,y) de degré p en x et y, contenant par conséquent un nombre 


n= nr 2) de coefficients, et je détermine ces coefficients par des équations 


2 





linéaires en exprimant que le polynôme g prend la même valeur que la fonction 
f en n points (x,, y), (x, Ys), ..., (an, Yn) situés dans le champ d’intégration et 
n’appartenant pas a une courbe d'ordre p: la valeur approchée de l'intégrale 
est alors : 

J=/[[Koydzxdy. 


Comme le fait Gauss dans sa méthode d'évaluation approchée des intégrales 
simples, il s’agit ensuite de déterminer les points (a, yi), de manière à obtenir 
la plus grande approximation possible, au sens de Gauss. Je forme les équations 
qui déterminent ces points. Sans entrer dans des details sur le cas général, je 


x 


me borne ici à indiquer deux résultats particulièrement simples. 
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Tout d'abord, le cas le plus simple de tous est le cas de p=o, n=1. On 
substitue alors à la fonction f(x, y) une constante égale à la valeur qu’elle prend 
en un point (x,, y,) pour le moment inconnu: il s’agit de déterminer ce point de 
telle façon que l'erreur commise soit la moindre possible. On trouve que le 
point doit être choisi au centre de gravité du champ d'intégration, la densité 
en chaque point étant égale à K(x, y). Si l’on forme le polynôme le plus géné- 
ral P du premier degré, sannulant en ce point on démontre que ce polynôme 


possède la propriété exprimée par l'équation 
[Sf KP dx dy=o; 


c'est done le polynôme le plus général du premier degré remplissant les condi- 
tions des polynömes de Didon; en l’egalant a zero, on obtient une droite arbi- 


traire passant par le point fixe cherché. 


Voici ensuite un second exemple simple. Supposons que le champ d intégra- 
tion soit un cercle de centre O et de rayon I et que K=1. Prenons trois points 
(x, y1), (ts, Ye), (X, Ys) sur un cercle concentrique, et remplacons la fonction 
f(x,y) par un polynôme du premier degré devenant égal à f aux trois points. Pour 
que l'erreur commise soit la plus petite possible, il faut que les points soient les 
sommets d'un triangle équilatéral quelconque inscrit dans le cercle de centre O 


et de rayon Vy 2: 


+ 


Nous citerons, comme se rattachant à ces recherches, une Note de M. 
Bourguet (Comptes rendus, 1898, t. 126) et la fin de la thèse de M. Angelesco 
(Paris 1916). 


Fonetions harmoniques de variables réelles. 


Theorie générale. — J'ai cherché (120) à étendre les théorèmes de la théorie 
des fonctions d'une variable complexe aux fonctions harmoniques, c'est-à-dire aux 
fonctions de trois variables réelles, vérifiant, là où elles existent, l'équation aux 
dérivées partielles 

0° FAO EE CP JT 
~ One” Oy Oz 





AF 


En convenant de considérer x, y, 2 comme les coordonnées d'un point M 
par rapport à trois axes rectangulaires, une fonction F vérifiant l'équation /F=o 
pourra être définie dans tout l’espace ou seulement dans une portion de l’espace 
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en exceptant certains points, ou certaines lignes ou certaines surfaces. La théorie 
de ces fonctions se rapproche tout naturellement de celle des fonctions d'une 
variable imaginaire w=x+7zy, si l'on se rappelle que la partie réelle d’une fonc: 
tion analytique de æ+2y vérifie une équation aux dérivées partielles analogue, 
mais à deux termes seulement. Thomson et Tait ont montré qu'il existe 
une suite de fonctions harmoniques V,(x,y,2) définies pour toutes les valeurs 
entières positives ou négatives de l'indice » homogènes et du degré v en #,y,2. 
Ces fonctions jouent, dans la présente théorie, le même rôle que la partie réelle 
de l'expression (a+2b)(x+2y)" dans la théorie des fonctions d'une variable imagi- 
naire. Par exemple, une fonction harmonique uniforme, finie et continue dans 
l'intérieur dune sphère ayant pour centre l'origine, y est développable en une 
série procédant suivant les fonctions V, à indices positifs; une fonction harmo- 
- nique uniforme finie et continue entre deux sphères ayant pour centre commun 
l'origine, est développable dans cet espace en une double série procédant suivant 
les fonctions V, à indices positifs et négatifs; théorèmes tout semblables à ceux 
de Cauchy et de Laurent pour les fonctions d'une variable imaginaire. Je montre 
(119), en général, qu'il existe des développements en série, propres à représenter 
une fonction harmonique uniforme et admettant des dérivées en tous les points 
d'un volume limité par des portions de surfaces sphériques, développements qui 
présentent les mêmes particularités que ceux que j'ai donnés pour des fonctions 
analytiques d'une variable, holomorphes dans une aire limitée par des ares de 
cercle. Je déduis ces propositions du théorème de Green. 

Prenant ensuite une fonction harmonique finie, continue et uniforme dans 
tout l’espace, sauf en certains points singuliers, je m'occupe d'abord de classer 
ces points en pôles et points singuliers essentiels; ce qui se fait aisément à l'aide 
des fonctions V,; puis je définis le résidu de la fonction en un pôle ou en un 
point essentiel isolé. Les points singuliers étant ainsi classés, j indique l’expres- 
sion la plus générale d'une fonction n'ayant que des pôles: une fonction de cette 
nature doit être regardée comme analogue à la partie réelle d'une fonction 
rationnelle d'une variable imaginaire: elle est égale à une somme de fonctions de 
la forme V,(x—a,y—b,z—c) à indices positifs ou négatifs. En supposant en- 
suite une fonction qui possède un nombre fini de points singuliers, parmi les- 
quels des points singuliers essentiels, je donne l'expression générale de cette 
fonction sous forme d'une somme de fonctions n'ayant chacune qu'un point 
singulier. Je démontre enfin, pour les fonctions harmoniques uniformes, un 


théorème analogue à celui de Cauchy sur la somme des résidus relatifs aux pôles 


27—2454. Acta mathematica 45. Imprimé le 1 mai 1925. 
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situés dans un contour, et un théorème analogue à celui de M. Mittag-Leffler four- 
nissant l'expression d’une fonction harmonique ayant pour pôles, un nombre 


infini de points donnés, avec des parties principales assignées à l'avance. 


x 


Fonctions harmoniques a un, deux ou trois groupes de périodes. — Pour 
appliquer ces théorémes généraux a des exemples intéressants par eux-mémes, 
j'ai fait (120) une étude générale des F(x, y, z) admettant trois groupes de périodes 
(a,b,c), (a’,b’,¢), (a”, b”, ce”); j'entends par là que ces fonctions prennent aux 
points (c+a, y+b, zt+e), (wt+a’, y+b,2+c), (w+a", y+b”, z+c”) les mêmes 
valeurs qu'au point (x,y,z). On peut représenter cette propriété par l’image 
géométrique suivante. Considérons les trois segments de droites partant de 
l'origine pour aboutir aux trois points (a, b, c), (a’, b’, c’), (a”, b”, ce”) et, sur ces 
trois segments, construisons un parallélépipède; sur les faces de ce parallélépipède, 
plaçons des parallélépipèdes égaux et orientés de la même façon, puis, faisons 


la même opération pour les nouveaux parallélépipèdes et ainsi de suite, indéfini- 


ment, de manière à remplir tout l’espace d'un réseau de parallélépipèdes égaux : 


et orientés de la même façon, se touchant par leurs faces égales. La fonction 
F possède cette propriété, qu'elle reprend les mêmes valeurs aux points placés de 
la même façon dans tous ces parallélépipèdes. Il suffira, d’après cela, de con- 
naître la fonction F dans un de ces parallélépipèdes que nous appelons parallélé- 
pipede élémentaire, pour la connaître dans tout l’espace. On voit que ces fonc- 
tions sont semblables à la partie réelle d'une fonction doublement périodique 
d'une variable imaginaire w=x+7zy, qui reprend les mêmes valeurs aux points 
d'un plan placés de la même façon dans un réseau de parallelogrammes. Cette 
similitude se poursuit dans la plupart des propriétés; ainsi: 

Une fonction à 3 groupes de périodes finie en tous les points dun parallélépipède 
élémentaire, est une constante. Si la fonction admet dans un parallelepidede élémen- 
taire un nombre fini de points singuliers, la somme des résidus relatifs à ces points 
est nulle. 

Jusqu'ici ces fonctions sont conçues seulement in abstracto il s’agit d'avoir 
leurs expressions analytiques. Pour cela, je commence par construire, à l’aide 
d'une série, une fonction Z{(x, y, 2) vérifiant l'équation du potentiel et présentant 
H’ (u) 
H(u) 


peut, comme l’a montré Hermite, représenter toutes les fonctions elliptiques. La 





la plus grande analogie avec la fonction Z(u)= , à l'aide de laquelle on 


fonction Z(x, y, 2) nous permettra, de même, de représenter toutes les fonctions 
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à trois groupes de périodes ayant dans un parallélépipède un nombre fini de 
points singuliers: elle est essentiellement définie par la condition d’avoir, pour 
pôles du premier degré avec le résidu +1, fous les sommets du réseau des parellélé- 
pipèdes. Par l'application du théorème analogue à celui de M. Mittag-Leffler, j'arrive 
à écrire cette fonction sous forme d'une serie qui converge absolument, c’est-à-dire 
indépendamment de l'ordre dans lequel on prend ses termes. Cette fonction 
n'admet pas les groupes de périodes (a, b, c), (a’, b’, c'), (a”, b”, ce”), pas plus que 
la fonction Z(u) n’admet les deux périodes des fonctions elliptiques; elle vérifie 
des équations de la forme suivante 


Z\e+ta,y+b,2+0)-Z(&,y,2)=Axc+By+(Cz+E, 


les lettres A, 5b, C, E désignant des constantes qui dépendent des neuf quantités 


vr 


a,b,c, a ,V',c, a’, b’, c’; ces constantes sont liées par des relations que l'on 
établit à priori et qui permettent de les calculer dans certains cas, autrement 
que par des séries, par exemple dans le cas où les parallélépipèdes élémentaires 
sont des cubes (119). La fonction Z(x, y, z) une fois construite, on a très simple- 
ment l'expression d'une fonction à 3 groupes de périodes n'ayant que des pôles, 
par une somme composée de fonctions Z et de leurs dérivées. On peut remplacer 
Z par une fonction à trois groupes de périodes, mais non harmonique (125). Je 
donne ensuite l'expression d'une fonction à trois groupes de périodes avec un 
nombre fini de points singuliers parmi lesquels il y a des points essentiels, puis 
jetends à ces fonctions certains résultats que j'avais démontrés auparavant 
pour les fonctions doublement périodiques. Lorsque l'on fait croître indéfiniment 
une ou deux dimensions des parallélépipèdes élémentaires, on obtient des fonc- 
tions n'ayant que deux ou un groupe de périodes: parmi ces dernières se trouve 
une fonction qui a été employée par Chervet pour exprimer le potentiel d'une 
masse liquide limitée par deux plans parallèles, et traversée par un flux perma- 
nent d'électricité. J'ai donné depuis d’autres applications de la fonction Z(x, y, 2) 
à des questions de Physique mathématique du même genre (238): ces applications 
se trouvent analysées plus loin. 

Dans la théorie des fonctions simplement et doublement périodiques d'une 
variable, les expressions de ces fonctions par des séries simples de sinus et de 
cosinus sont de la plus haute importance, principalement pour les applications. 
Je me suis proposé (121), (122), de développer, de la même façon, les fonctions 
vérifiant l'équation /F=o et admettant un, deux ou trois groupes de périodes. La 


possibilité de ces développements est certaine d'après le théorème de Fourier. 
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De même que, dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire, les fonc- 
tions périodiques les plus simples, après les fonctions périodiques holomorphes, 
sont celles qui admettent une infinité de pôles distribués régulièrement dans le 
plan comme cotg u ou snu; dans la théorie des fonctions harmoniques de trois 
variables x, y, 2, les fonctions périodiques les plus simples, après les fonctions 
périodiques holomorphes en tous les points à distance finie, sont celles qui 
admettent une infinité de pôles distribués régulièrement dans l'espace, le mot 
pôle étant employé ici dans le sens que nous lui avons donné précédemment, 
Ces fonctions périodiques se présentent dans la résolution de différentes questions 
de Physique mathématique, ainsi qu'il résulte d'une remarque de Riemann’, de 
plusieurs Notes présentées à l'Académie des Sciences par M. M. Boussinesq”, de 
Saint-Venant et Flamant*, et Chervet*. Les développements en series trigono- 
métriques indiqués se prêtent facilement au calcul numérique; ils présentent une 
orande analogie avec ceux des fonctions simplement et doublement périodiques 
d'une variable complexe. Les fonctions dont est donné le développement sont 
les suivantes: 

1°. D'abord une fonction ©, ayant pour pôles les points de l'axe Ox 
d’abseisses ma (m entier). Cette fonction est développable en une série procédant 


2H X 





suivant les cosinus des multiples de > le coefficient du terme général s’ex- 


prime à l'aide d’une intégrale définie qui se rattache aux fonctions de Bessel et 
qui a été employée par Riemann dans la solution d'une question de Physique 
mathématique: Zur Theorie der Nobilüschen Farbenringe®. La fonction que 
Riemann introduit pour résoudre ce problème est une combinaison linéaire des 
fonctions C,; de même la fonction introduite par Chervet®, dans un autre pro- 
blème de Physique, est une différence de deux fonctions C,. Un autre mode de 
développement de cette fonction a été donné par Lerch (Journal de Jordan, 
fasc. IV, 1899). 

2°. La seconde fonction C, a pour pôles les points du plan x Oy de coor- 
données ma et nb (m et n entiers); elle se présente dans différentes questions de 


Physique, notamment dans la determination du potentiel en un point d'une masse 





~ 


Schwere, Electricitit und Magnetismus, bearbeitet von HATTENDORFF, p. 84. 
? 3, 31 janvier, 30 mai 1870. 

3, 10, 24 avril 1882; 12, 19 novembre 1883. 

24 septembre 1883; 11 février 1884. 

RIEMANN'S Gesammelte mathematische Werke, p. 54. 

Comptes rendus, 24 septembre 1883. 


> 
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fluide indéfinie, ayant la forme d'un prisme droit à base rectangle, traversée par 
un flux d'électricité (239), ou dans l'évaluation des vitesses aux différents points 
d'un liquide qui s'écoule par le fond d'un vase prismatique à base rectangle’, 
enfin dans la détermination de la fonction de Green pour un prisme droit indé- 
fini à base rectangle. Dans tout l'espace situé d’un même côté du plan des 
coordonnées x Oy, par exemple pour toutes les valeurs positives de z, cette fonc- 
tion et toutes ses dérivées sont développables en séries trigonométriques, procé- 


à } | 20% , 2741 
dant suivant les sinus et cosinus des multiples de —— et = 
a 


des deux développements précédents s’obtiennent à l’aide d'une formule tirée de 





Les coefficients 


la théorie des fonctions ©. 

3°. Enfin la troisième fonction (240) est la fonction Z(x, y, z) qui sert à former 
des potentiels à trois groupes de périodes, avec cette restriction que les parallélé- 
pipèdes élémentaires sont rectangles. Cette fonction intervient dans l'expression 
de la fonction de Green dans l'intérieur d'un parallélépipède rectangle ou du 
potentiel d'une masse liquide traversée par un flux permanent d'électricité et ayant 
la forme d'un parallélépipède rectangle. Je donne un développement de cette 
fonction en série trigonométrique, valable en tous les points de l’espace compris 
entre deux faces opposées d'un des parallélépipèdes élémentaires, ces faces étant 
prolongées indéfiniment: les coefficients de ce développement s’obtiennent, sous 
forme finie, par l'application des théorèmes généraux relatifs aux fonctions 
vérifiant l'équation /V=o. Ce développement, qui se rapproche de celui de 
log O(x+yti) O(x—yi), s'appliquera, par exemple, à l'expression de la fonction de 
Green pour l'intérieur d'un parallélépipède rectangle, telle qu'elle a été donnée 


par Riemann. 


Potentiels multiformes. — Les fonctions précédentes sont des fonctions 
harmoniques uniformes de trois variables réelles. A la suite d'une conversation 
dans laquelle le professeur M. Klein, de l'Université de Göttingen, m avait parlé 
de l'intention qu'il avait d'étudier les fonctions harmoniques non uniformes, 
analogues aux parties réelles des fonctions algébriques d'une variable complexe, 
je lui communiquai (126) l'exemple suivant d’une fonction de ce genre. La partie 


réelle de 


VG—a— ia") + (y—b—08' +0 ic) 











! Voyez différentes Notes de M. BOUSSINESQ (Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences, séances des 3 et 31 janvier, 30 mai 1870). 
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où x,y, 2, a,b,c, a,b’, € sont réels, est une fonction W(x, y, z) vérifiant l’&qua- 
tion 4 W=0 et admettant, pour ligne singulière, un cercle; lorsque le point 
x,y, 2 partant d’une position (7, Yo, 2,) décrit une courbe fermée C revenant en 
ce point, la fonction W reprend ou non sa valeur initiale, suivant que la courbe 


C passe un nombre pair ou impair de fois dans le cercle. On a bien là une 


propriété analogue à celle de la fonction algébrique V w—a d'une variable com- 


plexe u. 


Equations différentielles à une variable indépendante — Invariants. 


Equations différentielles linéaires à une variable indépendante. — Les 
analogies entre les équations différentielles linéaires et les équations algébriques 
ont été depuis longtemps signalées. Ainsi Lagrange a démontré que, si l’on 
connaît une intégrale particulière d'une équation différentielle linéaire, on peut 
abaisser d'une unité l'ordre de cette équation, de même que l’on peut diminuer 
d'une unité le degré d'une équation algébrique dont on connaît une racine. La 
théorie du plus grand commun diviseur de deux polynömes et celle de l'élimina- 
tion ont conduit Libri, Liouville, Brassinne à des théories analogues sur les équa- 
tions différentielles linéaires; et ces questions ont été reprises et complétées par 
Thomé et Frobenius (Journal de Crelle, t. 74 et suivants); Frobenius a introduit 
la notion de l'irréductibilité des équations différentielles linéaires (Journal de 
Crelle, t. 76) et a démontré, à ce sujet, plusieurs théorèmes importants suggérés, 
sans doute, par les théorèmes analogues de la théorie des équations algébriques. 
La décomposition des polynömes en facteurs a été l’origine de la théorie de la 
décomposition du premier membre d'une équation différentielle linéaire en facteurs 
premiers symboliques (Floquet, Annales de l'Ecole Normale Supérieure, année 
1879; Supplément). Le Mémoire fondamental de Fuchs (Journal de Crelle, t. 66) 
qui depuis a été exposé et complété par Tannery (Annales de l'Ecole Normale 
Supérieure, année 1874) et qui a pour objet l'étude des fonctions définies par une 
équation différentielle linéaire, présente plus d'une analogie avec le Mémoire 
célèbre de Puiseux Sur les fonctions algébriques (Journal de Mathématiques, t. XV). 
Enfin, dans un autre ordre d'idées, la théorie des invariants des formes algébri- 
ques a été étendue aux équations différentielles linéaires, dans deux Notes pré- 
sentées par Laguerre à l’Académie (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. LXXXVIII, p. 116 et 224), dans une Communication de Brioschi à la Société 
Mathématique de France (Bulletin, t. VII) et dans le Mémoire couronné d’Halphen 
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Sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes integrables (Journal 
des Savants étrangers, t. XX VIII, N° 1). 

Mais il restait une partie des plus importantes de la théorie des équations 
algébriques qui n'avait pas encore son analogue dans la théorie des équations 
différentielles linéaires: je veux dire la partie qui traite des fonctions symétriques 
des racines d'une équation, de la transformation des équations et de l'extension 
des théories de Galois. C'est ce nouveau Chapitre de la théorie des équations 
différentielles linéaires que j'ai commencé en m'occupant de l'extension des théo- 
rèmes sur les fonctions symétriques et sur la transformation. 

J'ai eu d’abord à m'occuper de chercher quelles sont les fonctions des inté- 
oralés d'une équation différentielle linéaire qui sont analogues aux fonctions 
symétriques des racines d'une équation algébrique. Soient Y,,%s, : : : Yn les élé- 
ments d'un système fondamental d’intégrales d'une équation différentielle linéaire 
d'ordre nr; les fonctions, analogues aux fonctions symétriques, sont des fonctions 
algébriques entières de y,,%,...Yn et de leurs dérivées qui se reproduisent multi- 
pliées par un facteur constant différent de zéro, quand on remplace y,, Y2,... Yn 
par les éléments 2,,2,,...2 d'un autre système fondamental. Je forme l’expres- 
sion générale de ces fonctions et je démontre le théorème fondamental (97, 103) 


analogue au théorème sur les fonctions symétriques: Sort 


dr y ar y 4 n—2 y 
A otha nn ta de purs tr n YO 








une équation differentielle linéaire sans second membre; toute fonction algébrique 
entière de Y1,Y2,...yn et des dérivées de ces fonctions qui se reproduit multipliée 
par un facteur constant quand on remplace ces fonctions par les éléments d’un autre 
système fondamental d’integrales, est égale a. une fonction algébrique entière des coef- 
ficients de l'équation différentielle et de leurs dérivées, multipliée par une puissance 
de e Jude, 

Comme applications, il convient de citer: 1° une méthode d'élimination 
de la fonction entre deux équations différentielles linéaires, semblable a l'élimina- 
tion algébrique par les fonctions symétriques (103); 2° une méthode générale de 
formation de certains invariants et semiinvariants des équations différentielles 
linéaires, à savoir ceux qu'il faut égaler à zéro pour exprimer qu'il y a, entre les 
éléments d'un système fondamental, une relation algébrique à coefficients constants 


(103); 3° une méthode générale pour la transformation des équations différentielles 
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linéaires; 4° l'intégration de certaines équations linéaires entre les intégrales 
desquelles il existe une relation algébrique. 
Ces méthodes sont applicables à une classe d'équations différentielles linéaires, 


à coefficients doublement périodiques, dont on peut toujours trouver l'intégrale 


générale. 


Equations différentielles linéaires à coefficients algébriques. — Supposons 
que, dans une des équations de M. E. Picard à coefficients doublement périodiques, 
on remplace la variable indépendante par l'intégrale elliptique de première espèce 
correspondante; on formera une équation, à coefficients algébriques, dont l'inté- 
orale générale n'aura d'autres points singuliers que des pôles et des points critiques 
algébriques et pourra s'exprimer par des combinaisons linéaires de fonctions 
exponentielles ayant pour exposants certaines intégrales elliptiques de première 
et troisième espèce. Présenté de cette façon, le théorème démontré par M. E. Picard 
peut être généralisé de la manière suivante (98). 

Soit une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont des fonc- 
tions rationnelles de x et y, la variable y étant liée à x par une équation algé- 
brique F'(x,y)—o de genre p. Je suppose que l'intégrale générale n’ait d'autres 
points critiques que des pôles ou des points critiques algébriques, à savoir les 
points critiques de la fonction algébrique y de x; je suppose, de plus, que ces 
coefficients remplissent des conditions telles que la variation éprouvée par l'inté- 
orale générale, quand le point analytique (x, y) parcourt deux cycles successifs, 
soit indépendante de l'ordre de succession de ces cycles. Sous ces conditions, 
l'équation a, pour intégrale particulière, une exponentielle dont l’exposant est 
composé linéairement avec des intégrales abéliennes de première et troisième 
espèce, attachées à la courbe algébrique F(x,y)=o. Cette intégrale particulière 
étant déterminée, l'intégration de l'équation linéaire se ramènera à celle d’une 
équation d'ordre (7—1) à laquelle on pourra appliquer le même théorème et qui 
admettra une intégrale de la même forme, et ainsi de suite jusqu’ àce que l’&qua- 
tion soit intégrée. Mais ce résultat est purement théorique car il n'existe pas 
actuellement de méthode permettant de reconnaître que l'intégrale ne change pas 
quand on change l'ordre de succession des cycles. 

En laissant de côté cette condition de permutabilité des cycles, et imposant 
seulement aux coefficients de l'équation différentielle des conditions telles que 
l'intégrale générale n'ait d'autres points singuliers que des pôles, des points cri- 


tiques algébriques et des points critiques logarithmiques, on peut classer les équa- 
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tions differentielles remplissant ces conditions en trois especes correspondant aux 
trois espèces d’integrales abéliennes (101). Les équations de première espèce sont 
celles dont l'intégrale générale reste partout finie; la deuxième espèce comprend 
les équations dont l'intégrale devient infinie, mais seulement à la manière d'une 
fonction algébrique; enfin la troisième espèce comprend celles dont l'intégrale 
générale a des points critiques logarithmiques. On se trouve alors en présence 
de ces questions, qu'on peut résoudre à l'aide des principes de Fuchs: une rela- 
tion algébrique F'(x, y)=o étant donnée, former, parmi les équations différentielles 
linéaires d'ordre n à coefficients rationnels en x et y, les équations les plus géné- 
rales de première, de seconde et troisième espèce avec des points singuliers donnés. 
Ces questions ont été traitées en partie par M. Suchar (Journal de Mathématiques 
de Jordan, 1902). 

Parmi les équations linéaires à coefficients algébriques, j'ai étudié encore 
(104) des équations différentielles linéaires binômes de la forme 


ad‘ zg 
re W (x, y) 2, 


où w(xz,y) est une fonction rationnelle de x et y, la variable y étant liée à x 
par une équation algébrique de genre p. J’indique le moyen de reconnaitre si 
une de ces équations admet pour intégrale particuliére une exponentielle dont 
Vexposant est une intégrale abélienne, et de trouver cette intégrale si elle existe. 
En appliquant la méthode générale aux cas p=o ou p=I, j'arrive ainsi à intégrer 
une classe nouvelle d’equations linéaires a coefficients rationnels ou doublement 
périodiques, dans des cas ou l'intégrale générale peut n'être pas uniforme et 
admettre des points singuliers essentiels. La méthode que j’emploie est basée sur 
les formules de décomposition en éléments simples, d'après la formule d’ Hermite 
et la formule générale de Riemann-Roch. 


Equations différentielles linéaires transformables en elles-mêmes. — Les 
équations différentielles linéaires, à coefficients simplement ou doublement périodi- 
ques, sont caractérisées par ce fait quelles ne changent pas de forme, quand 
on augmente la variable indépendante d'une ou de deux périodes. On peut 
concevoir des équations différentielles linéaires possédant une propriété du même 
genre, mais beaucoup plus générale, et en conclure la propriété suivante d’une 
de leurs intégrales (108). Soit une équation différentielle linéaire d'ordre » 
définissant en fonction de z; je suppose qu'en changeant la fonction et la 


28—2454. Acta mathematica. Imprimé le 1 mai 1925. 
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variable indépendante, c’est-à-dire en posant zZ’=g (2), u'=u w (2), on puisse déter- 
miner les deux fonctions gm et w de telle façon que l'équation entre « et Zz 
reprenne la forme primitive. Il existe alors une intégrale particulière u—# (2) 


de l'équation proposée, qui vérifie la relation 


F |g (El = A we) F(z), 


A étant une constante. Dans le cas où n=2, ces deux fonctions p et w existent 
toujours, et l’on obtient des résultats déjà signalés par Kummer dans son Mémoire 
sur la fonction F'(a,8,y,z) et étendus depuis par divers géomètres entre autres 
par Brioschi. Des équations fonctionnelles de ce genre ont été étudiées par 
Abel, par Schroeder, Korkine et enfin par M. Koenigs' à qui l’on doit d’im- 
portants théorèmes sur l'existence et l’expression générale des solutions holomor- 
phes de certaines équations fonctionnelles. Ces théorèmes permettent d'étudier 
et d'intégrer des équations linéaires spéciales rentrant dans le type précédent. 

J’admets, avec M. Koenigs, que la fonction q& (z) est uniforme dans l’inte- 
rieur d'une région R du plan et jouit de la propriété que, si z est intérieur à 
cette région, il en est de même du point 2,—=g (2); alors, si l'on pose générale- 
ment 2;+1=0 (zi), les points de la suite 2,2,,29,...2», sont tous à l’intérieur de 
la région R: ils doivent converger régulièrement vers une limite x qui n'est pas 
pour p(z) un point singulier essentiel, et qui est un zéro de la fonction z— (2). 
Ces conditions étant remplies, je suppose que les coefficients de l'équation diffé- 
rentielle sont holomorphes ou méromorphes au point limite, hypothèse qui écarte les 
équations dont les coefficients sont des fonctions doublement périodiques, ou des 
fonctions fuchsiennes. Je montre (108) et (109) que toutes ces équations sont 
intégrables à l'aide de la fonction B(z) introduite par M. Koenigs, et même 
qu'elles peuvent, par une substitution convenable, être ramenées à avoir leurs 
coefficients constants. Cette substitution est celle qu’Halphen a employée (Mé- 
moire couronné, Savants étrangers, t. XXVIII) pour ramener l'équation à la forme 
qu'il nomme canonique: l'application des théorèmes de M. Koenigs montre que 
cette forme canonique est à coefficients constants. 

Lorsqu'on prend le cas particulier où 


re 
cz-+d 








* Recherches sur les substitutions uniformes (Bulletin des Sciences mathématiques, 1883); 
Recherches sur les intégrales de certaines équations fonctionnelles (Annales de l'Ecole Normale, 
année 1884, supplément); Nouvelles recherches sur les équations fonctionnelles (ibid., novembre 1885). 
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les équations que l'on obtient sont celles qui ont été intégrées par Halphen 
(Comptes rendus, t. XCII, p. 779). 

On peut étendre une partie des résultats précédents à des équations non 
linéaires; par exemple, aux équations considérées par Abel!, par M. R. Liouville?, 
par Elliot”, par Rivereau‘, et par nous-même (110). 

Ainsi, les équations homogènes mais non linéaires par rapport à la fonction 
du du 
de de 
fait le changement de fonction et de variable 





inconnue u et a ses dérivées :> conservent la même forme quand on 


u =u Y (ez), z=@ (2). 


Il pourra arriver qu'un choix convenable des fonctions p et w les transforme en 
elles-mêmes. Si la fonction g (z) remplit les conditions supposées par M. Koenigs 
et si les coefficients de l'équation sont holomorphes ou méromorphes au point 
limite x, la considération des invariants permet d'étendre à ces équations une 


notable partie des résultats précédents. 


Equations différentielles non linéaires. Equations réductibles à des équa- 
tions linéaires. — Parmi les équations différentielles non linéaires, j'ai étudié une 
classe étendue d'équations réductibles aux équations linéaires (107). Ce sont les 
équations différentielles qui sont algébriques par rapport à la fonction inconnue 
et à ses dérivées y',y",...y®), qui contiennent d'ailleurs la variable indépendante 
x d'une façon quelconque et dont l'intégrale générale s'obtient, en prenant l'inté- 
grale générale d'une équation linéaire d'ordre (n+1), et en établissant une rela- 
tion algébrique entre les constantes arbitraires qui figurent dans cette dernière 
intégrale. J'indique le moyen de reconnaitre si une équation différentielle donnée 
possède cette propriété et de l'intégrer dans le cas de l'affirmative. On a le 


théorème suivant: 
Pour qu'une équation differentielle 


w (y, y y PERS 2 y, x)=0 








Oeuvres, t II, p. 19 et 26. 
? Comptes rendus, 1886 et 1887. 


> Ibid., 1890, premier semestre. 


+ Sur les invariants de certaines classes d'équations différentielles homogènes par rapport à 
la fonction inconnue et à ses dérivées. These présentée à la Faculté des Sciences de Paris, 1890. 


Gauthier-Villars. 
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algebrique entière et irreductible par rapport à une fonction y de x et à ses dérivées 


admette une intégrale de la forme 
y= Ci Yi + Ce Ye + SRE nad Yn+1; 


OÙ Yi, Ya: Yn+1 désignent (n+1) fonctions de x lineairement indépendantes et 
C,, Co,..., Cny1 des constantes liées par une relation algébrique entière, il faut et 


il suffit qu'il existe une fonction À de x telle que l'expression 


dw 
ops 


se décompose en deux facteurs dont l’un soit linéaire et homogène en y, y’',y,..., y"*). 
t , 2 rs 


Ce dernier facteur, égalé a zéro, donnera une équation différentielle linéaire 


D 7 | . 2 \ 0 w 
ayant pour intégrales y,,Y2,...,Yn+1; l'autre facteur, qui est égal a 9 y pourra 


donner des intégrales singulières. 


Equations différentielles intégrables à l’aide des fonctions © de plusieurs 
variables. — Le théorème de Riemann, donnant les zéros des fonctions ©, permet 
de former des équations différentielles algébriques intégrables à l’aide de ces 
fonctions (94). Prenons, pour simplifier, le cas d’une fonction 0 (x, y) de deux 
variables, formée avec les périodes normales des deux intégrales ultra-elliptiques 


normales de première espèce 


4 


au+Bß aut 


Vf w) Vil) 


/(u) désignant un polynôme du cinquième degré 





du, du, 


S(W)=(a,u+b,) (au+b,)::(a,u+b,). 


Puis, considérons l'équation 
O(x+A,y+B)=0, 


A et B étant des constantes arbitraires. Cette équations définit y en fonction de 
x, si l'on veut employer un langage géométrique, on peut dire que cette équa- 
tion définit, par rapport à deux axes rectangulaires, une infinité de courbes qui 
se transportent parallèlement à elles-mêmes quand les constantes varient. On 


formera l'équation différentielle du second ordre de toutes ces courbes, en élimi- 
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nant A et B entre l'équation ci-dessus et ses deux premières dérivées. L’équation 


différentielle ainsi formée est algébrique; la voici: 





(de d’y—dy d?x) (a B'— Ba) = V(ady— dx) (2, dy—u dx): (Us dy—u; dx), 


x 


où 
= a bi—B ai, w=a bi— B' ai. 


Cette proposition peut s'étendre à des fonctions d'un nombre quelconque de 
variables. 


Sur une application du théorème de Poisson. — Dans une Note présentée 
à l'Académie des Sciences de Paris et dans une Thèse » Sur les équations differen- 
telles simultanées et la forme aux dérivées partielles adjointe» (Naud, 1901), M. Buhl 


a indiqué comme extension du théorème de Poisson, la proposition suivante: 


Etant donné un système d'équations différentielles simultanées tel que 











(x) bee eh oN aes i$ Ad Cr 
NE ais An 
où les X sont fonctions des x, il existe des fonctions 7,,72,...7n des x, telles que, 


st D est une intégrale premiere du systeme, l'expression 


NOx, "Ox, a” 


en est une autre. 


Je montre (115) que ce théorème peut être déduit du théorème de Poisson, 
en me servant de la réduction du système (1) à la forme canonique donnée par 


Liouville. 


Invariants des équations différentielles. — On sait que Laguerre a le pre- 
mier introduit l'idée des invariants d'une équation différentielle linéaire. Il est 
une classe d’équations qui, à ce point de vue, se présentent tout naturellement 
après les équations différentielles linéaires et homogènes; c'est la classe des équa- 
tions différentielles homogènes par rapport à la fonction inconnue et a ses déri- 
vées, mais non linéaires (110), le degré d’homogeneite étant quelconque. Ces 


équations partagent, avec les équations différentielles linéaires et homogènes, cette 
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propriété, qu'elles conservent la même forme quand on prend une nouvelle variable 
indépendante ou qu'on multiplie la fonction inconnue par un facteur quelconque. 
Il est alors de la plus grande importance de former les fonctions des coefficients 
de l'équation et de leurs dérivées qui restent inaltérées dans ces changements, 
c'est-à-dire les invariants de l'équation différentielle. La théorie des invariants 
des équations différentielles linéaires, commencée par Laguerre’ et Brioschi? a 
reçu son complet développement dans le Chapitre III du Mémoire de Halphen: 
Sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes intégrables.* 
M. Roger Liouville* a étudié à différents points de vue les invariants de l'équation 
Hay’ 3a y°+ 301400. 

L'idée générale et le fait de l'existence des invariants ont été mis en lumière par 
Sophus Lie dans son Ouvrage, Theorie der Transformations-Gruppen, par Halphen 
dans une Lettre à Sylvester? et par M. Goursat.® 

Je me suis proposé d'abord de traiter la théorie des invariants des équations 
différentielles homogènes mais non linéaires, et je me suis attaché presque exclu- 
sivement aux équations du second ordre et du second degré, en donnant des 
méthodes qui puissent s'étendre aux ordres et degrés supérieurs. L’&quation 
generale homogene et du second degré par rapport à une fonction y et à ses 


dérivées premières et secondes y’, y” est de la forme 
AY tay? tay t2d yy +2 yy +2 bs yy —0, 


les coefficieuts ap; Aa, Ay, by, ba, b, étant des fonctions de la variable indépendante 
x. Au point de vue de la theorie des invariants, ces équations se divisent en 
trois classes, suivant la façon dont la dérivée y” figure dans l’&quation. Dans 
la premère classe se trouvent les équations pour lesquelles a, et b, sont nuls; 
dans la deuxième, celles pour lesquelles «a, est nul, b, étant différent de zéro; 
dans la troisième se trouvent les équations dans lesquelles a, est différent de 


zéro. Cette classification se trouve justifiée par ce fait que le changement de 





- 


Comptes rendus, t. LXXXVIII, p. 116 et 224. 

Bulletin de la Societe mathematique de France, t. VII, p. 105. 

Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, t. XXVIII, N° 1. 
Comptes rendus, 6 septembre 1886, 12 septembre 1887; American Journal of Mathematics, 
LEX SD, 202: 

American Journal of Mathematics, t. IX, p. 137. 

Comptes rendus, 3 décembre 1888. 
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fonction et de variable transforme une équation d'une classe en une autre de la 
même classe. Après avoir montré que les équations de la première classe peuvent 
toujours être transformées en équations linéaires du second ordre, jindique (112), 
pour les équations des deux autres classes, un moyen simple de former fous leurs 
invariants. Pour cela je réduis ces équations à une forme canonique contenant, 
pour la seconde classe, deux invariants absolus, et pour la troisième trois. Tous 
les autres invariants sont alors des fonctions rationnelles de ces invariants absolus 
et de leurs dérivées successives par rapport à la variable canonique. Comme 
application, j indique les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une de ces 
équations soit réductible à une autre de même forme à coefficients constants, ou 
pour qu'elle admette un facteur intégrant: ces conditions s’obtiennent en égalant 
certains invariants à zero. Dans les équations de la troisième classe, j'étudie en 
détail celles dont l'intégrale générale est un trinôme homogène du second degré 
par rapport aux deux constantes arbitraires. On reconnait qu'une équation possède 
cette propriété en vérifiant que deux invariants sont nuls; l'intégration est alors 
facile; à côté de l'intégrale générale, l'équation admet, dans ce cas, deux inte- 
grales singulières. Ces recherches ont été étendues à d'autres équations analogues 
par Rivereau dans sa thèse de Doctorat (Gauthier-Villars, 1890). 

Parmi les équations différentielles homogènes d'un ordre et d'un degré 
quelconques, les plus simples sont les équations à coefficients constants.  Aïnsi 
qu'on le fait pour les équations linéaires et homogènes, on peut en trouver des 
solutions ayant la forme spéciale Ce’. Dans le cas des équations linéaires, les 
solutions ainsi obtenues sont toutes particulières: on peut se demander s'il en est 
encore ainsi lorsque l'équation différentielle homogène n'est plus linéaire. Je 
donne (113) la solution de cette question pour les équations différentielles homo- 
gènes du second ordre de degré arbitraire. Certaines de ces intégrales peuvent 
être particulieres, d'autres singulières: jindique un moyen simple de les distinguer 
les unes des autres. Il peut arriver que, dans des cas limites, les intégrales de 
la forme Ce” soient toutes particulières ou toutes singulières. Je traite, en 
particulier, à titre d'exemple, le cas d'une équation homogène du second ordre 
et du second degré qui admet quatre solutions de la forme Ce”: lorsque deux 
de ces solutions sont singulières, l'intégrale générale est un polynôme homogène 
et du second degré par rapport aux deux constantes arbitraires. 

J'ai également étudié (112) les invariants des équations différentielles de la 


forme 
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dy ataytagy? +: tan ie (p<n) 
dx bot dyyt + bpy? ar 





qui conservent la même forme, quand on choisit une nouvelle fonction inconnue 


n et une nouvelle variable indépendante 3 liées à y et à x par les relations 


=nutrov, Be SE 
y=nutv Fa 


u,v et u désignant des fonctions indéterminées de x. On obtient encore, d'une 
facon simple, les invariants de ces équations relatifs a ce changement de fonction 
et de variable, en réduisant l'équation à une forme canonique dont les coefficients 
sont des invariants absolus: un invariant quelconque est alors une fonction de 
ces invariants absolus et de leurs dérivées par rapport à la variable canonique. 
Comme application, je donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
l'équation puisse être réduite à une autre de même forme à coefficients constants, 
dont lintégration se ramène immédiatement aux quadratures. Si on laisse de 
côté l'équation linéaire et l'équation de Riccati, l'équation la plus simple de 
l'espèce considérée (n—3,p—o) a déjà été étudiée par M. Roger Liouville.’ Je 
montre qu'on peut la ramener à une forme canonique ne contenant qu'un inva- 
riant absolu, dont le numérateur est un invariant relatif donné par M. R. Liou- 
ville. On peut écrire les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent lier les 
coefficients de l'équation primitive pour qu'elle soit réductible à une forme 
canonique donnée: on arrive, de cette façon, à exprimer les conditions nécessaires 
et suffisantes que doivent remplir ces coefficients pour que l'équation soit réduc- 
tible à certaines formes intégrables. On peut ramener à ce type (n—3,p=0) 
l'équation différentielle classique qui, pour le mouvement d'un projectile dans un 
milieu résistant, donne la vitesse v en fonction de l'angle .« de la vitesse avec 
l'horizon (Voyez mon Traité de Mécanique, 2"? édition, p. 354). 


Equations aux dérivées partielles. 


J'ai étudié certaines équations particulières aux dérivées partielles sans 


m'occuper de la théorie générale de ces équations. 





' Comptes rendus, 6 septembre 1886, 12 septembre 1887. 


Notice sur les travaux scientifiques. 225 


Oo 


1”. Equations hypergéométriques à deux variables. — Dans mes recher- 
ches sur les fonctions hypergéométriques de deux variables, j'ai été amené à 


m'occuper de l'équation 
(x—2?)r+(y—y?)t—-2axys+ly—(a+0+1)x] p+ ly —(a+d+1) y] g—ad z=0, 


qui comprend, comme cas très particulier, l'équation des fonctions Y, de Laplace. 


Oo 


2°. Equation d’Euler et de Laplace. — A la suite d'une Note de Darboux', 


je me suis occupé (118) de V'équation 
E (8, 6) UT peg oO 


qui a été traitée par Laplace et dont un cas particulier B'=B s'était déjà pré- 
senté dans les recherches d’Euler relatives à la propagation du son. C'est égale- 
ment à ce cas particulier que se rapportent les résultats que Darboux à indiqués 
et que je me suis proposé d'étendre à l'équation générale. Apres avoir établi 
le théorème suivant 

Si l'on a obtenu une solution quelconque œ (x, y) de l'équation E(8, #), on pourra 
en déduire la solution plus générale 





lcd 2c yd, 
À ie ; j = y 
(ax+b)?(ay+b)* p (au Fin 


a,b,c,d désignant des constantes quelconques, 


jindique des solutions particulières de l'équation exprimées par des séries hyper- 
oéométriques, la solution entière la plus générale et enfin une forme particulièrement 
simple de l'intégrale générale pour le cas où ß et 8 sont deux nombres entiers de 
même signe. “Poisson a donné, dans le cas où 8 et 8 sont égaux, une forme de 
l'intégrale générale qui contient deux fonctions arbitraires sous des siones din- 
tégration définie; j'ai étendu cette formule de Poisson au cas où ß et 8' sont 
quelconques (voir Darboux Leçons sur la théorie générale des surfaces 2° vol., Chap. 
III et IV). L'équation FE (8, 6’) a été signalée par Lie comme le type des équations 
linéaires du second ordre admettant trois transformations infinitésimales. Elle se 


présente dans la théorie de la fonction hypergéométrique À. 





1 Comptes rendus, t. XCV, p. 69, 10 juillet 1882. 


99—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 mai 1925. 
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Equation de la propagation de la chaleur. — L’équation Er = 0 
qui se présente dans la théorie de la chaleur, a été l’objet dun grand nombre 
de travaux. Intégrée par Fourier, Poisson, Ampére’, elle a été étudiée en detail 
par Riemann dans son ouvrage sur les équations aux dérivées partielles de la 
Physique mathématique”, et par Schlaefli, dans un Mémoire inséré au Tome 72 
du Journal de Crelle. Jordan l’a traitée comme exemple dans le Tome III de 
son Cours d’ Analyse (p. 387). M. Boussinesq a résumé les méthodes générales 
d'intégration propres à cette équation et aux autres équations de la Physique 
mathématique dans le Tome II de son Cours d’ Analyse infinitésimale (Calcul inté- 
gral, compléments). Citons encore M®° Kowalevski* qui a appliqué à cette équation 
spéciale les méthodes de Cauchy, en montrant qu'il n'existe pas toujours une 


intégrale z qui, pour y=o se réduise a une fonction donnée de x: par exemple, 





cette équation n'a pas d’intégrale qui se réduise a pour y=o. Darboux* 


er 
a rappelé cet exemple de M™ Kowalevski à propos d'une Note de Méray® sur 
un fait de même nature. L'équation dz=o constitue le type le plus important 
auquel on peut réduire les équations linéaires à coefficients constants dans le cas 
parabolique, comme on le verra dans un Mémoire de du Bois-Reymond (Journal 
de Crelle, t. 104). 

J'ai étudié (237) cette équation au point de vue de la Physique mathémati- 
que, en supposant x, y, 2 réels et en m'inspirant des méthodes de Riemann. Je 
traite d'abord les questions suivantes: 


1°. Chercher toutes les transformations de la forme 
e=A(z,y)2, we=gle,y), y=wypl(e,y), 


qui ramenent l’equation a la même forme. 

On trouve que la relation entre x, y et a’, y’ définit une transformation 
homographique du plan qui remplace ici l’inversion de Thomson pour le potentiel. 
Ce résultat a été généralisé par Lacour dans sa thése de Doctorat et par 


Boulanger (Bulletin de la Société mathématique 1899). 





* Journal de l'Ecole Polytechnique, t. X, p. 587. 

> Partielle Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physikalische Fragen, p. 107, 
122; 1860. 

® Journal de Crelle, t. 80, p. 22. 

* Comptes rendus, t. CVI, p. 651. 

> Tbid., p. 648. 
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2°. Trouver tous les polynômes vérifiant l'équation. — Ces polynömes s’expri- 
ment simplement à l'aide des polynômes à une variable qu’Hermite! a deduits 
de la différentiation de l'exponentielle e—”’. 

Me servant ensuite d'une formule analogue à la formule de Green déduite 
de la notion d’equation adjointe due a Riemann, j'établis une importante formule 
qui me permet de démontrer le théorème suivant: 

Une fonction uniforme 2=f (a, y) vérifiant l'équation dz=o, existant dans toute 
la partie du plan située au-dessous d'une certaine parallèle à l'axe Ox, y<d et 
restant finie ainsi que sa dérivée par rapport à x, dans cette partie du plan, pour 
toutes les valeurs finies ou infinies de x et y, se réduit à une constante. 

On en conclut que l'équation dz=o ne peut pas admettre de solution uni- 
forme dans tout le plan, n'ayant aucun point singulier à l'infini, et ayant un 
seul point singulier x=a, y—b, à distance finie; car une telle fonction serait 
constante pour toutes les valeurs de y énférieures à b. Il y a donc là une dif- 
férence remarquable avec les équations linéaires dans le cas elliptique qui admettent 
des intégrales avec un seul point singulier. 

Enfin, je cherche à rendre compte de ce fait que la plupart des solutions 
simples de l'équation dz=o admettent des lignes de discontinuité parallèles à O x. 

Certains des théorèmes établis dans ce Mémoire s’interpretent d'une façon 
simple dans la théorie de la chaleur: je les reporte à la fin de cette Notice: 
. Théorie de la Chaleur. 


Equations simultanées aux dérivées partielles. Potentiels et fonctions har- 
moniques. — Dans une fonction w+iv de x+y les quantités u et v verifient 
les équations 


(x) ay By a PAL On SN 


d'où on déduit immédiatement que chacune de ces fonctions vérifie l'équation du 
potentiel logarithmique et sont associées ou conjuguées par les relations (x). 

Je me suis proposé d'étudier un système analogue à (1) pour le potentiel à 
trois variables (124, 125). Considérons quatre fonctions X, Y, Z, T de trois 


variables réelles x, y, 2, vérifiant les relations 





* Comptes rendus, t. LVIII, p. 93, 266. 
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somme de ces expressions, on trouve 2dentiquement zero. On a un résultat ana- 
logue pour X, Y, Z. De sorte que les quatre fonctions X, Y, Z, T sont har- 
moniques. 

Je démontre que, dans le système (2), on peut choisir arbitrairement les 
deux fonctions harmoniques Z et 7, et obtenir ensuite les determinations les 


plus générales des fonctions X et Y par des quadratures suivies de l'intégration 


Pp op 0? T O24 
EN MDP tai (Sek pa = 
End” 0202 Oyodz), 


définissant g comme fonction de x et y, l'indice o signifiant que, dans le dernier 


de l'équation 


terme, 2 est remplacé par une constante 2,. 
Le système (2) est un cas particulier d'un système d'équations du même 
genre (124) où figurent quatre fonctions X, Y,Z, T de quatre variables x, y, z, t 


qui vérifient chacune l'équation à quatre termes 


ET TEST” U ar Usk 
Ox? oy 0 Of 


Equations linéaires simultanées aux dérivées partielles, dont l’integrale 
générale contient des constantes arbitraires. — A propos de la théorie des 
fonctions hypergéométriques de deux variables, j'ai montré que l’on pouvait 
démontrer, pour certains systèmes d'équations linéaires simultanées aux dérivées 
partielles, des théorèmes semblables à ceux de Fuchs pour les équations diffé- 
rentielles linéaires à une variable indépendante. Cette similitude nous a conduits, 


M. E. Picard et moi (117), à étendre, à des équations linéaires simultanées aux 
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dérivées partielles, le théorème de M. E. Picard relatif aux équations différentielles 
à coefficients doublement périodiques. Nous considérons d’abord deux équations 


simultanées du second ordre 


= di sta Pt a, YF a, 2 


t=), s+ ba p+ ba q+ bj 2 


admettant quatre intégrales communes linéairement indépendantes et ayant pour 
coefficients a;, b; des fonctions des deux variables indépendantes x et y à quatre 
paires de périodes. Alors, si lintégrale générale est une fonction uniforme de 
x et y les équations admettent une intégrale particuliére qui se reproduit, mul- 
tipliée par des facteurs constants, quand on augmente x et y de couples de pé- 
riodes et qui, par suite, est analogue aux fonctions doublement périodiques de 
seconde espéce. Ce résultat est ensuite étendu a des systémes plus généraux 
d’equations simultanées. 

Il est à remarquer que, dans certains cas, notre théorème permet d’integrer 
une équation différentielle linéaire ordinaire dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles de deux variables x et y liées par une relation algébrique de genre p. 
Je montre, en effet, que l'intégration d'une équation de cette nature peut être 
ramenée à celle d'un système de p équations linéaires simultanées aux dérivées 
partielles dont les eoefficients sont des fonctions abéliennes de genre p, c'est-à-dire 
des fonctions uniformes de p variables à 2p groupes de périodes, système auquel 


on pourra appliquer notre théorème. 


Géométrie. 


Theorie des deblais et remblais (165). — J'ai entrepris l'étude du probleme 
des deblais et remblais, proposé par Monge en 1781, pour répondre à la question 
posée par l'Académie, en 1884, comme sujet de prix Bordin.! 

L'Académie demandait aux concurrents, sort l'étude générale du problème des 
déblais et des remblais, soit la solution dans un cas simple choisi par l'auteur du 
Mémoire. 


L'étude de ce beau problème remonte a Monge qui, dans un Mémoire publié 





des Sciences de Paris, décembre 1866. 
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de courbure et les propriétés des systèmes de rayons rectilignes, s'était posé la 
question générale suivante: 

» Deux volumes équivalents étant donnés, les décomposer en parcelles infiniment 
petites et deux à deux équivalentes, se correspondant suivant une loi telle que, si l’on 
multiplie le chemin parcouru par chaque parcelle, transportée sur celle qui lux corres- 
pond, par le volume de cette parcelle, la somme des produits ainsi obtenus soit un 
minimum.» 

Dans le cas où les volumes peuvent être assimilés à des aires planes situées 
dans le même plan, Monge résout complètement le problème en remarquant que 
les routes de transport, lorsqu'elles forment un système continu, doivent détacher 
dans le déblai et dans le remblai des aires égales. Dans le cas où les routes ne 
peuvent former un système continu, il présente quelques remarques, complétées 
depuis par Dupin dans un Mémoire sur le même sujet, qui fait partie des Ap- 
plications d'Analyse, de Geometrie et de Mécanique. Enfin Monge, abordant le cas 
le plus difficile, celui où le deblai et le remblai sont des volumes, nécessairement 
équivalents, fait connaître la proposition suivante, qui est la pierre angulaire de 
cette théorie: 

Les routes de transport doivent servir chacune à une infinité de parcelles, et 
elles sont nécessairement normales à une famille de surfaces parallèles. 

Mais il faut avouer que les raisonnements par lesquels Monge est conduit 
à ce beau théorème n’entrainent, en aucune manière, l'adhésion; ce point essentiel, 
malgré l'étude nouvelle qui en a été faite par Dupin, attendait encore une dé- 
monstration solide et appelait de nouvelles recherches. 

Je me suis proposé d'étudier le problème de Monge, de démontrer le théorème gé- 
néral qu'il a énoncé, et de résoudre le probleme au moins pour certains cas particuliers. 

Tout d'abord par les méthodes de la Géométrie pure, je m'élève de la con- 
sidération d'un système de points isolés a celle des masses continues. J’enonce, 
sous le nom de principe de translation, principe de symétrie, etc. un certain nombre 
de propositions simples, dont l'application peut rendre de grands services dans la 
pratique. Voici, à titre d'exemple, une de ces propositions: 

Supposons que le déblai et le remblar soient décomposés en éléments de même 
masse et que l’on puisse associer ces éléments deux à deux de telle façon que tous 
les segments R; Di allant dun élément du remblai à l'élément correspondant du 
déblar et prolongés dans le sens Ri D; rencontrent une portion de surface convexe S 
du côté de la convexité et soient normaux à cette surface, alors le système des routes 


les plus avantageuses se compose précisément de ces segments R; D;. 
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Il en est de même, évidemment, si ce sont les prolongements de tous les 
segments dans le sens opposé qui sont normaux à S du côté de la convexité. 
En suppossant 5 réduit à un plan ou à un point, on obtient des cas particuliers 
intéressants. 

Dans la deuxième partie, après avoir démontré que les routes forment un 
système continu ou se décomposent en plusieurs systèmes continus, j’applique la 
méthode des variations au problème de Monge, et j'établis le théorème fonda- 
mental, sans supposer que la densité soit constante à l'intérieur du déblai ou du 
remblai. Enfin, j examine le cas où les routes se partagent en plusieurs systèmes 
continus et j indique les moyens de déterminer les surfaces séparatrices, c’est-à-dire 
les surfaces auxquelles viennent aboutir les routes appartenant à deux systèmes 
différents et contigus. 

Dans le cas des aires planes, nous l'avons déjà rappelé, le problème de 
Monge peut recevoir une solution complète où ne figurent que des quadratures. 
On devait se demander si, dans l'espace, l'équation aux dérivées partielles donnée 
par Monge nest pas, elle aussi, intégrable dans tous les cas et d’une manière 
générale. Les résultats que j'ai obtenus donnent une réponse complète à cette 
question. Dans le cas où, par exemple, les volumes se réduisent à des aires 
planes situées dans des plans parallèles, l'intégration de l'équation de Monge est 
ramenée à celle des surfaces minima si les aires ont même densité, et à celle des 
surfaces à courbure constante si les densités sont différentes. 

Ces exemples sont précieux, parce qu'ils prouvent que l’on doit renoncer à 
intégrer dans tous les cas l'équation du second ordre de Monge. Mais, même en 
supposant l'intégration effectuée, on se trouve en présence de nouvelles et pro- 
fondes difficultés. 

Ces difficultés sont de la nature de celles qui se présentent dans la théorie 
des surfaces minima. Si l'on considère toutes les surfaces formant une nappe 
continue passant par une courbe fermée, le calcul des variations apprend que la 
surface d’aire minimum aura, en chaque point, ses rayons de courbure égaux et 
de signes contraires. L’équation aux dérivées partielles de cette surface une fois 
intégrée, la condition à laquelle elle est assujettie, de passer par la courbe, ne 
permet pas de déterminer complètement les deux fonctions arbitraires dont elle 
dépend. Il existe une infinité de surfaces minima contenant la courbe; mais ces 
surfaces ne satisfont pas toutes, on le sait, à la condition, supposée cependant 
par le calcul des variations, de former une nappe continue reliant les uns aux 


autres tous les points de la courbe. On ne peut déterminer les deux fonctions 
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arbitraires qu'en employant des considérations tout à fait indépendantes de la 
méthode des variations, puisque la condition à laquelle il s'agit de satisfaire est 
supposée remplie au moment même où commence l'application de cette méthode. 
Le problème auquel on est ainsi conduit arrête aujourd'hui encore les efforts des 
œéomètres et n'a pu être résolu que dans quelques cas particuliers.! 

La solution du problème de Monge présente des difficultés analogues et 
peut-être plus grandes. Les fonctions arbitraires d'une variable, qui entrent dans 
les équations du système des routes, doivent être déterminées par la condition 
que les routes forment un système continu, permettant de transporter dans l’en- 
semble du remblai la totalité des parcelles qui composent le deblai. La condition, 
évidente a priori, que les routes limites soient tangentes à la fois à la surface 
du déblai et à celle du remblai, ne fait connaître qu une de ces deux fonctions 
et il n'existe, comme dans la théorie des surfaces minima, aucune règle fixe et 
précise conduisant à la solution complète de la question proposée. 

Pour éclaircir cette discussion, je traite quelques exemples, parmi lesquels 
je eiterai les suivants qui me paraissent mériter quelque attention. En supposant 
que le deblai et le remblai sont des aires homogènes équivalentes situées dans 
deux plans rectangulaires, on trouve que les routes servant au transport sont 
normales à une surface satisfaisant à une équation aux dérivées partielles qui se 
transforme en elle-même par la transformation remarquable que Bonnet a indiquée 
à la page 486 du tome XLII des Comptes rendus. En supposant ensuite que le 
déblai et le remblai sont des aires homogènes équivalentes situées sur la surface 
d'une sphère, je démontre que les routes servant au transport sont normales à 
une surface possédant cette propriété que la projection du centre de la sphère sur 
chaque normale se trouve au milieu des deux centres de courbure principaux. 
L'emploi du système de coordonnées tangentielles då à Bonnet me permet d'inté- 
orer l'équation aux dérivées partielles du deuxième ordre définissant ces surfaces; 
je suis revenu depuis (144) sur l'étude de ces surfaces, en donnant sous une 
forme simple les expressions des coordonnées d'un de leurs points en fonction de 
deux paramètres et en indiquant les équations différentielles des lignes de cour- 
bure et des lignes asymptotiques dont les premières peuvent être intégrées dans 
une infinité de cas comprenant une infinité de surfaces algébriques. J'ai montré 
en outre que ces surfaces se rattachent d'une façon simple aux surfaces minima 


et aux surfaces étudiées par Bonnet (Comptes rendus, t. XLII, p. 486); on a par 





' DARBOUX, Rapport, loc. cit. 
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exemple la construction suivante: Etant donnée une surface S de Bonnet, on mène 
en un point M de cette surface le plan tangent P et la normale MN jusqu'au plan 
xOy: le plan II parallèle à P et situé à une distance de l’origine égale à la nor- 
male MN enveloppe une de nos surfaces. Cette correspondance entre nos surfaces 
et celles de Bonnet montre que: 


De tout système de routes servant à déblayer une aire plane homogène sur une 
aire équivalente située dans un plan parallèle, on peut déduire un système de routes 
servant à déblayer une aire sphérique homogène sur une aire équivalente située sur 


la même sphère. 


Les routes servant au premier déblai seront normales à une surface de 
Bonnet, les routes servant au second déblai normales à une de nos surfaces. 
M. Goursat' a étudié depuis une classe étendue de surfaces comprenant les 
précédentes comme cas particulier. 

Le problème des déblais et remblais a également été traité par A. de Saint- 
Germain, à l’aide d'une méthode géométrique élégante (Etude sur le problème 
des deblais et des remblais par A. de Saint-Germain, Imprimerie Le Blanc-Hardel, 
Caen, 1886). 


Involutions d'ordre supérieur. — Les beaux travaux de Chasles, concernant 
les courbes et les surfaces du second ordre, sont basés en grande partie sur la 
notion d'involution et d'homographie entre deux éléments géométriques dépendant 
rationnellement d'un paramètre (points sur une droite, sur une conique, ete. droites 
passant par un point, tangentes à une conique, ...). 

L'involution de Chasles est définie analytiquement par une relation de 


la forme 
Ah lot Bli +4,) + C=o0 


entre les deux valeurs À, et A, du paramètre variable qui correspondent aux deux 
éléments géométriques considérés. Je me suis proposé d'étudier les propriétés 
des courbes unicursales, planes ou gauches, de degrés supérieurs, en prenant pour 
point de départ la notion d’involution d'ordre supérieur entre trois ou plusieurs 
éléments géométriques dépendant rationnellement d'un paramètre (points sur une 
courbe unicursale, tangentes, planes osculateurs à une courbe unicursale, etc.). 
En premier lieu (141, 145), j'ai étudié le cas le plus simple, en prenant une in- 


volution du troisième ordre définie par une relation de la forme 





! American Journal, 1888. 
30— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 mai 1926. 
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qui est l’extension naturelle de la relation de Chasles rappelée ci-dessus; de même 
que, dans liinvolution de Chasles, il y a deux éléments doubles, il y a, dans 
linvolution du troisième ordre, trois éléments triples obtenus en supposant les 
valeurs de A,,As, 4, égales entre elles. L'emploi de cette relation involutive permet 
de traiter, avec une grande facilité, la théorie des cubiques gauches, dont l’analogie 
avec les coniques se trouve ainsi mise en évidence a un nouveau point de vue. 
On a, par exemple, les théorèmes suivants: Une droite qui tourne autour d'un 
point fixe détermine sur une conique des groupes de deux points en involution: 
les points doubles sont les points de contact des tangentes issues du point. De 
méme: Un plan qui tourne autour d’un point fixe determine sur une cubique 
gauche des groupes de trois points en involution; les points triples sont les points 
de contact des plans osculateurs issus du point. Les réciproques sont vraies. 
Une propriété de l'involution du troisième ordre est que les éléments triples sont 
trois éléments homologues de l'involution: c'est de ce fait simple que résultent 
immédiatement plusieurs theoremes importants dont le type est ce théoréme bien 
connu: Les points d’inflexion d'une cubique plane unicursale sont en ligne droite.. 
D'une façon générale, toutes les involutions d'ordre impair 2+ 1 possèdent la 
même propriété que l'involution du troisième ordre: les éléments (2 + 1)-uples 


forment un groupe d'éléments homologues; de la ce théorème général (148): 


Soit une courbe unicursale fixe et un faisceau de courbes algébriques tel qu'une 
des courbes du faisceau soit déterminée par 2n points et coupe la courbe unicursale 
en 2n+1 points variables; il existe zn+ı courbes du faisceau, osculatrices à la 


proposée, et les 2n+1 points d’osculation sont sur une courbe du faisceau. 


Ce théorème s'étend à des courbes unicursales gauches, coupées par des 
faisceaux de surfaces algébriques. 

Une notion qui ne se présente pas dans l'involution de Chasles et qui joue 
un rôle important dans les involutions d'ordre supérieur est celle des groupes 
d'éléments singuliers. Si Vinvolution est d'ordre n, il existe des systèmes de 
valeurs de (n—1) des éléments tels que le n°%° est 2ndéterminé; ces systèmes de 
valeurs forment les groupes d'éléments singuliers; ils sont définis par deux rela- 
tions involutives simultanées. Par exemple, pour linvolution du troisième ordre, 
il existe deux éléments singuliers qui sont imaginaires, quand les trois éléments 


triples sont réels, et réels, quand deux des éléments triples sont imaginaires. 
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Apres avoir appliqué l'involution du. troisième ordre à l'étude des cubiques 
gauches, j'ai étudié les courbes gauches unicursales du quatrième ordre, en pre- 
nant comme point de départ une relation involutive entre quatre éléments, rela- 
tion qui me conduit à la classification et aux principales propriétés de ces 
courbes (146, 147). 

Ces méthodes peuvent être appliquées à l'étude de toutes les courbes uni- 
cursales ou, plus généralement, de tous les systèmes dont les éléments dépendent 
rationnellement d'un paramètre variable. Mais il est bien intéressant de remarquer 
que la relation involutive de Chasles, ainsi que les relations involutives d'ordre 
supérieur dont nous venons de parler, ne sont que des cas particuliers du célèbre 
théorème d’Abel, sur les intégrales algébriques, appliqué aux courbes unicursales. 
Les beaux résultats, que Clebsch a obtenus en appliquant le théorème d’Abel à 
l'étude de la Géométrie sur une courbe ! se présentent done à nous comme donnant 
la généralisation la plus naturelle et la plus profonde de l’idée élémentaire 
d'involution. 


A un point de vue algébrique une relation involutive entre » éléments 


hy, 42,...,4n permet de donner des interprétations intéressantes de l’&vanouisse- 
ment des invariants de la forme obtenue en faisant 1, —1,—:. —/;—}. 
Homographie. — La notion d’homographie entre deux éléments (divisions 


homographiques, faisceaux homographiques), due à Chasles, peut être aussi étendue 
utilement à plusieurs éléments. C’est ce que j'ai montré, pour un cas particulier 
(relation homographique entre trois éléments, avec application aux surfaces du 
troisième ordre), dans une Communication faite à la Société philomathique 
en 1879. 


Complexes. — On sait que Chasles a démontré l'identité des propriétés 
des pôles et plans polaires par rapport à tine cubique gauche, avec les propriétés 
des plans et de leurs foyers dans le mouvement hélicoïdal d'un corps solide. 
J'ai donné (141) de cette importante proposition, une démonstration nouvelle 
fondée sur la considération de l’involution du troisième ordre. Si l'on se place 
dans les idées de Plücker, qui prend pour élément de l’espace la ligne droite au 
lieu du point ou du plan, on peut dire aussi que les tangentes d'une cubique 
gauche font partie d'un complexe de droites du premier ordre. Il y avait alors 


deux problèmes à résoudre: 1° Une cubique gauche étant donnée, trouver les 





! Voyez Leçons de Geometrie, publiées par LINDEMANN, traduites par BENOIST, t. II. 
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éléments du mouvement hélicoïdal ou du complexe correspondant; 2° un complexe 
de droites de premier ordre étant donné, trouver les cubiques gauches dont les 
tangentes appartiennent au complexe. Je résous ces deux problèmes en donnant, 
pour le second, le théorème suivant, qui a été étendu par M. E. Picard! aux 
courbes unicursales d'ordre supérieur: La condition nécessaire et suffisante, pour 
qu'une courbe unicursale du troisième ordre, située dans un plan, puisse être con- 
sidérée comme la projection sur ce plan d'une cubique gauche ayant son axe perpendi- 
culaire au plan, est que la courbe ait ses trois points d’inflexion à l'infini. 

Passant ensuite aux courbes gauches unicursales du quatrième ordre, je 
donne (146) les conditions nécessaires et suffisantes pour que les tangentes à l’une 
de ces courbes appartiennent à un complexe de droites du premier ordre dont je 
forme l'équation: il existe alors un deuxième complexe qui a des relations simples 
avec le premier et avec la courbe. Pour obtenir les conditions cherchées, je me 
sers de ce théorème général (149) que, pour toutes les courbes dont les tangentes 
font partie d'un complexe du premier ordre, le déterminant bien connu qui, par 
son évanouissement, donne les points où le plan osculateur est stationnaire, est 
un carré parfait. Ainsi, dans le cas actuel, il faut que l'équation du quatrième 
degré donnant ces points soit un carré parfait. Ces conditions nécessaires sont 
suffisantes, comme il résulte de l'étude des propriétés des courbes pour lesquelles 
elles sont satisfaites. Alors les quatre points de la courbe, où le plan osculateur 
est stationnaire, sont confondus deux à deux avec des points simples en chacun 


desquels la tangente a trois points communs avec la courbe. 


Sur la propriété caractéristique du cylindroïde. — On sait que le conoïde 
du troisième ordre de Plücker, appelé cylindroïde par Cayley, possède cette pro- 
priété signalée par Ball que le lieu des projections d'un point quelconque de l’espace 
sur les génératrices rectilignes de la surface est une courbe plane. — J'ai démontré 
(164) que le eylindroide est, en dehors des cylindres, la seule surface réglée possé- 
dant cette propriété. Le même théorème a été démontré ensuite par M. Bricard, 
puis par M. Demoulin (Bulletin de la Société mathématique, t. XXIX). 


Lignes qui se conservent dans la déformation d’un milieu. — Extension 
des théorèmes sur les tourbillons. — Imaginons une transformation ponctuelle 


uniforme continue et reversible 


x=f(a,b,c), y=f, (a, b,c), z=f(a,b, c) 





* Annales de l'Ecole Normale Supérieure, 1877. 
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faisant correspondre à chaque point P,(a, b,c) d'une région de l'espace R, un 
point P(x,y,2) d'une région R, et inversement. Après avoir écrit (go) les con- 


ditions nécessaires et suffisantes pour que deux systèmes de lignes 


OR. a die 








INT 7 
ia db = dc 
Re 


se correspondent dans les deux milieux, je donne quelques proprietes de ces lignes 
correspondantes, propriétés qui généralisent les propriétés des lignes et surfaces 


de tourbillons indiquées par Helmholtz dans le mouvement des fluides. 


Divers. — Je cite rapidement, pour terminer, quelques notes de Géométrie: 
l'une (152) donnant tous les systèmes de deux familles de courbes orthogonales 
uniquement composées de coniques; l’autre, démontrant cette propriété que les 
hélices sont les seules courbes gauches pour lesquelles une droite, invariable- 
ment liée au trièdre formé par la tangente, la normale principale et la binormale, 
puisse engendrer une surface développable; la troisième (154) contenant l'étude 
de certaines courbes qui dépendent d'un paramètre et dont les tangentes appar- 
tiennent à un complexe linéaire, et la quatrième (155) déterminant les courbes 
autopolaires par rapport à une conique donnée, par une méthode qui rappelle 


celle de Moutard pour la détermination des courbes anallagmatiques. 


Mécanique. 


On trouvera ci-dessous des renseignements sur des travaux particuliers de 
Mécanique; mais parmi ces travaux je demande la permission de parler d'abord 
de ceux qui se rapportent à une nouvelle forme des équations de la dynamique, 
s'appliquant à tous les systèmes, que les liaisons s'expriment par des relations 
sous forme finie (systèmes holonômes d'après Hertz) ou que les liaisons s'expriment 
sous forme différentielle non intégrable (systèmes non holonômes). On sait que les 
équations de Lagrange s'appliquent aux systèmes holonömes; ces équations montrent 
que le mouvement du système est défini des que l’on connait la demi force vive 
ou énergie cinétique 7 en fonction des coordonnées généralisées 91,98, - Ak; 
et de leurs dérivées par rapport au temps. Si les liaisons ne sont pas holonômes, 


le déplacement infiniment petit du système à partir d'une certaine position dépend 
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des variations arbitraires de k paramètres q,,9s,.-.qxr: le mouvement du système 
n'est plus caractérisé par la conaissance de la seule force vive (195); les équations 
de Lagrange ne sont plus applicables. Divers géomètres dont le premier paraît 
avoir été M. Vito Volterra ont donné des équations généralisant celles de Lagrange 
en restant dans le premier ordre de dérivation. En allant jusqu'au second ordre 
de dérivation par rapport au temps, on peut avoir des équations toujours appli- 
cables: dans ces équations q;” désigne la dérivée seconde de g; par rapport à f. 
Les nouvelles équations se rattachent au principe de la moindre contrainte de 


Gauss. Formons l'énergie d'accélération du. systeme 


où J désigne l'accélération du point de masse m; cette expression est du second 
degré en q;,4:,...qx; d'autre part, pour un déplacement quelconque compatible 


avec les liaisons, on a 
S(X0x+Y 0y+2Z 02) = Q, 0 y+ 0 dot: + Qe d qe. 


Les équations du mouvement sont alors 





Ces équations peuvent d'ailleurs être appliquées à des cas où les liaisons ne sont 
plus linéaires (228). M. Beghin s’en est servi dans sa Thèse (Paris 1923) pour 
exposer la théorie de l’asservissement. Je crois qu'elles ont une portée philo- 
sophique très grande: nous ne savons pas quelles sont les liaisons qui produisent 
les phénomènes physiques; nous ignorons si elles sont holonômes ou non. Il est 
probable qu'elles ne le sont pas: dès lors les équations précédentes, s'appliquent. 
Dans cet ordre d'idées, j'ai publié une Note dans les Comptes Rendus (245) en 
m'appuyant sur certains résultats relatifs à l'électricité donnés par M. Carvallo 
dans la collection Scientia; le même ordre d'idées a été développé par M. 
Guillaume dans un article postérieur des Comptes Rendus. J'ai exposé la théorie 
de ces équations dans le tome III de mon Traité de Mécanique rationnelle et 
dans le premier fascicule du Mémorial. 

La fonction T caractérise un système holonôme, en ce sens que deux systèmes 


qui, pour un choix convenable des paramètres, ont même fonction 7 prennent le 
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même mouvement quand les forces appliquées sont telles que Q,,-Qs,... 0, aient 
les mêmes expressions dans les deux systèmes. Au contraire, on ne peut pas 
affirmer d'une manière générale, que l'expression de l'énergie cinétique T carac- 
térise un système, car deux systèmes différents peuvent avoir la même expression 
de 7’, les mêmes expressions pour @,, Q,,... Qr, et prendre cependant des mouve- 
ments différents (195). La forme précédente des équations paraît donc la plus 
simple qui soit applicable à tous les genres de liaisons et de variables. Cette 
forme se rattache au principe de la moindre contrainte de Gauss (82); on peut 


en effet énoncer les équations (FE) en disant que les dérivées secondes g/ des 


paramètres indépendants ont à chaque instant les déterminations rendant mini- 


mum la fonction du second degré 


Sul qi + Qs Lait pere Qi 9); 


cet énoncé se ramène à son tour au principe de Gauss (193). La fonction S ne 
peut pas être choisie arbitrairement: elle est assujettie à remplir certaines condi- 
tions (196) qu'il serait trop long d'indiquer ici. 

J'applique cette forme générale au mouvement d'un corps solide (194), en 
particulier au mouvement d'un solide pesant de révolution assujetti à rouler sans 
glisser sur un plan horizontal. Pour le problème du cerceau que javais traité 
antérieurement (210) par une méthode directe, je me suis rencontré avec M. 
Korteweg pour montrer que l'intégration des équations du mouvement peut être 
ramené à des quadratures, quand on emploie, comme élément analytique, la fonc- 
tion hypergéométrique de Gauss. 

Une autre question de mécanique sur laquelle j'attire l'attention est la 
Tendance des systèmes à échapper au frottement que j'ai expliquée dans un mé- 
moire du Journal de Crelle. On a ainsi la raison mathématique de faits d’obser- 
vation journalière: par exemple quand le vent pousse les feuilles sur une route, 
elles glissent fort rarement et le plus souvent, dès que la chose est possible, se 
mettent à rouler. 

Enfin je citerai certaines publications relatives aux principes mêmes de la 
Mécanique. Autrefois on concevait a priori un mouvement absolu: j'ai essayé 
de montrer comment on peut rattacher au mouvement d'un systeme la notion 
d’axes fixes (235); j'ai aussi cherché à voir comment il conviendrait de modifier 
les principes de la mécanique suivant le système d’axes considéré comme fixe (254). 

Je citerai également les recherches relatives à une équation fonctionnelle 


(246) pour l'équilibre relatif d'une masse fluide soumise à l'attraction newtonienne 


240 Paul Appell. 


de ses parties et animée d'une rotation uniforme, puis les recherches relatives 
aux figures d'équilibre des fils dont les éléments se repoussent deux à deux (242); 
pour ce dernier problème, M. Bratu, professeur à l'Université de Cluj en Rou- 
- manie, a traité dans sa thèse (Paris, 1914) le cas où la répulsion est proportion- 
nelle à la distance, cas où on peut remplacer le fil par son centre de gravité. 
Enfin, je signalerai une étude du mouvement aérien de sphères légères, étude 
qui explique certains faits d'expérience par l'introduction d'une résistance de 
milieu due à la rotation (233) et des recherches sur le mouvement d'ensemble d’une 


masse fluide soumise à des attractions newtoniennes intérieures et extérieures 


(256), (257) et (255). 


Sur une interprétation des valeurs imaginaires du temps dans les proble- 
mes de Mécanique. — On sait que les fonctions elliptiques donnent la solution 
complète du problème du pendule simple, en permettant d'exprimer le sinus et 
le cosinus de langle d'écart par des fonctions uniformes du temps, aisées à cal- 
culer numériquement. Ces fonctions admettent une période réelle 7 qui est la 
durée de l’oscillation et une période imaginaire de la forme 2 7’ qui, au premier 
moment, ne paraît pas avoir de signification mécanique. Or cette période imagi- 
naire s'interprète de la façon la plus simple (171): si le pendule était placé dans 
la même position initiale et la pesanteur changée de sens, c’est-à-dire dirigée vers 
le haut, le pendule oscillait sur l'arc supérieur de la circonférence qu'il décrit, 
et la durée de l'oscillation serait précisément 7”. Cette interprétation résulte du 


théorème général suivant: 


Etant donné un système de points matériels assujettis à des liaisons indepen- 
dantes du temps t et soumis à des forces qui ne dépendent que des positions des 
différents points, les intégrales des équations différentielles du mouvement de ce 
système restent réelles si l’on y remplace t par tV —ı et les projections des vitesses 
initiales ax, Be, vx par —ax V —1, —BxV —1, —yxV —ı. Les expressions ainsi ob- 
tenues sont les équations du nouveau mouvement que prendraient les mêmes points 
matériels st, placés dans les mêmes conditions initiales, ils étaient sollicités par des 


forces respectivement égales et opposées à celles qui produisaient le premier mouvement. 


Cette méthode ne donne rien quand le mouvement a lieu sans l'intervention 
de forces autres que les forces de liaison, c'est-à-dire quand le monvement est 
géodésique: en particulier elle ne donne rien pour le mouvement à la Poinsot: 


pour ce dernier mouvement j'ai indiqué une méthode spéciale (209), pour inter- 
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préter la période imaginaire des fonctions elliptiques qui figurent dans la solution 
analytique de Jacobi. 

Le théorème général peut se rattacher aussi aux équations d’homogénéité 
en mécanique. 


Chainette sphérique. — L'analogie entre les propriétés de l'équilibre des 
fils et celles du mouvement d'un point matériel se retrouve jusque dans certains 
faits très particuliers. C'est ainsi que la recherche de la figure d'équilibre d'une 
chainette homogene pesante sur une sphère peut être effectuée par une méthode 
toute semblable à celle qu'Hermite a employée, en intégrant une équation de 
Lamé, pour exprimer, en fonction uniforme du temps, les coordonnées d'un point 
pesant mobile sur une sphère (Journal de Crelle, t. 85). On trouve (173) que les 
coordonnées d'un point de la chainette sphérique et l’arc de cette courbe peuvent 
être exprimés en fonction uniforme d'un paramètre, à l'aide des fonctions © et 
H de Jacobi; en faisant les calculs, on rencontre et l’on intègre une équation 
différentielle linéaire, analogue à celle de Lame. 


Mouvement d’un fil dans un plan fixe. — Parmi les systèmes matériels non 
rigides formés d'une infinité d'éléments, le plus simple est un fil ou une chaine 
mobile dans un plan fixe sous l'action de forces données. Si on laisse de côté 
le problème des cordes vibrantes et, en général, la théorie des oscillations infini- 
ment petites, le problème du mouvement d'une chaîne dans un plan a été peu 
étudié. Les résultats les plus importants et les plus simples sur ce sujet 
sont dus à Résal (Traité de Mécanique générale, t. I, p. 321 et suiv.). Resal 
forme deux équations simultanées aux dérivées partielles, de l'intégration des- 
quelles dépend la solution du problème; puis il ajoute que l'élimination de la 
tension entre ces deux équations conduit à une équation aux dérivées partielles 
du sixième ordre. En employant un système de coordonnées tangentielles, j'arrive 
(183) à ramener la solution du problème à l'intégration d'une équation aux déri- 
vées partielles du quatrième ordre seulement. Voici une analyse rapide de la 
méthode suivie. A l'instant ¢ la chaîne est disposée suivant une certaine courbe; 
appelons @ l'angle que fait la tangente à cette courbe, en un point, avec l'axe 
Ox et d la distance de cette tangente à l’origine des coordonnées; cette distance d 
sera une fonction des deux variables indépendantes « et t; je prends alors, 
pour fonction inconnue p, une fonction dont la dérivée partielle par rapport à 


a est d. C'est cette fonction p des deux variables « ett qui vérifie une équation 


31—2454, Acta mathematica. 45. Imprimé le 6 mai 1925. 
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aux dérivées partielles du quatrième ordre; une fois p connu, les expressions des 
coordonnées d’un point de la courbe, de l'arc et de la tension s’obtiennent très 
aisément. 

A toute intégrale particulière de l'équation aux dérivées partielles, correspond 
un mouvement possible du fil, à condition que la tension soit positive. Par 
exemple, en supposant que la force extérieure dépende uniquement de la position 
de l'élément du fil, on retrouve, pour les courbes planes, le résultat de Léauté! 
relatif à la figure de repos apparent d'une corde en mouvement dans l'espace. 
I suffit, pour cela, de chercher à vérifier l'équation par une intégrale particulière 
de la forme p{a)+w(t); on trouve ainsi que le glissement du fil est uniformément 
accéléré, et que la figure de repos apparent est la figure d'équilibre que prendrait 
le fil si la composante tangentielle de la force était augmentée d'une constante. 
Léauté, se plaçant au point de vue pratique, n'a considéré que le cas où le glisse- 
ment est uniforme. Je résous le même problème, en supposant le fil hétérogène, 
puis je trouve les mouvements qui peuvent être représentés par un glissement 
le long d'une courbe animée d'un mouvement de translation ou de rotation, 
ou restant homothétique d'elle-même, etc... Toutes ces questions sont traitées 
par un procédé uniforme et ramenées à un même problème d'Analyse. Enfin ma 
méthode se prête facilement à l'étude des oscillations infiniment petites autour 
d'une position d'équilibre stable. Cette méthode a été étendue au mouvement 
dans l'espace par Floquet, de l'Université de Nancy. 


De Vhomographie en Mécanique. — »La découverte des principes de pro- 
jection centrale marque incontestablement une époque importante dans l'histoire 
de la Géométrie moderne. Les méthodes fondées sur ces principes possèdent un 
caractère à la fois intuitif et systématique, qui les rend également propres à 
découvrir de nouvelles propriétés des figures et à rattacher tout un ensemble de 


? Il m'a paru intéressant de montrer 


propositions à une même vérité générale.» 
que ces mêmes principes peuvent être appliqués, en Mécanique, au mouvement 
d'un ou de plusieurs points libres sollicités par des forces qui ne dépendent que 
des positions des points. On peut, par exemple, à l’aide de la transformation 
homographique, rattacher les unes aux autres des questions de Mécanique en 
apparence différentes, comme le mouvement d'un point attiré par un centre fixe 


proportionnellement à la distance et le mouvement d’un point attiré par un plan 








* Comptes rendus, 10 novembre 1879; Bulletin de la Société philomatique, 18 novembre 1879. 
* MOUTARD, Applications d’ Analyse et de Géométrie de Poncelet, t. I, p. 509. 
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fixe en raison inverse du cube de la distance. Voici l'exposé de la transforma- 
tion pour le cas le plus simple possible, c'est-à-dire pour le mouvement d'un point 
matériel M, dans un plan fixe, sous l'action d'une force F dépendant seulement 
de la position du mobile. Si l'on fait, sur les coordonnées x et y du point M, 


une transformation homographique par les formules connues 


pr ax+byte ya Uy > 
per er) re. mee a x+byte” 








en remplacant le temps t par une autre variable t, liée å t par la relation 





dt 
(’c+b’y+e”)® (k constant), 


kdt = 
on trouve (175) que le point M, de coordonnées x, et y, se meut, dans le temps 
t,, comme un point matériel sollicité par une force F, dependant uniquement 
de la position du mobile; la trajectoire du second point M, est la transformée 
homographique de celle du premier M; la force F, se déduit de F d’une manière 
simple, sa direction est la transformée homographique de la direction de la force 
F. Il résulte de cette dernière propriété que, si la force F est centrale ou 
parallèle à une direction fixe, la force F, passe aussi par un point fixe à distance 
finie ou infinie. Notre transformation comprend, comme cas particulier, deux 
transformations qu'Halphen a indiquées! pour conclure des lois de force bien 
connues (attraction proportionnelle à la distance ou inversement proportionnelle 
au carré de la distance), les lois de force signalées par Darboux et Halphen, 
comme étant les plus générales qui font décrire à leur point d'application une 
conique, quelles que soient les conditions initiales. On doit se demander main- 
tenant sil existe, en Mécanique comme en Géométrie, des transformations plus 
générales que la transformation homographique qui seraient obtenues en rem- 
plaçant les fonctions linéaires figurant dans les formules précédentes par d'autres 
fonctions des coordonnées x et y. On arrive par un calcul un peu long, a 
la conclusion suivante: Sz la nouvelle force Fi, doit dépendre uniquement de la 
position du mobile M,, quelle que soit la force I’, la seule transformation réalisant 
cette condition est la transformation homographique. Ces considérations peuvent 
être étendues au mouvement d'un point dans l'espace et même au mouvement 


de plusieurs points, à condition de faire, dans ce dernier cas, une transformation 





* Bulletin de la Société philomathique, 7W® série, t. I, p. 89, 
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homographique generale contenant à la fois les coordonnées de tous les points. 
Comme application de ces methodes, jindique un moyen de trouver les lois de 
forces centrales faisant décrire a leur point d'application une conique, quelles 
que soient les conditions initiales. Ces lois de forces ont été déterminées simul- 
tanément par Halphen et Darboux, à la suite d'une question posée par J. 
Bertrand. Je simplifie (208) notablement le calcul d’Halphen en employant la 
transformation homographique pour ramener le cas des forces centrales à celui 


des forces parallèles. 


Sur des transformations de mouvements. — A la suite d'une remarque de 
M. Goursat, j'ai généralisé la théorie de l'homographie en Mécanique (171) de la 
façon suivante. | 

Soit un système matériel holonôme dont les liaisons sont indépendantes du 
temps et dont la position est définie par # paramètres p,,Po,...)n. Si ce 
système est sollicité par des forces dépendant des positions et des vitesses des 


points d'application, les équations du mouvement sont, d'après Lagrange, 





» _ À Pa 


(2) dt 








(75) CRD. a 


dt O Pa Toa O Pa = 


S désignant la demi-force vive du systeme. Les quantités P, sont des fonctions 
de pi, Ps, ::: Pr» Pi, Pe». -:Pm, dans le cas particulier où les forces ne dépendent 
que de la position du système, les P, ne contiennent pas de dérivées pa’. 

A côté de ce premier système qui se meut dans le temps f, considérons un 
deuxième système dont la configuration dépend de n paramètres q,,@:,...Qn et 
qui se meut dans le temps f,, sous l'action de forces quelconques. Les équations 
du mouvement de ce système sont 


(2) (22) oT Here 


ara Bo eg a a A CAR un ) 
dt, \O ga O da v 1 dt, 


les quantités Qu dépendant des qa et de leurs dérivées qa’. On devra considérer 
les deux problèmes de Mécanique comme équivalents, s'il existe une transformation 


de la forme 


Qa—= Pa (Pi ; Ps, - - : Pn) 
(3) 
AA (DE. Doria Dal Qt 


transformant le système des équations (2) dans le système (x). 
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Je démontre (177) que, si l’on n’impose aucune condition aux forces, on 
peut, d'une infinité de manières, faire correspondre à tout mouvement de l'un 
des systèmes, sous l'action de forces dépendant des positions et des vitesses, un 
mouvement analogue de l’autre. 

Je particularise ensuite le probléme en cherchant si, 4 tout mouvement du 
premier systeme, sous l’action de forces ne dépendant que de la position du systeme, 
on peut faire correspondre un mouvement analogue du second. J’établis que la 
transformation n'est possible que si certaines relations de condition ont lieu entre 
les coefficients a;,; et bi; des deux formes S et 7. De plus, sz la transformation 
existe, elle doit faire correspondre à un mouvement du premier système, quand aucune 
force n’agit sur lui, un mouvement analogue du deuxieme. En un mot, la trans- 
formation doit conserver les mouvements geodesiques. On se trouve ainsi amené 
à une question qui a été étudiée par Beltrami, Lipschitz, Dini, dans leurs travaux 
sur les formes quadratiques de différentielles, et par S. Lie. 

M. Painlevé (Comptes rendus, 1892) a donné sur ce genre de transforma- 
tions d'importants théorèmes qu'il faut rapprocher de plusieurs Notes de M. R. 
Liouville (Comptes rendus, 1892). | 

Il est évident que l’on peut toujours, pour un système quelconque, employer 
la transformation dt—Cdt,,C étant une constante réelle ou purement imaginaire 
(voyez Stäckel, Crelle, t. 107); mais, pour des systèmes spéciaux, il en existe 
d'autres. Par exemple, pour des points matériels libres, on peut employer une 
transformation homographique (177); pour un point mobile sur une sphère, on 
peut employer une transformation par projection centrale sur un plan. Enfin, 
comme l'a montré M. Dautheville (Comptes rendus et Annales de l'Ecole Nor- 
male Supérieure, t. VII, 1890) on peut transformer le mouvement d'un point sur 
une surface à courbure totale constante en un mouvement plan (ce qui correspond 
à un théorème de J. Beltrami), et, plus généralement, on peut transformer le 
mouvement dun point sur une surface en un mouvement d'un point sur une 
autre surface (non applicable), si la première surface satisfait aux conditions 


trouvées par Dini, pour que les lignes géodésiques se correspondent. 


Extension des équations de Lagrange au cas du frottement. — En combi- 
nant le principe des vitesses virtuelles et le principe de d' Alembert, Lagrange a 
réduit à un procédé uniforme la mise en équations de tous les problèmes de 
Mécanique. Lorsque certains points du système glissent avec frottement sur des 


surfaces, on peut évidemment employer encore la methode de Lagrange, mais à 
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condition d'ajouter aux forces directement appliquées les forces de frottement 
dont les grandeurs sont inconnues, puis-qu'elles sont proportionnelles aux réac- 
tions normales des surfaces; il faut .ensuite éliminer ces grandeurs inconnues. 
J'ai modifié (198) la méthode de Lagrange de manière à obtenir des équations du 
mouvement ne contenant ni les forces de liaison, ni les forces de frottement. 
La méthode que j emploie consiste à appliquer le principe de d’Alembert, en im- 
primant au système un déplacement virtuel qui est compatible avec les liaisons 
sans frottement et dans lequel chaque point frottant se déplace normalement à 
la réaction totale de la surface sur laquelle il glisse. Cette méthode permet 


d'appliquer au cas du frottement les équations données par Lagrange. 


Du tautochronisme dans un système matériel. — Le tautochronisme dans 
le mouvement d'un point a été l'objet de nombreuses recherches; il ne semble 
pas que l'on se soit occupé du tautochronisme des systèmes. J'ai traité cette 
question (186) en posant le problème comme il suit: Imaginons un système à 
liaisons indépendantes du temps, possédant k degrés de liberté, sollicité par des 
forces connues ne dépendant que de la configuration du système; quelles nouvelles 
liaisons, au nombre de k—ı, faut-il imposer au systeme pour que le système à 
Raisons complètes ainsi obtenu soit tautochrone, c'est-à-dire mette le même temps à 
revenir à une position déterminée, quelle que soit la position initiale dans laquelle 
on l'abandonne à lui-même sans vitesse? 

Je montre que la résolution du problème dépend de l'intégration de deux 
équations simultanées ; si done k est supérieur à 2, il y a indetermination: la 
question comporte une infinité de solutions. Pour déterminer le problème, on 
peut simposer k—2 conditions nouvelles, par exemple, assujettir le système final 
à liaisons complètes, à posséder la propriété du tautochronisme, non seulement à 
Végard des forces données, mais encore à l'égard de k—2 autres systèmes de 
forces. Ainsi, pour un point matériel libre, on obtient un problème déterminé 
en cherchant sur quelle courbe il faut le faire glisser, pour qu'il y ait tauto- 
chronisme a la fois pour la pesanteur et pour une attraction issue d'un point 


fixe et fonction de la distance. 


Propriétés d’une position d'équilibre d'un systeme. — Lorsqu'un système 
holonôme dont les liaisons sont indépendantes du temps est sollicité par des 
forces dérivant d’une fonction de forces U, la recherche des positions d'équilibre 


du système se trouve ramenée à la recherche des maxima et minima de cette 
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fonction U regardée comme fonction des paramètres indépendants qui servent à 
définir la configuration géométrique du système. 

En partant de cette propriété bien connue qui est une conséquence immé- 
diate du principe des vitesses virtuelles, on peut, même pour un système sollicité 
par des forces ne derivant pas d'une fonction de forces, assiener une infinité de 
fonctions devenant maxima ou minima dans une position d'équilibre donnée du 
système. On obtient ainsi (181) des théorèmes donnant des propriétés de la posi- 
tion d'équilibre considérée mais ne permettant pas, en général, de trouver cette 
position, car l'énoncé de ces propriétés suppose connue la position d'équilibre. 
Je rattache à ce point de vue des théorèmes de Lagrange (principe de Torricelli) 
et de Môbius (principe du minimum de la somme des carrés des distances). 


Sur l'emploi des équations de Lagrange dans la théorie du choc et des 
percussions. — Dans le Messenger of Mathematics (t. IV, 1867), Niven a montré 
comment les équations de Lagrange peuvent être employées utilement pour l'étude 
des percussions: la même question a été traitée par Routh (Rigid Dynamics, I" 
volume). Mais la méthode suivie par ces auteurs peut être perfectionnée, car les 
équations qu'ils donnent contiennent encore des percussions de liaison provenant 
des liaisons nouvelles introduites brusquement au moment du choc. Ces équations 
ne répondent donc pas entièrement au but poursuivi par Lagrange, qui est d'obtenir 
des équations ne contenant pas les forces de liaison. Je montre comment on peut 
atteindre ce but (202) et (203). 

Imaginons un système en mouvement dans lequel les liaisons ont lieu sans 
frottement. La manière la plus générale de concevoir un choc ou une percussion 
sur ce système paraît être la suivante: à un instant donné t,, on introduit brus- 
quement de nouvelles liaisons dans le système et, en même temps, on supprime 
brusquement certaines liaisons anciennes. Le mouvement du système est alors 
troublé: il se produit des percussions entre ses différentes parties et, dans un 
intervalle de temps très court t,—t, les vitesses des différents points du systeme 
subissent des variations finies, sans que le système change sensiblement de posi- 
tion; en outre, l’action des forces ordinaires, telles que la pesanteur, peut être 
regardée comme négligeable pendant l'intervalle de temps t,—t,, de sorte que les 
changements brusques de vitesses survenus dans cet intervalle sont dus uniquement 
aux percussions qui se produisent sur les différentes parties du système, en vertu 
des liaisons imposées à ces parties. Je ne m'occupe que de la première approxi- 


mation qui consiste à regarder le système comme immobile pendant le temps très 
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court t,—t, et à regarder comme nulles les actions des forces ordinaires, autres 
que celles qui produisent les percussions. 

Tout d'abord, je fais une classification des liaisons qui existent au moment 
t, où le choc se produit. Il est entendu que le choc est terminé et a produit 
tous ses effets à l'instant t,, extrêmement rapproché de tu. 

Les liaisons qui existent au moment du choc peuvent être de deux espèces: 
les unes sont persistantes, les autres ne le sont pas. Nous appelons persistantes 
les liaisons qui, existant au moment du choc, existent encore après, de telle sorte 
que le déplacement réel qui suit immédiatement le choc soit compatible avec ces 
liaisons. Au contraire, les liaisons non persistantes sont celles qui, existant au 
moment du choc, n'existent pas après; le déplacement réel qui suit immédiatement 
le choc n'est pas compatible avec ces liaisons. 

D'après cela, les liaisons existant au moment du choc peuvent être classées 
dans les categories suivantes, qui s'excluent: 

1°. Liaisons existant avant, pendant et après le choc; 

2°. Liaisons existant pendant et après, mais non avant; 

3°. Liaisons existant avant et pendant, mais non après; 

4°. Liaisons existant seulement pendant le choc, mais n’existant ni avant 
ni apres. 

Les deux premières categories contiennent des liaisons persistantes, les deux 
autres des liaisons non persistantes. 

Par exemple, dans le pendule balistique, le pendule est mobile autour d'un 
axe fixe; cette liaison existe avant, pendant et apres la percussion; le boulet, 
primitivement indépendant du pendule, vient brusquement faire corps avec lui; 
on à ainsi une nouvelle liaison dont la brusque réalisation produit le choc et qui 
existe pendant et après le choc, mais non avant. Quand deux corps élastiques 
se choquent, une liaison est brusquement introduite dans le système des deux 
corps, car leurs surfaces sont venues en contact; les deux corps se séparent en- 
suite; on a ainsi une liaison existant pendant la percussion, mais n’existant ni 
avant, ni après. Enfin imaginons deux points reliés par un fil inextensible et 
lancés en l'air: supposons qu'on saisisse brusquement l’un des deux points et qu à 
ce moment le fil se rompe, alors on voit qu'une liaison a été brusquement intro- 
duite d'une façon persistante, car un des points devient et reste fixe; en même 
temps une liaison, existant avant le choc, n'existe plus après, car le fil s'est 
rompu; cette liaison rentre dans la troisième catégorie. 


En vertu des liaisons de la première catégorie, la configuration du système 
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dépend de Æ paramètres 9,, da, ... qx et la demi force vive 7 est une fonction du 
oN + FERNE Fr = 

deuxième degré des dérivées q';, fe, ... q's par rapport au temps. On peut tou- 

jours choisir ces paramètres de façon que les liaisons des deuxième, troisième, 


quatrième catégories s'expriment par des relations de la forme 
Gs Gy Iyacı, de 0 (e<k). 


Les vitesses finales du système possèdent alors la propriété suivante: 

Les dérivées partielles de T, par rapport aux dérivées de ceux des paramètres 
qui ne sont pas assujettis à s’annuler au moment du choc, ont les mêmes valeurs 
avant et après le choc. 

Le nombre des inconnues est en général supérieur à celui des équations. 
Pour achever de déterminer le problème, il faut faire des hypothèses particulières, 
tirées de considérations d'élasticité par exemple, sur ce qui se passe après le choc. 
On a, de ce fait, un exemple élémentaire, en prenant le choc direct de deux 
corps sphériques et en écartant le cas où les corps sont parfaitement mous; alors 
la liaison brusquement introduite ne persiste pas après le choc, car les deux 
sphères se séparent. La Mécanique rationnelle fournit, entre les vitesses des deux 
sphères après le choc, une seule équation exprimant que la vitesse du centre de 
gravité commun n'a pas changé. On obtient la seconde équation par des con- 
sidérations: d’elastieite: ainsi en supposant les sphères parfaitement élastiques, on 
écrit que la force vive totale est la même après et avant le choc. Le problème 
est complètement résolu par la règle énoncée toutes les fois que les liaisons des 
troisième et quatrième catégories n'existent pas, ou, ce qui revient au même, toutes 


les fois que les liaisons existant au moment du choc sont toutes persistantes. 


Sur l'équilibre d’un flotteur avec un chargement liquide. — Guyou a publié, 
sur l'équilibre d’un vaisseau avec un chargement liquide, d'importants travaux ! 
qui se trouvent résumés dans l’Ouvrage intitulé: Théorie du Navire. Le même 
sujet a été traité par Duhem, qui a donné des formules générales renfermant la 
solution du problème? D'un autre côté, Greenhill? a fait l'exposé des recherches 


des géomètres anglais sur cette question dans son Traité d’Hydrostatique. 





I Guyou: 1°. Cours autographie de l'Ecole Navale (1881); 
2°. Théorie de la variation de la stabilité ou variation différentielle (Revue mari- 
time, 1879); 
3°. Theorie du Navire (librairie Berger-Levrault, Ire édition 1887, 2e édition 1894). 
? M. DUHEM a donné un résumé suceinct de ses recherches dans une Note des Comptes rendus, 
t. CXXIX, p. 879 (27 novembre 1899). 
> GREENHILL, A treatise on Hydrostatics. 


32—2154. Acta mathematica. 45. Imprimé le 6 mai 1925 
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J'ai indiqué, pour ce problème (221— 224), une solution géométrique qui se 
rattache directement à la belle méthode que Guyou a donnée pour l'équilibre d'un 
flotteur sans liquides intérieurs. 

Cette solution peut être résumée comme il suit: 

Soit B le centre du système des forces parallèles constitué: 1° par les poids 
Pis Pos. Pn appliqués aux centres O,, (5, ..., Cn des liquides intérieurs; 2° par 
la poussée p+p’ appliquée au centre C de la carène. Quand on oriente le flotteur 
de toutes les manières possibles, le point B décrit, par rapport au flotteur, une 
surface (B) et, à chaque instant, le plan tangent à cette surface au point B est 
horizontal. 

Pour que le flotteur soit dans une position d'équilibre stable, il faut et il suffit 
que la distance du centre de gravité du flotteur seul (sans les liquides) au plan 


tangent à la surface (B) au point B soit un minimum. 


Sur les équations de l’Hydrodynamique et la théorie des tourbillons. — 
Ce travail a surtout un but historique et pédagogique. J'y montre, comme 
l'avait déjà remarqué Maurice Lévy’, que des équations renfermant tous les élé- 
ments de la théorie des tourbillons et analogues, parfois même identiques à celles 
de Kirchhoff, se trouvent dans un Mémoire de Cauchy, présenté à l’Académie des 
Sciences de Paris en 1815 et imprimé dans le Recueil des Savants étrangers en 
1827; ce Mémoire, intitulé: Théorie de la propagation des ondes à la surface d'un 
fluide pesant d'une profondeur indéfinie est reproduit dans le premier volume (I 
série) des Œuvres complètes de Cauchy, imprimé chez Gauthier-Villars en 1882, et 
les équations dont il est question se trouvent dans la deuxième Partie, section 
première. 

En me plaçant surtout au point de vue de l’enseignement, j’indique ensuite 
une interprétation simple et immédiate des équations de Cauchy, donnant les 
théorèmes fondamentaux de la théorie des tourbillons et conduisant en même 
temps aux équations de Weber. 


Questions diverses. — Je cite sommairement quelques articles de Mécanique, 
l'un (207) donnant une forme générale de la fonction des forces pour laquelle on 


peut intégrer les equations du mouvement d'un point dans l'espace en coordon- 





* Voyez un important article de MAURICE Livy: L’Hydrodynamique moderne et l'hypothèse 
des actions à distance (Revue générale des Sciences pures et appliquées, 15 décembre 1890). Voyez 
également un excellent Travail historique de M. BRILLOUIN, publié dans les Annales de la Faculté 
des Sciences de Toulouse en 1885. 
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nées elliptiques; l'autre (185) montrant que, grâce à une proposition de Tait et 
Thomson, on peut étendre aux courbes brachistochrones la théorie des développées 
des lignes de courbure, etc. en remplaçant partout les arcs de courbes par le 
temps que met le mobile à les parcourir sans frottement, la constante des forces 
vives étant nulle; le troisième (217) relatif aux expériences du Commandant 
Hartmann; le quatrième (216) montrant que dans la déformation infiniment petite 
d'un milieu élastique isotrope la surface des dilatations et la surface directrice 
des efforts ont mêmes plans cycliques, et le dernier (219, 220) sur les fonctions 


et vecteurs de points dans le mouvement d'un fluide. 


Théorie de la chaleur. — Mon étude sur l'équation différentielle »—q=o 
(237) a été entreprise principalement pour répondre à la question suivante, qui 
m'a été posée par M. Boussinesq, sur la théorie de la chaleur. On considère un 
conducteur indéfini dans lequel la température u est supposée dépendre unique- 
ment de l’abscisse x. Cette temperature u étant donnée arbitrairement en fonction 
de x,u=f(x), à l'instant initial t=o, les formules de Fourier déterminent la 
température à un instant postérieur quelconque t>o. Mais on demande: 1° si 
l’état initial donné pour u, provient lui-même d'un état antérieur t<o; 2° lorsque 
cet état antérieur existe, s'il est unique et comment on peut le trouver. Voici la 
réponse à ces deux questions: l'état antérieur n'existe pas toujours; quand il 
existe, il est unique et peut être déterminé dans des cas très généraux. On 
reconnaît que l’état antérieur existe en s’assurant de la convergence de certaines 
séries. On peut indiquer, à ce sujet, la condition analytique suivante: pour que 
l'état antérieur existe, il est nécessaire (mais non suffisant) que la fonction donnée 
f(x) soit une fonction transcendante entière, c’est-à-dire une fonction développable 
en série procédant suivant les puissances entières positives de x. Le fait que 
cette condition n'est pas suffisante résulte d'un exemple que j'indique pour le cas 


de Varmille, d'après Fourier. 


Potentiel. — L'étude que j'ai faite des fonctions vérifiant l'équation du 
potentiel m'a permis de résoudre quelques problèmes de Physique mathématique. 
J'ai d'abord (239) résolu (en commun avec Chervet), le problème de la distribution 
du potentiel dans une masse liquide ayant la forme d'un prisme rectangulaire 
indéfini, dans l'hypothèse que les électrodes d'une pile se trouvent en deux points 
du liquide et qu'un régime permanent soit établi. L'expression de ce potentiel 
s'obtient aisément, au moyen de l'extension du théorème de M. Mittag-Leffler aux 


fonctions vérifiant l'équation différentielle du potentiel (238). J'ai reconnu ensuite 
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que l'on peut appliquer la même methode au cas où la masse liquide aurait. la 
forme d'un parallélépipède rectangle, les électrodes se trouvant en des points 
quelconques de la masse. Ces résultats sont susceptibles d'une grande extension 
(231) et fournissent ainsi une application, à la Physique mathématique, des pro- 
positions que j'avais obtenues en poursuivant l'analogie entre les fonctions qui 
vérifient l'équation différentielle du potentiel et les fonctions d’une variable 
imaginaire. Ces applications comprennent, entre autres, la détermination de la 
fonction de Green pour un parallélépipède rectangle d'après Riemann, le calcul 
des vitesses dans l'écoulement d'un liquide par le fond d'un vase prismatique, tel 
que l'ont donné M. M. Boussinesq, de Saint-Venant et Flamant. J'arrive à résoudre 
ces mêmes problèmes pour tous les volumes limités par un polyèdre possédant la 
propriété suivante: si l’on prend les symétriques du polyèdre par rapport à chacune 
de ses faces, puis les symétriques des nouveaux polyèdres par rapport à chacune 
de leurs faces, et ainsi de suite indéfiniment, les polyèdres en nombre infini ainsi 
obtenus ne pénètrent pas les uns dans les autres. Dans toutes ces applications, le 
seul élément analytique nouveau qu'il soit nécessaire d'introduire est la fonction 
que j'ai appelée Z(x,y,2), ou les fonctions plus simples auxquelles elle se réduit, 


quand un ou deux groupes de périodes deviennent infinis. 
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CR, t. 95, 9 oct. 1882, p. 624—626. 


5. Sur une classe de fonctions dont les logarithmes sont des sommes d’integrales 
abéliennes de première et de troisième espèce. 
CR, t. 92, 18 avr. 1881, p. 960—962. 

6. Relations entre les résidus d'une fonction d'un point analytique (x, y) qui se 


reproduit, multipliée par une constante, quand le point (x, y) décrit un cycle. 
CR, t. 95, 23 oct. 1882, p. 914—919. 


+1 


Généralisation des fonctions doublement périodiques de seconde espèce. 


JL, 3° s., t. 9, janv. 1883, p. 5—24. 
Analyse: BSM, 2° s., t. 9, 2° p., janv. 1885, p. 20—21. 


2° Series. Integrales définies. Généralités sur les fonctions d’une variable. 


8. Sur certaines séries ordonnees par rapport aux puissances d'une variable. 
Je donne des exemples de cas où l’on peut reconnaître l'existence d'un 
pole ou d'un point critique pour une fonction définie par une série 


entière, et déterminer la partie principale. 
CR, t. 87, 28 oct. 1878, p. 689—692. 


9. Évaluation d'une intégrale définie. 
Je donne la valeur d’une intégrale définie portant sur des fonctions hyper- 
géométriques. 
CR, t. 87, 2 déc. 1878, p. 874—876. 
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10. Sur la serie hypergéométrique et les polynömes de Jacobi. 
J’indique quelques applications de l'intégrale définie dont j'ai donné l’ex- 


pression dans la Note n° 9. 
CR 1.189718 pm: 


11. Sur les séries divergentes à termes positıfs. 

Je donne divers théorèmes sur les séries divergentes numériques et notam- 
ment sur les séries ordonnées par rapport aux puissances d’une 
variable. 

AMPG, 64. Teil, 16 sept. 1879, S. 387—392. 


1 


12. Développement en série entière de (I+ax)”. 
AMPG, 65. Teil, 6 janv. 1880, 8: 171—175. 


13. Développement en séries trigonométriques des polynömes de M. Léauté. 
NAM, 3° s., t. 16, juin 1897, p. 265—268. 


14. Sur une classe de polynômes. 
J'étudie des polynömes P,(x) de degré n tels que 


nun. 

Ces polynömes forment une classe spéciale comprenant les polynömes que 
CH. HERMITE a déduits de la différentiation de e * et les poly- 
nômes introduits par LÉAUTÉ pour le développement d’une fonction 
dont on connaît les valeurs moyennes des dérivées dans un inter- 
valle. Je définis en même temps une opération fonctionnelle qui 
consiste à former le polynôme (PQ), obtenu en remplaçant, dans 

* par un polynôme Q(x). Ces polynômes 
ont été rencontrés -par M. PINCHERLE dans diverses recherches 
(AMB, s. 2, t. 12, 1888, p. 126). Ils se rencontrent dans certaines 

‘intégrales qui se rattachent à la constante C d’Euler (CR, 1923, 
t,477,.p.:1165—1166,.et.1924, t..178,.p. 157—158): 
AGENCE? 8. t.°9, avr L880 7p 119142 


Ph, chaque puissance «x 


15. 16. Developpements en série d’une fonction holomorphe dans une aire limitée par 
des ares de cercle. 
CR, t. 94, 1% mai 1882, p. 1238—1240. 
MA, Bd 21, 1883, 23 sept. 1882, S.. 118—124. 


17. Développements en série dans une aire limitée par des arcs de cercle. 
AM, t. 1, 1882—1883, p. 145—152. 
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18. Sur certains développements en série de purssances. 


Je présente des remarques sur le degré d’indétermination des coeffi- 
cients dans les développements donnés dans les Notes N® 15, 
16,07: 


BSMF, t.: 11, 1882—1883, 18 fév. 1883, p. 65—71. 


19. Définition d'une operation sur les fonctions. 


Cette Note contient la définition d’une opération itérative d'ordre frac- 
‚tionnaire. 


Bete Te, 0 oy too Lore. la avr. 1879, 9.’ 160! 


20. Développements en série procédant suivant les inverses de polynomes donnés. 
OR, t. 157, 1913. 
BSM, t. 37, 1913. 
OR, t. 157, 1913. 
BSMF, t. 48, 1920. 


21. La dérivée de la fonction P(x) de Gauss, quand x est commensurable. 
CR, 1924, t. 178, p. 1229—1230. 


22. Sur Vintégrale [rx (2— a) d log (2—b). 


AM, 1993, t. 44, p. 217—218. 


23. Sur les intégrales définies de la forme Î p(x) dp(y). 


AM, 1923, t. 44, p. 213—215. 


3° Fonctions périodiques et doublement périodiques d'une variable. Périodicité 
générale. 


24. Sur une méthode élémentaire pour obtenir les développements en séries trigono- 
métriques des fonctions elliptiques. 
BSMF, t. 13, 1884—1885, 6 déc. 1884, p. 13—18. 
Remarque de H. PoIncArE: BSMF, t. 13, 1884— 1885, 20 déc. 1884, 
PRG Emme” NÉ 


25. Sur un problème d’interpolation relatif aux fonctions elliptiques. 
BSMF, 2° s., t. 10, 1'° p., mai 1886, p. 109—114. 
33--2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 7 mai 1925. 
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26. Sur les fonctions elliptiques. 
Je définis les fonctions elliptiques in abstracto et j'expose leur réduction 
aux fonctions ©. Cette methode peut être étendue aux fonctions 
de deux variables (Voir n° 58 et 59). 
CR, t. 110, 6 janv. 1890, p. 32—34. 


27. Sur une expression nouvelle des fonctions elliptiques par le quotient de deux 
series. 
AJM, v. 14, n° 1, 1892, p. 9—14. 


28. Décomposition en éléments simples des fonctions doublement périodiques de 
troisième espèce. 
CR, t. 97, 17 déc. 1883, p. 1419—1492. 


29à 31. Sur les fonctions doublement périodiques de troisième espèce. 

Dans le Mémoire n° 29, j'étudie la décomposition en éléments simples 
des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, et je 
présente des remarques sur certaines fonctions d’un point analytique 
(x, y). Les principaux résultats que je démontre se trouvent dans 
la Note n° 30. 

ASEN, 3° s., t. 1, avril, mai 1884, p. 135—164. 

CR, t. 101, 28 déc. 1885, p. 1478—1480. 

ASEN, 3%. :8.,.t..3; janv., févi-1 8869 99742; 


32. Développements en séries des fonctions doublement périodiques de troisième espèce. 
ASEN, 3° s., t. 2, janv. 1885, p. 9—36. 


33. Application du théorème de M. Mittag-Leffler aux fonctions doublement 
périodiques de troisième espèce. | 
Dans ce Mémoire, je donne, du théorème de M. Mittag-Leffler, une 
application dans laquelle les degrés des polynômes qu’on retranche 
de la partie principale croissent indéfiniment. | 
ASEN, 3° s., t. 2, févr., mars 1885, p. 67—74. 


34. Quelques exemples de series doublement périodiques. 
NAM, 3° s,, ,t.. 15, mars,,1896,-pa 1265-129, 


35. Formations d'une fonction F(x) possédant la propriété 
Fip(@)=F(e). 
Je généralise le mode de représentation analytique des fonctions périodi- 


ques et j applique à plusieurs exemples la formule obtenue. 
CR, t. 88, 21 avr: 1879,,p1807—810, 


36. 


31. 


38. 


40. 


41. 


42. 


43. 


Le) 
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Sur les fonctions telles que F (sin Le) Fo) 


J’applique la méthode exposée dans la Note n° 35, en lui faisant subir 
quelques légères modifications pour simplifier le calcul. 
CR, t. 88, 19 mai 1879, p. 1022—1024. 


Sur quelques applications de la fonction I(x) et d'une autre fonction tran- 
scendante. 
OR, t. 86, 15 avr. 1878, p. 953—956. 

Sur une classe de fonctions analogues aux fonctions eulériennes étudiées par 
M. Heine. 
CR, t. 89, 17 nov. 1879, p. 841—844. 


Sur une classe de fonctions qui se rattachent aux fonctions de M. Heine. 
het. OU. oboe Geo. Lolo, Dy WSL—=1032, 


Sur une classe de fonctions analogues aux fonctions eulériennes. 
Dans ce Mémoire, je développe les considérations que j'ai présentées dans 
les Notes n% 37 à 39. J’étudie en particulier des relations fonc- 
tionnelles, renfermant des fonctions ©, ou des fonctions elliptiques, 


dans lesquelles interviennent trois périodes. 
MA, Bd. 19, 1882, août 1881, S. 84—102. 


Sur les fonctions uniformes doublement périodiques à points singuliers essentiels. 
CR, t. 94,3 avr. 1882, p. 936-938. 


Sur des intégrales définies se rattachant au logarithme intégral. 
BSM, t. XXXVII, 1914, p. 327—328. 

Sur l'élément simple de la décomposition des fonctions doublement périodiques 
de troisième espèce. 
AM, t. 42, 1920, p. 341—347. 


44—44Pis, Integrales définies se rattachant à la constante C d Euler. 


CR, 1923 et 1924, t. 177 et t. 178. 


4° Fonctions de plusieurs variables. Fonctions abéliennes; fonctions de deux 


45. 


variables & deux, trois ou quatre paires de périodes. Fonctions hyper- 
géométriques de deux variables. Polynömes d’Hermite à deux variables. 
Inversion des intégrales multiples. 


Sur une classe de fonctions de deux variables indépendantes. 


Dans ce Mémoire, j'étends à une classe particulière de fonctions de deux 
variables indépendantes x et y les théorèmes de MM. Weierstrass 
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46. 


47. 


48. 


49. 


51. 


1 
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et Mittag-Leffler sur les fonctions d'une seule variable. J’applique 
ensuite les théorémes généraux ainsi obtenus A la formation de 
certaines fonctions simplement périodiques de deux variables. 


AM, t. 2, 15 mars 1883, p. 71—80. 


Propositions d’Algebre et de Geometrie déduites de la considération des racines 
cubiques de l'unité. 

J'obtiens des fonctions de deux variables à deux paires de périodes liées 

par une certaine relation algébrique et une infinité de systèmes de 


surfaces jouissant de propriétés remarquables. 
CR, t. 84, 19 mars 1877, p. 540—543. 


Sur certaines fonctions analogues aux fonctions circulaires. 

Je fais l'étude de n +1 fonctions de » variables, à n groupes de périodes, 
definies par un système d'équations aux différentielles totales et 
généralisant celles de la Note n° 46. 

CR, t. 84, 11 juin 1877, p. 1378—1380. 


Sur les fonctions uniformes de deux points analytiques qui sont laissés in- 
variables par une infinite de transformations rationnelles. 
CR, t. 96, 4 juin 1883, p. 1643—1646. 


Sur un cas de reduction des fonctions © de deux variables à des fonctions © 
d'une variable. 
CR, t. 94, 13 fév. 1882, p. 421—424. 


Sur des cas de réduction des fonctions © de plusieurs variables à des fonctions 
© dun moindre nombre de variables. 


BSMF, t. 10, 1881—1882, 3 mars 1882, p. 59—67. 


Sur une fonction analogue a la fonction ©. 

Dans cette Note, il s’agit d’une fonction definie par une série simple 
d’exponentielles dont l’exposant est un polynôme du quatrième degré 
en n. Cette fonction a été étudiée ensuite par M. RIVEREAU 
(AFSMa, t. 2, 1892, p. 59). (Voir N° 52, 82, 83, 84, 85, 86, 87.) 

AFSMa, © 1, 1891, p. 47= 52, 


Exemples de fonctions de plusieurs variables admettant un groupe de substitu- 
tions linéaires entières. 
BSMF, t. 19, 1890—1891, 18 nov. 1891, p. 125—127. 
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53. Sur les fonctions de Bernoulli à deux variables. 
Extrait d'une Lettre adressée à MARTIN KRAUSE. 
AMPG, a. R., 4 Bd., 9 oct. 1903, 8. 292—293. 


54. Sur des fonctions de deux variables à trois ou quatre paires de périodes. 
CR, t. 90, 26 janv. 1880, p. 174—176. 


55. Sur certaines expressions quadruplement périodiques. 
CR, t. 108, 25 mars 1889, p. 607—609. 


56. Sur les fonctions de deux variables à plusieurs paires de périodes. 
CR, t. 110, 27 janv. 1890, p. 181—183. 


57. Sur les fonctions de deux variables quadruplement périodiques de troisième espèce. 
ASEN, 2° s., t. 7, mai 1890, p. 143—154. 


58. 59. Sur les fonctions périodiques de deux variables. 
L'objet de ce travail est l’&tude des fonctions méromorphes de deux 
variables à quatre (ou à trois) paires de périodes. La méthode 
suivie peut être étendue d'elle-même aux fonctions de n variables à 
2n groupes de périodes. 
CR, t. 111, 3 nov. 1890, p. 636—638. 
mE RS PE ao KÖR Ce ÉD IC 


60. 61. Sur les fonctions abéliennes. 


CR, t. 94, 26 juin 1882, p. 1702—1704. 
CR, t. 103, 20 déc. 1886, p. 1246—1248. 


62. 63. Sur l’inversion des intégrales abéliennes. 


CR, t. 99, 8 déc. 1884, p. 1010—1011. 
JL, 4° s., t. 1, f. 3,-1885, p. 245— 279. 


64.. Formes des intégrales abéliennes des diverses espèces. 
APSE Mt 7018935" p: ANDRA. 8: 


65. Sur les fonctions abéliennes considérées comme fonctions algébriques de fonctions 
d'une variable. 
Ce Mémoire est inséré dans le premier des deux Tomes des Acta Mathe- 
matica imprimés NIELS HENRICK ABEL in Memoriam. 


AM, t. 26, 8 juil. 1902, p. .249—253, 
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66. 67. Sur les séries hypergéométriques de deux variables, et sur des équations 


a 
0 


(as 


différentielles linéaires aux dérivées partielles. 

Je définis quatre séries ordonnées suivant les puissances positives croissantes 
de deux variables, qui se rattachent à la célèbre série de Gauss, 
comme les fonctions © de deux variables de Göpel et de Rosenhain 
se rattachent aux fonctions © d’une variable d’Abel et de Jacobi. 


CR, t. 90, 16 févr. et 20 mars 1880, p. 296—298, et p. 731—733. 


Sur la série F, (a, a’, B, ß’,y, &, y). 
Cette serie, qui a été définie dans la Note n° 66, peut être représentée 
par une intégrale définie semblable à celle dont JACOBI s’est occupé 
dans le t. 56 du:JC,11859, 820149. 


CR, t: 90, 726 2avr721680, hp 0974207100; 


Sur quelques formules relatives aux fonctions hypergéométriques de deux variables. 
CR, t. 91, 16 août 1880, p. 364—368. 


Sur des polynömes de deux variables analogues aux polynômes de Jacobi. 
AMPG, 66. Teil, 1881, 26 oct. 1880, S. 238—245. 


Sur les fonctions hypergéométriques de deux variables. 

Ce Mémoire a été présenté à l’Académie dans la séance du 29 mars 1880; 
je lui ai fait subir quelques modifications, afin d'y faire rentrer les 
résultats que j'ai obtenus depuis et qui ont été indiqués dans deux 
Notes présentées à l’Académie les 26 avril et 16 août 1880. 

JL,.3° 83 6:48 mai, djuin 1882,:pP 7173-7210; 


Sur certaines formules de Hansen et de Tisserand. 
Je trouve qu'un certain coefficient introduit par TISSERAND est exprimé 
par un polynôme hypergéométrique de deux variables. 
CR, t. 97, 12 nov. 1883, p. 1036—1039. 


Sur une formule de Tisserand et sur les séries hypergéométriques de deux 
variables. 
J’applique, à des questions étudiées par TISSERAND, RADAU et CALLANDREAU, 
les résultats que j'ai donnés dans le Mémoire n° 71 et dans la 
Note n° 72. 
JL, 3° s., t. 10, déc. 1884, p. 407—428. 
Analyse: BSM, 2° s., t. 10, 2° p., nov. 1886, p. 225—226. 


74. 


76. 


EN | 
1 


80. 


SI 


83. 


84. 
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Les polynömes d Hermite rattachés aux polynömes de Legendre. 
ASAPP, v. 5, n° 2°, 1910, p. 65—68. 


Quelques propriétés des polynömes Um,n d Hermite et des polynömes X, de 
Legendre. 


ASABI ever Oe 4.1910, 9,209 212. 


Sur une classe de polynömes à deux variables et le caleul approché des intégrales 
doubles. 

J’étends aux intégrales doubles la méthode que Gauss a fondée sur les 
propriétés des polynômes de Legendre pour le calcul approché des 
intégrales simples. Cette méthode est exposé par M. ANGELESCO 
dans sa thèse (Paris 1916). Citons aussi une Note de H. BoURGET, 
CR, 1898. 

AST ats 4281890), 0. Hel--He 20; 


. 178. Sur un mode d’inversion des intégrales multiples. 


BSMF, t. 25, 20 janv. 1897, p. 10. 
Grat »124 LS ten 1897 7D 1218214: 


Exemples d’inversion d’integrales doubles. 
AJM, v. 19, n° 4, 1897, p. 377—380. 


Le théorème du dernier multiplicateur de Jacobi rattaché à la formule dite 
d'Ostrogradsky ou de Green. 
CROIS AT loos as SB 


Les polynômes Vm,n d’Hermite et leurs analogues rattachés aux fonctions 
sphériques dans l’espace à un nombre quelconque de dimensions. 
CR, 1913, t. 156, p. 1423—1495. 


Les polynômes Um,n d Hermite et leurs analogues rattachés aux fonctions 
sphériques dans l'hyperespace. 
CR, 1912, t. 156, p. 1582—1585. 


Les polynômes Vm,n d’Hermite et leurs analogues rattachés aux potentiels à q 
variables. 


BUMPS tT. RAXVE 1913: 


Sur la convergence des séries procédant suivant les polynömes d’Hermite ou les 
polynömes analogues plus généraux. (En collaboration avec M. Kamps 
DE FÉRIET.) 
CR, 1914, t. 158, p. 381—385. Il s’agit dans cette Note de polynömes 
à plusieurs variables. 
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85. Sur l’inversion approchee de certaines intégrales réelles et sur l'extension de 
l'équation de Kepler et des fonctions de Bessel. 


CR, 1915,-t:.160/p141955423; 
Cette Note contient la définition des fonctions de Bessel à plusieurs 
variables. 


86. Sur les fonctions © de degrés supérieurs. 
CR, t. 153, 1911 5p. 0084567 

Sur les fonctions © du quatrième degré. 
CR, t. 153, 1911, p. 617—618. 


87. Sur des fonctions se rattachant aux fonctions O du quatrième degré. 
ROMP, t. XXXII, 1911. 


88. Sur une transformation de certaines fonctions déduites des fonctions © de degré 
supérieur. 
CR, t. 159, 1914, p. 474—476. 
Contribution à l'étude des fonctions © de degré supérieur. 
CR, t. 161, 1915, p. 161—165, 


89. Sur une deuxième forme des fonctions © de degré supérieur. 
OR, 1..161, 21910; D=370- 373 


90. 91. Essai sur les fonctions 9 du quatrième degré. 
AM, t. 40, p. 291—309. 
t. 41, p. 285—308. 


5° Equations différentielles ordinaires. Invariants. 


92. Sur des polynômes satisfaisant à une équation différentielle du troisième ordre. 
J'applique, dans cette Communication, un théorème antérieur. 
- AFAS, 87° session, Montpellier, 3 sept. 1879, p. 257—260. 


93. Sur certaines équations différentielles linéaires contenant un paramètre variable. 
AFAS, 8™° session, Montpellier, 3 sept. 1879, p. 253—257. 


94. Integration de certaines équations différentielles à l’aide des fonctions ©. 


Cette intégration résulte du théorème de Riemann sur les zéros des 
fonctions © de plusieurs variables. 
CR, t. 90, 24 mai 1880, p. 1207—1210. 


95. Sur 


96. Sur 


97. Sur 


98. Sur 


99. Sur 


100. Sur 
101. Sur 
34— 2454. 
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les équations différentielles linéaires à une variable indépendante. 
CR, t. 90, 21 juin 1880, p. 1477—1479. 


la transformation des équations différentielles linéaires. 
CR, t. 90, 26 juil. 1880, p. 211—214. 


les équations différentielles linéarres. 

Je signale, pour les équations différentielles linéaires, des propriétés ana- 
logues à celles des fonctions symétriques des racines d’une équation 
algébrique et à la transformation des équations algébriques; je donne 
des applications. 

CR, t. 91, 26 oct. 1880, p. 684—685. 


une classe d'équations différentielles linéarres. 

Je généralise les recherches de CH. HERMITE sur l'équation de Lamé 
(CR, t. 86, 1878, p. 850), celles de M. M. E. Prcarp et MITTAG- 
LEFFLER sur les équations différentielles linéaires à coefficients double- 
ment périodiques (CR, t. 90, 1880, p. 292—299) et celles de Fucus 
sur certaines équations différentielles linéaires JL, t. 4, 1878, p. 125, 
en considérant des équations différentielles dont l'intégrale générale 
n'a que des pôles sur la surface de Riemann et dont les substitu- 
tions fondamentales sont permutables. 


CR, t. 91, 13 déc. 1880, p. 972—974. 


une classe d'équations différentielles linéaires dont les coefficients sont des 
Jonctions algébriques de la variable indépendante. 

Je résume un Mémoire où se trouvent développées des propositions du N° 98. 
CR, t. 92, 10 janv. 1881, p. 61—63. 


une classe d'équations différentielles linéaires à coefficients doublement 
périodiques. 
CR, t. 92, 25 avril 1881, p. 1005—1008. 


une classe d'équations différentielles linéaires à coefficients algébriques. 

Ces équations sont celles dont l'intégrale générale n’admet sur une surface 
de Riemann, d’autres singularités que des pôles et des points criti- 
ques logarithmiques. Je les classe en équations de 17°, 2°, 37% 
espèce ‘d'après des caractères analogues à ceux qui servent à classer 
les trois espèces d’intégrales abéliennes. 

AM, t. 13; 1890, 21 janv. ‘1889, pr 163-144; 


Acta mathematica. 45. Imprimé le 7 mai 1925. 
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Equation de la propagation de la chaleur. — L’équation dz= ames =0 
qui se présente dans la théorie de la chaleur, a été l'objet dun grand nombre 
de travaux. Intégrée par Fourier, Poisson, Ampére’, elle a été étudiée en detail 
par Riemann dans son ouvrage sur les équations aux dérivées partielles de la 
Physique mathématique*, et par Schlaefli, dans un Mémoire inséré au Tome 72 
du Journal de Crelle. Jordan l'a traitée comme exemple dans le Tome III de 
son Cours d'Analyse (p. 387). M. Boussinesq a résumé les méthodes générales 
d'intégration propres à cette équation et aux autres équations de la Physique 
mathématique dans le Tome II de son Cours d Analyse infinitésimale (Calcul inte- 
gral, compléments). Citons encore M™ Kowalevski* qui a appliqué à cette équation 
spéciale les méthodes de Cauchy, en montrant qu'il n'existe pas toujours une 


intégrale 2 qui, pour y=o se réduise à une fonction donnée de x: par exemple, 





cette équation n'a pas d’intégrale qui se réduise à pour y=o. Darboux* 


T7 
a rappelé cet exemple de M”? Kowalevski à propos d'une Note de Méray” sur 
un fait de même nature. L’équation dz=o constitue le type le plus important 
auquel on peut réduire les équations linéaires à coefficients constants dans le cas 
parabolique, comme on le verra dans un Mémoire de du Bois-Reymond (Journal 
de Crelle, t. 104). 

J'ai étudié (237) cette équation au point de vue de la Physique mathémati- 
que, en supposant x, y, 2 réels et en m'inspirant des méthodes de Riemann. Je 
traite d'abord les questions suivantes: 


1°. Chercher toutes les transformations de la forme 
z=A(z,y)2, d'=plr,y), y=yple,y), 


qui ramènent l'équation à la même forme. 

On trouve que la relation entre x, y et x’, y" définit une transformation 
homographique du plan qui remplace ici l’inversion de Thomson pour le potentiel. 
Ce résultat a été généralisé par Lacour dans sa thèse de Doctorat et par 


Boulanger (Bulletin de la Société mathématique 1899). 





* Journal de l'Ecole Polytechnique, t. X, p. 587. 

> Partielle Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physikalische Fragen, p. 107, 
12201809. 

2 Journal de Crelle, t. 80, p. 22. 

* Comptes rendus, t. CVI, p. 651. 

5 Ibid., p. 648. 
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2°. Trouver tous les polynömes vérifiant l'équation. — Ces polynömes s’expri- 
ment simplement à l'aide des polynömes à une variable qu’ Hermite’ a déduits 


—y2 


de la différentiation de l'exponentielle e 

Me servant ensuite d'une formule analogue à la formule de Green deduite 
de la notion d’équation adjointe due à Riemann, j'établis une importante formule 
qui me permet de démontrer le théorème suivant: 

Une fonction uniforme z=f (x, y) vérifiant l'équation 0 z=0, existant dans toute 
la partie du plan située au-dessous d'une certaine parallèle à l'axe Ox, y=Db et 
restant finie ainsi que sa dérivée par rapport à x, dans cette partie du plan, pour 
toutes les valeurs finies ou infinies de x et y, se réduit à une constante. 

On en conclut que l'équation dz=o ne peut pas admettre de solution uni- 
forme dans tout le plan, n'ayant aucun point singulier à l'infini, et ayant un 
seul point singulier x=a, y—b, à distance finie; car une telle fonction serait 
constante pour toutes les valeurs de y inférieures à b. Il y a donc là une dif- 
férence remarquable avec les équations linéaires dans le cas elliptique qui admettent 
des intégrales avec un seul point singulier. 

Enfin, je cherche à rendre compte de ce fait que la plupart des solutions 
simples de l'équation dz—0 admettent des lignes de discontinuité parallèles à O x. 

Certains des théorèmes établis dans ce Mémoire s’interpretent d'une façon 
simple dans la théorie de la chaleur: je les reporte à la fin de cette Notice: 
. Théorie de la Chaleur. 


Equations simultanées aux dérivées partielles. Potentiels et fonctions har- 


moniques. — Dans une fonction w+iv de æ+1y les quantités u et v vérifient 
les équations . 
(x) ee nV 

DATEN SYS Oa 0” 


d'où on déduit immédiatement que chacune de ces fonctions vérifie l'équation du 
potentiel logarithmique et sont associées ou conjuguées par les relations (I). 

Je me suis proposé d'étudier un système analogue à (x) pour le potentiel à 
trois variables (124, 125). Considérons quatre fonctions X, Y, Z,T "de trois 


variables réelles x,7,2, vérifiant les relations 





! Comptes rendus, t. LVIII, p. 93, 266. 
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117. Sur 
118. Sur 
119. Sur 
120. Sur 


Paul Appell. 


différentielles linéaires à une variable, à des équations simultanées 
définissant r et { en fonctions linéaires de s, p, 9,2. 


CR, t. 90, 29 mars 1880, p. 731—734. 


certaines équations différentielles linéaires simultanées aux dérivées par- 

tielles (En commun avec M. E. Picarp). 

Cette Note contient une extension d'un théorème donné par M. E. PICARD 
pour les équations différentielles linéaires à coefficients doublement 
périodiques (CR, t. 90, 1880, p. 293). 

GR, t. 92, 21 mars 1881, p. 692—695. 


une équation linéaire aux dérivées partielles. 

Je montre que l’une des équations rencontré dans la théorie des fonctions 
hypergéométriques de deux variables, contient, comme cas particulier, 
une équation différentielle linéaire étudiée par G. DARBOUX (CR, 
t. 95, 1882; p. 69); j'étends A cette équation les principales pro- 
priétés indiquées par ce géomètre. 

BSM, 2° s., t. 6, I p., déc. 1882, p..814-—-318, 


les fonctions satisfaisant à l’équation A F—0. 

Je considère une fonction F(x,y,z) de trois variables réelles représentant 
les coordonnées rectangulaires d'un point M. Je suppose que la 
fonction F est uniforme, continue, qu'elle admet des dérivées pre- 
miéres et secondes et qu'elle vérifie l'équation du potentiel en tous 
les points M situés à l’intérieur d’une surface fermée S, excepté en 
certains points isolés, que j'appelle points singuliers. Ces points 
peuvent se classer en pôles et points essentiels. 

CR, t.:96, 5 fév. 1883, p.. 868—371. 


les fonctions de trois variables réelles satisfaisant à l'équation différen- 

telle AF=o. 

Je fais l'étude générale des fonctions qui satisfont à l'équation 4 F—0. 
La première partie contient une extension d’un théorème dû à 
M. MITTAG-LEFFLER et plusieurs applications d’un théorème de GREEN; 
j étudie ensuite celles de ces fonctions qui reprennent les mêmes 
valeurs aux points homologues d’un réseau de parallélépipèdes et 
qui possèdent des propriétés semblables à celles de la partie réelle 
d'une fonction doublement périodique d’une variable imaginaire. Ces 


fonctions s'expriment à l’aide d'un élément simple Z analogue à la 
# 


fonction H introduite par HERMITE dans la théorie des fonctions 


elliptiques. 
AM, t. 4, 22 janv. 





3 mars 1884, p. 313—374. 
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121. 122. Développements en séries trigonométriques de certaines fonctions vérifiant 


l'équation du potentiel 4 F—0. 
CR, t. 102, 21 juin 1886, p. 1439—1442; 
Lowa Bie ieee etal = L687, p.052. 


les fonctions harmoniques à trois groupes de périodes. 

J'indique un élément analytique pouvant remplacer la fonction Z des deux 
Mémoires N° 119 et 120. 

RCMP,.t. 22, 1° sept. 1906; p. 361—370. 

On trouvera une application par A. MYLLER: CR, t. 145, 11 nov. 1907, 
P..790— 792. ; 


Sur des potentiels conjugués. 

Je donne un systeme de quatre équations aux derivees partielles du 
premier ordre entre quatre fonctions X, Y, Z, T de trois variables 
réelles, x,y,z. Je démontre que si l’on choisit arbitrairement la 
fonction T vérifiant l’équation du potentiel, il existe une infinité de 
fonctions X, Y, Z vérifiant le système précédent; je précise le 
degré d’indétermination et j'exprime ces fonctions par des intégrales 
définies. 

PANIER 21971890 1891, la avr. 1891" D. "0870 

AFSMa, t. 2; f. 3, 1892, p. 53—58. 


Quelques remarques sur la théorie des potentiels multiformes. 


123. Sur 
1947129, 
126. 

127. Sur 
128. Sur 
129. Sur 
130. Sur 


Extrait d'une Lettre adressée à M. F. KLEIN. 

Je considère une certaine fonction F(x,y,z) qui vérifie l'équation 7F=o 
et qui admet un cercle pour ligne singulière. 

DAS bd, 5026 4vr 1887, 5. 155° loo. 


l'intégration des équations différentrelles simultanées que vérifie le poly- 
nöme Um,n d’Hermite. 
CR, 1918, t. 166, p. 309—312. 


les équations linéaires simultanées aux dérivées partielles et sur des cas 
de réductions des fonctions hypergéométriques de deux variables. 
CR, 1918, t. 166, p. 408—411. 


une intégrale définie dont l'élément est une exponentielle du 4"° degré. 
ASAPP, 1917, t. XII, p. 12—18. 


un système de trois équations linéaires et homogènes aux dérivées partielles. 
RCMP, 1923, t. XLVII, p. 15—16. 
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131. 


133. 


134. 


135. 


136 


138. 


139. 


140. 


Paul Appell. 


Sur une équation différentielle ordinaire liée à certains systèmes d'équations 
linéaires et homogènes aux dérivées partrelles. 
CR, 1918, t. 166, p. 469—472. 

Addition à la Note précédente. (Cette addition a pour objet de faire con- 


naître des travaux de M. Rocer Liouvizze antérieurs à la Note 
précédente.) 


OR, 1918, t. 166, p. 1555—1556. 
Sur une équation aux dérivées partielles de la théorie des fonctions hyper- 
géométriques. 
CR, 1920, t. 171, p. 557—561. 
RCMP, 1924, t. XLVIIL. 


Analyse appliquée a PAlgébre. 
Sur les fractions continues périodiques. 


AMPG, 62 Teil, 1878, 8. 183—188. 


Sur les polynômes qui expriment la somme des puissances pie des n pre- 
miers nombres entiers. 
NAM, 3° s., t. 6, juil. 1887, p. 312—321. 


. 1368. L'unité complexe rattachée à une fraction continue à termes réels. 


ASAPP, +. IX, 1914 et t, X, 1915. 


Sur un nouveau mode de développement d'un nombre en fraction continue. 


BSM, 1914,-t. XXXVIII, p. 118—120. 
(Voir les Notes de A. CAHEN, CR, 1923 et 1924.) 


Sur les valeurs approchées des polynömes de Bernoulli. 
Appliquant aux polynömes de Bernoulli une methode donnée par M. G. 
DARBOUX dans son Mémoire sur les fonctions de grands nombres 
(JL, 3° s., t. 4, 1878, p. 5, 337), je donne l'expression approchée 
du polynöme de Bernoulli de rang n, pour n tres grand. 
NAM, 3° s., t. 6, dec. 1887, p. 547—554. 


Sur une suite de polynömes ayant toutes leurs racines réelles. 
AMPG 7d. Re 17Bc: 1901710. dee sau Bros AE 


Sur les fonctions sphériques et autres analogues. 
En commun avec M. ARMAND LAMBERT (exposé fait d'après l'Article en 
allemand de M. A. WANGERIN, avec des additions): un développe- 


141. 


142. 


143. 


144. 


146. 
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ment étendu donne la bibliographie des recherches sur les fonctions 

sphériques et les fonctions hypergéométriques de plusieurs variables; 

ces recherches sont dues surtout à des mathématiciens français. 
ESMEF, t. II, Art. 28. 


Geometrie infinitesimale. 


Sur les propriétés des cubiques gauches et le mouvement helicoidal d'un corps 
solide. 

Thèse pour le grade de Docteur ès Sciences mathématiques, soutenue 
devant la Faculté des Sciences de Paris le 20 juin 1876. J’etudie 
les deux problémes suivants: 1° Etant donné un mouvement héli- 
coidal, déterminer les cubiques gauches correspondantes; 2° Etant 
donnée une cubique définie par certaines équations, déterminer le 
mouvement hélicoïdal correspondant. 

ASEN, 2° s., t. 5, juil., août 1876, p. 245—274. 

Paris, G.-V., 1876, in-4, IV +35 p. 


Sur une propriété caractéristique des hélices. 
AMPG, 64. Teil, 30 janv. 1879, S. 19—23. 


Mémoire sur les Déblais et les Remblais des systèmes continues ou discontinus. 
Ce Mémoire, présenté à l'Académie des Sciences pour le Concours du 
Prix Bordin (Géométrie) en 1884, a été couronné à la suite d'un 
rapport de G. DARBOUX. 
MSAS, t. 29, N° 3, 1887, p. 1—208. 
Rapport de M. G. DarBoux: CR, t. 101, 21 déc. 1885, p. 1312—1316. 


Surfaces telles que l’origine se projette sur chaque normale au milieu des 
centres de courbure principaux. 
AJM, v. 10, 1888, p. 175—186. 


Géométrie analytique. 


Note sur les cubiques gauches. 
GK, tt) Gano janv. L376," p. 705272. 


147. Sur une classe particulière de courbes gauches unicursales du quatrième 


ordre. 


CR, t. 83, 18 déc. 1876, p. 1209—1211. 
AMPG, 62. Teil, 1878, 8. 175—182. 
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148. 


149. 


150. 


152. 


154. 


156. 


157, 


158. 


159. 


160. 


Paul Appell. 


Théoreme général sur les courbes unicursales. 
AMPG, 60. Teil, 1877, S. 125—127. 


T'héorème concernant les courbes dont les tangentes font partie dun complexe 
de droites du premier ordre. 
AMPG, 60. Teil 1877, 8. 274—275. 


Sur Vhomographte d'ordre supérieur. 
BSP, 7° s., t. 4, 1879—=1880,. 25) oct. 1879, phil: 20. 


Sur une representation des points imaginaires en Geometrie plane. 
AMPG, 61. Teil, 16 août 1877, S. 359—360. 


Sur les fanulles de courbes orthogonales uniquement composées de coniques. 
AMPG, 63. Teil, 1879,.4 août 1878, S. 50—55, 
Analyse par August: JFM, Bd. II, J. 1879, 8. 501—503. 


Sur les points d’intersection d'une conique fire par une conique mobile passant 
par deux points fixes. 
NAM, 3° s.,, t, 8, janv. 1889, p. 48—56. 


4 


Sur les courbes dont les tangentes appartiennent à un complexe linéarre. 
NAM,.8° 8, t. Il. mare 18092, po 1155110; 


Sur les courbes autopolaires par rapport à une conique donnée. 
BSMF, t. 22, 7 fév. 1894, p. 27. 


Courbes autopolarres. 
NAM, 3° s., t. 13, mai 1894, p. 206—210, 


Sur le degré de réalité dune courbe algébrique à coefficients réels. 
AMPG, a. R., 4 Bd., 1903, 19 juin 1902, 8. 20—21. 


Sur les lignes asymptotiques de la surface représentée par l'équation XYZ=T*. 
AMPG, 61. Teil, 21 mars 1877, 8. 144—145. 


Sur les conditions qui expriment qu'un système de trois axes est trirectangle. 
NAM, 3° s., t. 13, fév. 1894, p. 41—48. 


Jixercices sur les courbes de direction. 


On sait que LAGUERRE a appelé courbes de direction les courbes algébri- 


161. 


162. 


163. 


164. 


165. 


166. 


ST 


168. 


170. 
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ques telles que les cosinus directeurs de la tangente en un point 
puissent être exprimés rationnellement en fonction de x et de y. 
NAM, 3° s., &° 15, nov. 1896, p. 491—495. 


Exercice sur la détermination du point double d'une cubique plane unicursale. 
RMS, t. 4, 8° a., juin 1898, p. 505—506. 


Exercices sur la détermination des points doubles d'une quartique plane uni- 
cursale. 
RMS, t. 4, 8° a., sept. 1898, p. 585—589. 


Sur le cylindroïde. 
RMS, t. 3, 5° a., juin 1895, p. 129—130. 


Propriété caractéristique du cylindroïde. 

Il existe un conoïde droit, signalé par PLÜCKER et par CAYLEY, nommé 
cylindroïde, jouissant de la propriété que le lieu des projections 
d'un point fixe quelconque sur ses génératrices est une courbe plane. 
Je démontre que, réciproquement, toute surface réglée non eylindri- 
que possédant cette propriété est un eylindroïde (Voyez une Note de 
M. DEMOULIN, BSMF, t. 29, 1900, p. 39—59). 

BSMF, t. 28, 20 juin 1900, p. 261—265. 





Le problème des Déblais et des Remblais. 
RÖTT 1,28 fév. 18906-97259. 
CR 6.1180, 1925, p. 781—768! 


Sur certains polygônes dont les sommets décrivent des courbes algébriques et 
dont les côtés enveloppent des courbes algébriques. 
CR, t. 162, 1916, p. 306—308. 


Sur des lignes polygonales et sur des surfaces polyedrales généralisant les 
polygônes de Poncelet. 
BSM, t. XL, 1916, p. 244—246. 
(Voir des Notes de FoNTENÉ, NAM, 1897, et CR, t. 162, 1916, p. 306—308.) 


Sur les courbes algébriques définies par une relation paramétrique. 
BSM, t. XXXIX, 1915, p. 43—48. 


Courbe de raccordement et élastique plan. 
BSMF, t. 49, 1921, p. 105—108. 


3D—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le-8 mai 1925. 


Lid; 


Lo 


173. 


174. 


176. 


177. 


178. 


Paul Appell. 


Mécanique rationnelle. 


Sur une interprétation des valeurs imaginaires du temps en Mécanique. 
CR, t. 87, 30 déc. 1878, p. 1074—1077. 


Remarques sur l'introduction de fonctions continues n'ayant pas de dérivée, 
dans les éléments de la Mécanique. 


En commun avec M. JANAUD. 
CR, t. 93, 12 déc. 1881, p. 1005—1008. 


Sur la chainette sphérique. 
Je donne, pour exprimer les coordonnées d'un point de la chaînette 
sphérique en fonctions elliptiques d'un paramètre, une méthode qui 


revient à l'intégration d'une équation analogue à celle de Lamé. 
BSMF, t. 13, 1884—1885, 4 fév. 1885, p. 65—71. 


175. De Vhomographie en Mécanique. 


J’emploie en Mécanique la methode de transformation des figures par 
projection centrale, qui joue un rôle si important en Géométrie. 
J’etudie d’abord le cas d’un point -matériel sollicité par une force 
dans un plan fixe; je termine ainsi: Ces considérations peuvent être 
étendues au mouvement d'un point dans l’espace et même au mouve- 
ment de plusieurs points, à condition de faire, dans ce dernier cas, 
une transformation homographique générale contenant à la fois les 
coordonnées de tous les points.» 

CR, t. 108, 4 fév. 1889; p. 224—226. 

AJM, v. 12, 1890, p. 103—114. 


Sur une transformation de mouvement et les invariants d’un système en 
Mécanique. 


BSMF, t. 20, 16 mars 1892, p. 21—22. 


Sur des transformations de mouvement. 


Je considère deux systèmes matériels dont les liaisons sont indépendantes 
du temps et je cherche si, à tout mouvement du premier système, 
on peut faire correspondre un mouvement du second, les forces ne 
dépendant que des positions. 

JOP Bar 110 At Ty 1892, 933727 


Sur une transformation de mouvements. 


J’étudie une certaine transformation de mouvements, puis je montre qu’un 
probleme traité par Errıor (CR, t. 116, 1893, p. 1117; ASEN, 1893, 


179. 


180. 


181. 
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p. 231) et une question résolue par M. MESTSCHERSKY (BSM, 2° s 
t. 18, 1894, p. 170), peuvent être envisagés comme des cas parti- 
culiers de cette transformation. 

AIM EVE LAN 217018955 pl. 


= 


Réduction a la forme canonique des équations d'équilibre d'un fil flexible et 
inextensible. 

Je ramène, à une forme canonique permettant l’application des théorèmes 
de Jacobi, les nombreuses analogies qui existent entre les équations 
d'équilibre d'un fil et les équations du mouvement d’un point. 

CR, t. 96, 12 mars 1883, p. 688—691. 


Sur l'équilibre d'un fil flexible et inextensible. 
AFSTt.01,.1887, PB. 1—B. 5. 


Sur certaines propriétés d’une position d'équilibre d'un système. 
AFSTI EN GMI899 BO. EC 16: 


183. Sur le mouvement dun fil dans un plan fixe. 


Je ramène l'intégration des équations du mouvement d’un fil flexible et 
inextensible dans un plan à l'intégration d’une équation aux dérivées 
partielles du quatrième ordre. 

CR, t.103, 22 nov. 1886, p. 991—998. 

AM, t. 12, 1888—1889, 17 sept. 1888, p. 1—50. 


Quelques remarques sur les équations du mouvement d’une chaine parfartement 
flexible. 
ASAPP, v. 4, N° 1, N° 2, 1909, p. 9—17, 113—115. 


Remarque sur les courbes brachistochrones. 
BSMF, t. 19, 1890—1891, 6 mai 1891, p. 97—98. 


Du tautochronisme dans un système matériel. 


Un système matériel est tautochrone lorsqu'il met le même temps à 
revenir à une position déterminée quelle que soit la position initiale 
dans laquelle on l’abandonne à lui-même sans vitesse. J’indique la 
solution générale du problème des tautochrones. 


CR, t. 114, 2 mai 1892, p. 996—998. 


Remarque sur une Note de M. G. di Pirro, intitulee: Sur les intégrales 
quadratiques des équations de la Dynamique. 


CR, t. 123, 14 déc. 1896, p. 1057. 


bo 
| 
© 


188. 


189. 


190. 


TOM 


193. 


194. 


197. 


Paul Appell. 


Remarques sur une Note de M. Levi-Civita, intitulée: Sur les intégrales 


Sur 


Sur 


192. 


Sur 


quadratiques des équations de la Mécanique. 
CR, t. 124, 22 fév. 1897, p. 395. 


les équations de Lagrange et le principe d Hamilton. 
Jindique comment certaines démonstrations des équations de Lagrange 
ne peuvent pas être appliquées, quand les liaisons ne sont pas 


exprimables en termes finis. 
BSME, t. 2b, 7de0.21298,.9..200- 207. 


les mouvements de roulement; équations du mouvement analogues à celles 
de Lagrange. 
CR, t. 129, 7 août 1899, p. 317—320. 


Sur une forme générale des équations de la Dynamique. 
Cette forme d'équations s'applique à tous les systèmes sans frottement, 
holonomes ou non; elle repose sur la considération de l'énergie 


1 9 . . 
d’acceleration S=5 2m J* où J est l’accélération du point m. 


CR, t. 129, 28 août 1899, p: 423—427. 
JC, Bd. 121, Ht. 4, 1900, 8: 310—819. 


une forme nouvelle des équations de la Dynamique. 
CR, t., 129, 11. sept. 1899; p. ‚459 —460, 


Developpements sur une forme nouvelle des equations de la Dynamique. 


Sur 


JL, 5° s., t. 6; £. 1, 1900, p. 5—40. 


une forme générale des équations de la Dynamique et sur le principe 

de Gauss. 

Je démontre l’impossibilite de déduire les équations du mouvement d’un 
systeme non holonome de la seule connaissance de la demi-force 
vive T et de la fonction des forces U. 

JC, Bd. 122, Ht. 3, 1900, S. 205—208. 


Remarques d’ordre analytique sur une nouvelle forme des equations de la 


Sur 


Dynamique. 
JD, Bo gt. Tote rer 


le principe de la moindre contrainte de Gauss. 
AMLB, 1901—1902, p. 407—412. 
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Extension des équations de Lagrange au cas du frottement de glissement. 


OR, t. 114, 15 fév. 1892, p. 331—334. 
Analyse par E. LAMPE: JEM, Bd. 24, J. 1892, 8. 856—857. 


Sur l'extinction du frottement. 
J'étudie le problème de l'extinction du frottement dans le cas d'un 
système matériel présentant certains caractères qui sont réalisés dans 


la plupart des systèmes usuels. 
BSME, t. 35, liravr. 4190794 p.. 1312-133. 


Sur la tendance des systèmes matériels à échapper au frottement. 
Je développe et précise les indications que j'ai données dans la Note N° 199. 
Voir, comme suite A cette Note, une Note de M. E. DANIELE (N. C., 
s. 5, v. 15, Giugno 1908, p. 492). 
JC, Bd. 133, Ht. 2, 1907, 8. 93—96. 


Sur un théorème relatif au déplacement initial d'un systeme sans frottement. 
AFAS, II, Résumés, Clermont-Ferrand, 1908, gr. in-8, p. 49. 


203. Sur l'emploi des équations de Lagrange dans la théorie du choc et des 
percussions. 
Pour un système holonome, je déduis des équations de Lagrange une 
forme simple des équations de la théorie des percussions. 
CR, t. 116, 26 juin 1893, p. 1483—1487. 
Jet at nf 13 1896, pn, 5— 20: 


Remarques sur les systèmes non holonomes. 
A propos d'une Note intitulée Sur les percussions dans les systèmes non 
holonomes, par M. M. BEGHIN et Rousseau (JL, 1903, p. 21). 
JL, 5° s., t. 9, £. 1, 1903, p. 27—28. 


. 206. Sur le théorème des aires. 


CR. deed 197. 5. novel 894 0,20 sn ak 
BSMF, t. 22, nov. 1894, p. 190—195. 


Sur le mouvement d’un point en coordonnées elliptiques. 
BSME,.t. 19, 1890—1891,.20 mai 1891, p. 102—103. 


Sur les lois de forces centrales faisant décrire à leur point d'application une 
conique, quelles que soient les conditions initiales. 
AJM, v. 13, 1891, p. 153—158. 
Analyse par J. HADAMARD, RO, t. 2, 30 mars 1891, p. 190. 


210. 


211. 


213. 


214. 


217. 


218. 


219. 
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Interpretation de la période imaginaire dans un mouvement à la Poinsot. 
BSMF, t. 26, 15 juin 1898, p. 98—102. 


Sur l'intégration des équations du mouvement d'un corps pesant de révolution 
roulant par une arête circulaire sur un plan horizontal; cas particulier 
du cerceau. 

ROMP, t. 14, 1900, 27 juil. 1899, p. 1—6. 
Voir Extrait d’une Lettre adressée à M. P. Appell par M. D. J. K. 
KoRTEWEG; RCMP, t. 14, 1900, p. 7—8. 


Sur l'équation différentielle du mouvement d'un projectile sphérique pesant 
dans l'air. 
AMPG, d. R., 5 Bd., 15 mars 1903, 8. 177—179. 


Remarque relative à un Mémoire de M. Lucio Silla, intitulé: Sopra Alcune 
queshiont di Statica. 


RCMP, t. 21, 10 fév. 1906, p. 314—315. 


Sur les lignes qui se conservent dans la déformation d'un nulieu continu. 
BSMF, t. 26, 6 juil. 1898, p. 135—136. 


Lignes correspondantes dans la déformation d'un milieu; extension des théo- 
rèmes sur les tourbillons. 


JL; 5e tab. 1.201800 00,187 1538 


Déformation spéciale dun milieu continu; tourbillons de divers ordres. 
BSMF, t. 29, 1901, 21 nov. 1900, p. 16—17. 


Sur les expressions des tensions en fonction des déformations dans un milieu 
élastique homogène et isotrope. 


NAM, 4° s., t. 2, mai 1902, p. 193—197. 


Note sur les expériences du Commandant Hartmann. 


Exposees dans un Mémoire intitulé Distribution des déformations dans les 
métaux soumis à des efforts (Revue d’Artillerie, t. 45, 46, 47, 1894, 
1895, 1896). 

BSMF, t. 28, 17 janv. 1900, p. 66—68. 


Sur quelques fonctions et vecteurs de points dans le mouvement d’un fluide. 
CR, t. 136, 26 janv. 1903, p. 186—189. 


Sur quelques fonctions de point dans le mouvement d’un fluide. 
THB? 8,409; fach; 19035.p: 5519; 
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Sur les fonctions et vecteurs de point contenant uniquement les dérivées pre- 
mieres des composantes de la vitesse. 


BSMF, t. 31, 1903, p. 68—73. 


Sur les positions d'équilibre d'un navire avec un chargement liquide. 
CR, t. 129, 16 oct. 1899, p. 567—569. 


Equilibre d'un flotteur avec un chargement liquide. 
CR, t. 129, 23 oct. 1899, p. 636—637. 


Remarques sur une note de M. P. Duhem, intitulée: Sur la stabilité de 
l'équilibre des corps flottants, et, en particulier, d'un navire qui porte 
un chargement liquide. 

CR, t. 129, 27 nov. 1899, p. 880. 


Sur l'équilibre d'un flotteur avec un chargement liquide. 
ete E55 Cail 300 D Ol-—107, — RMa, t6.:148,.1901, på 5—20. 


226. Equation fonctionnelle pour l'équilibre dune masse liquide en rotation 
sous l'attraction newtonienne. 


SSS, 48° congrès, Paris, 30 mars 1910, p. 20—23. 
RCMP,:5, 302: Apr. 1910; p. 82—84. 


Machine à déterminer les balourds. 


Les roues des wagons de chemins de fer sont associées par paires: les 
deux roues d’une même paire sont réunies par un cylindre rigide, 
de façon à former un solide de révolution autour de l’axe de ce 
Cylindre. La paire de roues ainsi constituée est liée au wagon de 
telle façon que son mouvement relatif, par rapport au wagon, soit 
une rotation autour de l’axe commun des deux roues. Une condition 
essentielle de stabilité est alors que cet axe soit un axe principal 
d'inertie relatif au centre de gravité. Des méthodes statiques per- 
mettent de ‘voir si le centre de gravité est sur l'axe commun des 
deux roues; mais ce n’est que par des expériences dynamiques que 
l’on peut voir si cet axe est principal pour le centre de gravité et, 
par conséquent, pour chacun de ses points. Supposons que l’axe 
ne soit pas un axe principal d'inertie et, pour simplifier, supposons 
qu'il puisse être rendu principal en enlevant à la roue R une masse 
m, placée en un point M de cette roue, et à la roue R, une masse 
m,, placée en M,. On dit alors que la roue R présente un balourd 
m et la roue R, un balourd m,. 
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Je fais la theorie de l’appareil imagine par M. HAFFNER pour determiner 
la position et la masse des balourds. 
JEP; 2° 8., 9% -¢), 1904, pp 2151102 


Sur les liaisons non linéaires par rapport aux vitesses. 
RCMP, 1912, t. XXXIII. 


Cette Note a été le point de départ d'importants travaux de M. DELASSUS, 
CR et AENS. 


Exemple de mouvement d'un point assujetti à une liaison exprimée par une 
relation non linéaire entre les composantes de la vitesse. 


ROMP 10 11 + XX Ir 


Sur les liaisons cachées et les forces gyroscopiques apparentes dans les systèmes 
non holonômes. 
OR, t. 162, 1916, p. 27—29. 


Le principe du minimum de l'énergie d’accelerations et la substitution des 
liaisons aux forces. 
CR; t 100, LO eng sue 


Sur une extension de la théorie des tourbillons et des équations de Weber. 
CR, t. 164, 1917, p. 71275: 


234. Mouvements aériens gauches de sphères pesantes légères. 
CR, 1918, t. 166, p. 22—25, et Journal de Physique, 1918. 


Sur la notion d’axes fixes et de mouvement absolu. 
CR, 1918, t. 166, p. 513—516. 
Sur la théorie de la chaleur. 


CR, t. 110, 27 mai 1890, p. 1061—1066. 


Sur l'équation r=q et la théorie de la chaleur. 
JL, 4° s., t. 8, f. 2; 1899, p. 187—216. 


Sur 


~ 


la distribution du potentiel dans des masses liquides limitées par des 
faces planes. 


Dans cette Note, à la suite d'une correspondance que j'ai échangée avec 
M. CHERVET, je m'occupe de la distribution du potentiel d'une masse 
liquide indéfinie, soit limitée par deux plans parallèles, soit ayant 
la forme d’un prisme droit à base rectangle ou d’un parallélépipède 
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rectangle, les électrodes étant placées d’une facon quelconque. Le 
potentiel est alors une fonction uniforme de x, y, z, ayant deux 
groupes de périodes et admettant une infinité de pöles simples dans 
la section droite des deux électrodes. 

CR, t. 98, 28 janv. 1884, p. 214—216. 


Sur la distribution du potentiel dans une masse liquide ayant la forme d’un 
prisme rectangulaire indéfini (En commun avec M. Caerver). 
CR, t. 98, 11 fév. 1884, p. 358—360. 


Sur quelques applications de la fonction Z(x, y, 2) à la Physique mathématique. 
Cette fonction Z a été définie dans le Mémoire N° 120, p. 36. 
AM, t. 8, 23 mars 1886, p. 265—294. 


Mouvement d'une particule électrisée soumise à l’action d'un point électrique 
et d'un pôle magnétique confondus. 
RSA EDEN REIT DATE bok, 


Figures d'équilibre d'un fil ou de deux fils dont les éléments s’attirent ou se 
repoussent. 
CR; 1913, 1.156, p..500. 
Voyez BRATU, thèse, Paris 1914, Analyse: BSM, t. XXXVIII, 1914, p. 
240—241. 


Sur une transformation du mouvement d’un systeme holonöme conservatif donne 
dans le mouvement dun autre système donné ayant le même degré de 
liberté. (En collaboration avec M. VERGNE.) 


CR, t. 157, 1913, p. 1800—1801. 


Sur un théorème de Joseph Bertrand relatif à la cinématique des milieux 
continus. 
BSM, 1917, t. XLI, p. 23—98. 


Aperçu sur l'emploi possible de l’énergie d'accélération dans les équations de 
Vélectrodynamique. 
OR, 1912, t. 154, p. 1037—1040. 


Equation fonctionnelle pour Véquilibre relatif dun liquide homogene en rota- 
tion sous l’attraction newtonienne de ses parties. 
CR, 1913, t. 156, p. 587—590. 


Hommage à l'Académie des Sciences d'un article de l'Edition française de 
l'Encyclopédie des Sciences mathématiques relatif a U’ Hydrodynamique. 
(En commun avec M. Breuiy.) 


OR, 1914, t. 158, p. 920. 


36—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 mai 1925. 
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Le principe du minimum de l'énergie d’acceleration et la substitution des 
liaisons aux forces. : 
CRAOLO 14, MTS, pit 989-993) 


Sur les liaisons cachées et les forces gyroscopiques apparentes dans les systè- 
mes non holonômes. 


CR, Lob, st." 1625 Dp. 27 29, 

Voir une Note de M. EDOUARD GUILLAUME »Sur l’extension des équations 
de M. Appell à la physique des milieux continus; application à la 
théorie des électrons». 

OR t. 91561913, p187-847, 


Equilibre relatif dune masse fluide homogène en rotation soumise à l'attraction 
newtonienne de ses parties. 


ABL, Notice 1919. 


Sur les oscillations ellipsoidales d’une sphère liquide. 
CR, 1920, t. 172, p. 761—764. 


Sur le mouvement périodique d'un fluide. 
CR, 1921, t. 172, p. 885—888. 


Lettre à M. Mittag-Leffler ; 


t. 38 des Acta Mathematica consacré A la mémoire d’HENRI POINCARE. 
CR, 1921, t. 172/#pral260# 1266; 


Sur les principes de la Mécanique usuelle. 


Mémoire de l'Académie des Sciences de l’Institut de France, 1922, 2™° 
serie, t. 57, p. 1—4. 


Mouvement d'ensemble d'une masse fluide heterogene, soumise à Vattraction 
mutuelle de ses particules, autour de son centre de gravité. 


CR, 1924, t. 179, p. 119—120. 
Sur la nature du mouvement d'un corps céleste fluide autour de son centre 
de gravité. 


OR, 1024718179 5527902798 


Idem., AM, 1926. 
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QUELQUES INTEGRALES DEFINIES SE RATTACHANT À LA 
CONSTANTE D’EULER. 


PAR 


PAUL APPELL 


à PARIS. 


Dans des recherches sur la constante C d'Euler, j'ai obtenu certaines 
formules dont les principales sont données dans les Comptes Rendus des Séances 
de l'Académie des Sciences de Paris (3. décembre 1923 et 7. janvier 1924). Je 
me propose ici de développer les calculs qui conduisent aux résultats indiqués et 
de faire connaître quelques autres formules. 


I. On sait que la constante d Euler est donnée par 


oo a 


— OST (1 | "log udu=4 | ex log x dx 


où, comme dans tout ce qui suit, les logarithmes sont népériens. On a de même 


r’ (*) lie m. ii du=4 fm log «da, 
. 2 Vu 
0 0 


I (1) fe (log u)? aus | ex (log x)’ dz, 
0 0 








Le) 


r” (3) = es]: e7” (log x)’ da 
2 Vu 


0 0 
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et, d'une manière générale, pour les dérivées d'ordre n, 


2 


rm (1) = | e= (log u" du = | e "x (log x)" dx, 


oo ao 


— UY ] n 5 à 
rm (*) = | TE aut ee (log 2% dx. 
2 U 


0 0 


Nous allons chercher à exprimer ces intégrales à l'aide de C. Tout d'abord, 


’ x + x 4 + A x . > 1 U 
d'après un théorème général dû à Gauss, la différence rt) est connue, 
u 


sous forme finie, quand « est commensurable; on a, en particulier 
(1) IE (2) = Vato+ 2108 2). 
On obtient facilement cette formule en derivant par rapport à « l'équation bien 
connue 
I ES 
I (u) r(u+ 2)=21 2 "U I(2u) 


ce qui donne 


, I 
IE Wks = 
I” (u | ) I” (2: 


T (u) r(u4 ‘) I(zu) 


: P I 
puis faisant u=-: 
2 


On a ensuite en dérivant deux fois l'équation 








1 
1: ee 
la aa sin ru 
T” (u) T(1-w)—2 I" (u) I’ (rw) + Tu) 17 reel te 2 Ba ag? 
sin eu sin "ru 


I 
et; pour u= a 


(3) | r” (:)= Vä |(C+210g 2)*+ =] 
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Pour avoir T”(r) dérivons la relation (2) 





I I 
r(u+2) r(u+2) 
2 2 


(5) 2-04 





(rt er) [rfi 3 Se 


FSI I'(2 u) 


puis faisons w= 


, 


D IH 


I p FD 
II. Pour calculer 1°” (;) et I” (1) on peut procéder par voie intégrale, 


en formant le produit 


„ I 2 2 2 
—CT (*) = s2 | | e +) » log x (log y)” dx dy, 


l'intégrale double étant étendue à l'angle droit x Oy des axes de coordonnées. En 


coordonnées polaires, la même intégrale est 
I a . | | 
— CT" (:) = 32 | | e—" x" cos 6 (log r cos 9) (log r sin 6)? dr dé 
3 : 
x . x . x TT ? 
où r (rayon vecteur) varie de o à © et 6 (angle polaire) de o à 27 En développant 
co 


Etre (:) = | e" 7? (log r) dr | cos 0 d0 


0 0 


eto 


dö 
+,32 | er? (log r) dr | cos 0 [log cos 0 + 2 log sin 0] dé 
0 


0 


x 

: 2 | 

+32 | e-"r log r ar | cos 0 [2 log cos 9 log sin 9 + (log sin 6)*] d@ 
0 


0 
44 
co 2 


+ 32 | BT, ar | cos 8 log cos 6 (log sin 0)” dé. 
0 0 
37—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 7 avril 1925. 
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L'intégration par parties donne 


ao ao 


ont? | a pe „> (log yr)” dr—= af or 72 (log ry dr 


0 0 


+ grr if is re (log | Be dr 
0 


cee pee ER 

= I" ( +2n PR (2): (n=3, 3; 
puis 

a : Lo) 

| pr: år=2 | ev är Vr. 
0 0 ; 
On a ainsi en posant 
Le] 
n=32 | e "r? (log r)" dr 
0 


les valeurs 


TAL () +8 Vz 
2 
I,=8V x. 


Calculons, d'autre part, les intégrales relatives à 0. La première 


IA 


J,= | cos 0 d0=1, 


0 


la seconde J, devient, en posant sin 6=s 


Quelques intégrales définies se rattachant à la constante d’Euler 


1 | à 


1 


T= | cos 9 [log cos 6 + 2 log sin 6] dd = | log (1—s) ds 


2 
0 0 


1 1 


fos (+) ds + a [log s ds=—3 + log 2; 


0 


— 


0 


la troisième J, est 


HA 


| cos 4 [2 log cos # log sin 4 + (log sin 9)? 44 
0 


1 1 1 
= | tox (rs) log sds+ | log (1 +s) log sds+ | (log s) ds 
0 0 0 


ou, d’apres les formules connues, 
1 


1 
| log (1— 5) Be LE / log (1+ s) eee 12 
ee 6 T2 
0 0 


2 


er +2 lone + 6- 





Enfin la quatrième J, s'écrit 


T= | cos # log cos 6 (log sin 0) =A+B, 
0 
avee 


1 


A= JE (r—s) (log s) ds 


0 


1 
I 


Bs 3 fosters (logs)? ds. 


0 
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done 





a Nr af: I I I 
2 nn+ı) 2 C- n + .) (n+5D (a+) 


En employant les notations suivants 


n= I N== © I N= I 
‚ JE yt I 
=D Per DT NS 
n' ue nk (2 n—1)* 
n=1 n=1 n=1 


on a done enfin 


On obtient de méme 





, ro 1 = a nier 
2 >| 1) E n+ı (n+1)? (n+ =| 


n=1 


B=—3 Sr 2 S’,t+ S', + Sy. 
La quatrième intégrale relative a 9 est donc 


J=4A+B=2$8,+8',+8',+8+8,—6; 


mais on & 


9 


, CY , I ” 2 
Si log2, ST HS, 28" = Set Se, 


yf J ZU 3 

wi = se el , S == Sar 

RO To D Re 
donc 

76° S 

Jess lop a ee 26, 
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Finalement 


ad 11 = = 
— 02" É)=rr+n+ra+r 


ee nd I SÅR I iA SA DE a = 
=! (Z)+61 ()+]r (aa (*)| (2 log 2—6) 
yf I Tr 9 
ie E (*) ea | (—z*—8 log 2 + 24) 


+ Vx(x6 log 2+2 + 14 S,— 48) 


d'où on tire, en posant 
C+2 log 2=D 


et rappelant les formules 





m 3e 
au 7 
(6) — ep = DETTES 


. AAA . ER . NO I . 
Pour obtenir I" (1), il suffit de dériver (4) puis de faire w=—, ce qui donne 
2 


3 
ef) ole), fet 
2} ‘ 2/ hm 2 232 f 





d'où, en réduisant 


(7) r"(D=— 8 


On voit que, en considérant S; comme un coefficient connu, les quantités 
+ I . » . , ? 
I" (*) et I (1), pour n=1, 2,3 contiennent C au degré ». Cette propriété est 


générale: on peut l’etablir par la voie du calcul integral, en suivant la méthode 
précédente; mais il est plus simple d’employer une méthode différentielle qui 


fournira, en méme temps, une vérification des formules trouvées. 
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III. On a, comme il est connu 








u lim |- Te NT | 
FS) 28 CHI Dr 
En dérivant 
I” (x) I al = [2 I I | 
(8) Fix) | Fo bel rain Er" 


bo 


’ x zi TT 
d'où, pour æ—1, en remarquant que = 


r(DN=0+7 


I A 
pour n==> on a de même 
2 





mais 


donc, comme on l'a trouvé, 


ry (*) =Va (v: + =) | 
2 2 


En dérivant encore une fois (8) on a 





IH x? (x+ i) (x + n)° 
Be I 
d'où pour x=1 et pour ae 


1 
I, (DS ale + =) +e 0?—2 8, 
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ce qui donne l'expression (7) et 
RZ (:) 
2 


ce qui, d'après la relation 


9 


me 00 (v: i =) rp 2041168, 


„ I ' 
5, (8, +8)-2 8, 
donne la formule (6). 
Pour démontrer que J") (r) et ri) sont des polynomes de degré » en C 
dont les coefficients dépendent des sommes St, écrivons 


I” (I (x) Z(x) 


et dérivons (n—ı) fois; nous avons 





(9) De Le) 
+ a re sy (x) P(e) (x) Bi Wen sce 
+ rel ra MED) yon roma) à on 


. . I ? L + ? \ 
En faisant ensuite z=ı ou a=" on a une équation démontrant le théorème. 
Par exemple pour x=1 on remarquera que 3(1)=— (, X (r)=S,, !'(=-—1.2S,,... 
Ser | 1P #1.2...(9—1)9 Sorti. 


On voit que, si le théorème est vrai pour les dérivées d'ordre 1,2, ...(n—1), 
il l’est pour celle d'ordre ». 


| : , À ee re 
Un théorème analogue, qui se démontre de même, a lieu pour Te (2). 
TT | 


; Då CY2 Y \ CN TT x 
On trouve notamment Jon (I) = C* + 27?C?+88,C0+ 38, +65, où = a et 


ef) | 
Ce NE rc? D? + 56 SD ++ 80 S,. 


/— 
V x 
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. . x 4 + . . . ” I . . 
Voici, à cet égard, un théorème digne d’attention. La quantité 1") (*) s'exprime 
ö 2 


en D par le même polynôme que I(r) en C, à condition de remplacer, dans 
T(z), les sommes Sj; par les quantités 2*S”,, c'est à dire par (2"—ı) Sk. : En 


I" (a) 


effet, en écrivant Ta) =X(xr) et dérivant (n—ı) fois, on obtient en faisant 











I ‘ ; : 
successivement z=I et a=" deux relations récurrentes identiques entre les 
re ‘) 
2 any ER 
polynömes I'®(r), et — you avec cette seule difference que dans le deuxiéme 
FE 
wr {I 
i) 
membre, S;, est remplacé par 2" S”;. Par exemple I” (1)= 0? + S3, Tage = Di tase 
/ IU 
ee 22 Se De meme de Ce EES 
re eg aeg 2 
I tr Y 
—T (2)=- 9-37 D'=TAS; 
V x 2 2 
I I 
Nous poserons 1"(r)—P,(C), ro] =n(D), Pn et Qn désignant des poly- 
/ x 


nömes de degré n. On a alors la proposition suivante 


dP, ee Wn eh 


ce qui fait rentrer les polynômes (—1}" P,(C) et (—r1)"Qn(D) dans la catégorie 
générale des polynômes que j'ai étudiés autrefois (Annales de l’École Normale 
Supérieure, 2i°%e série 6. IX, 119—144, 1880). En effet, on vérifie cette proposi- 
tion pour #—1,2,3; on démontre ensuite que, si elle est vraie pour les polynômes 


Pi, Py; «> Peat, elle l'est pour 2. ee apres. alone 


(ei) P,y=—CPy-1+(n—1) So Pn—o t+ +++ +(— 1)? (n—1)(n—2)... (n—p) Sp 41 Pn-p1 
+. + (—1)*73 (n— 1) (n—2) oo 2» Se-ı Pet (— 1)” An — I) oT Sans 
En derivant par rapport a C et admettant la proposition pour P,, P,,... Pn ona 


d Pn _ 


à er) C Pn—2—Pr—1—(n—1)(n—2) Sy Pn-3+ °° 


+ (—x1)??(n—1)(m—2) .. Map) Sn Papa ee 
+ (I) (n—1) (n—2)...2.1. Spat. 
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Or ceci est égal à —n Pr-1 comme il est aisé de le vérifier à l’aide de la relation 
(gris) où on change n en (n—1). 


IV. On peut également obtenir les formules analogues à celle qui donne 
C ” I , I . . z . . : 
Cr 21 ou encore I” (1) I | par la voie de la différentiation. Pour cela 


on part de 


I (u) T'(v)=T'(u+v) Blu, v) 


et on dérive p fois par rapport à u et q fois par rapport à v, puis on donne a 
N I wes : 
u et à v les valeurs I ou 4 combinées de toutes les facons possibles, ce qui 


donne trois combinaisons. On arrive ainsi à des expressions contenant les 


intégrales 
| tet (1 — #1 (log t)" [log (r—1)|" dt 
0 
ou 
R=0,1,2,;# D, 
k==6) 1,2; ?..:%W, 


I I , A . 
pour u=1 ou =» v=I ou =: Je ne m'arrêterai pas aux formules correspondantes, 
2 2 


faciles à établir. Je signale seulement les intégrales définies 


log cos 0 dû — = log 2 


ee 


Dans les formules correspondantes C disparait. 


Le même fait se présente si l'on part de la formule 


38—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 7 avril 1925. 
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d'où en dérivant 








vid P= Ser 


et pour u=I 
do 


a 


7 er 





0 


formule où C disparait; de même derivant de nouveaux et faisant x=I, on a, 


après avoir remplacé I””(1) par sa valeur (7), 
à 2 
28,= [log (x + a)’ dae. 
(1+ 2) 
0 


V. En faisant dans l'expression 


(ce) 


— | e"loeudu, 


on 4 


C+ loge’ 
a 


io 2) 
| e~“ log t dt, 
0 J 
ce qui montre d'abord que 

[0 0] 

| e*+t log tdt=o 

0 
pour 

k==e te 


Dérivant ensuite un certain nombre de fois par rapport à «, on a 


oo 


Me (C+ log a) ca Nazi 2 [ tr eat log t dt, 





a? a” 
0 
où les coefficients M;, N; sont des entiers. Dérivant encore une fois par rapport 


4 0, ON 4 


M,=n HE Nn=n Ni: “a M Er, 
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avec M,=1, N,=o. Donc 
Mn = I I 
nd 229, Nn=L.2...0lI+ -+:-+-]- 
2 n 


En faisant «=1, on voit que 
He QE Mam | etter log tdt. 
0 


On voit aussi que 


fo 0} 


yee e—"n* log tdt=o 


pour 
M} ; ; ! 
= et a 
ken =e" e ni Frs : 


Sin est très grand, la valeur asymptotique de #, est n, car 


1 we 
kn Lt te loan 


== - 


ik 
lim —=17; 
n 
pour » infini. 


Il est evident que des formules analogues peuvent être obtenues pour 


| {"+1 ¢— 4! (log t}* dt. Par exemple 
0 


(C+ log a)? + 


a 


expression qui ne s'annule pour aucune valeur réelle de log « et qui donne des 
formules analogues aux précédentes si l’on dérive par rapport à «. 


On a de même 
—(C+ log aj (C+ log a)— 2 8, 





a 
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où l'intégrale s'annule pour une valeur réelle de log «. Et ainsi de suite, rela- 
tions que l’on peut dériver par rapport à a. 


On obtient les mêmes relations en partant de 


fe a] 


r= | Cy ae ae 


0 
faisant x=at 


ao 


r (p) =) Can at P— dé, 





a? 
0 


EB x : - I 350 
dérivant par rapport à p et faisant ensuite p=I ou De Si l'on pose log a=a, 


a=e", l'intégrale 


ao 


(10) e | ete (log tr dt 


0 
est un polynôme R,„(x) de degré nen x. Ona 


d Ry 
(11) Kreta R Fins 
ce qui fait rentrer (—ı)" R, dans la catégorie des polynômes déjà cités. D'après 
la théorie générale développée dans les Annales de l'École normale pour 1880 
la fonction génératrice | 
h h? A 


ER I to (2 er — 
Se 1a) + Bale) + rs TAR RO 











est de la forme 


Cale 


On doit done pour déterminer f(h) avoir, d'après l'expression du polynôme 
R(x) par l'intégrale (10) 
es (He | ete oh logt dt 
0 
cape | et th dt 


0 
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ou en faisant 
te —u, e dt=du 
eM plier | eh yh du 
0 
d'où 
Sk)=T(h+1)=hT(h). 


La fonction génératrice des polynömes R(x) est done et®I'(h+r). 


La propriété (11) des polynömes R,(x) résulte aussi de ce fait, qui saute 
aux yeux, pour n=I, 2,3, que 


Ralz)=P,(C+r). 
En effet on a 


oo 


R, (log de | e “(log t)" dt. 
0 


Faisons le changement de variable 
oet=u, adt=du, 


R, (log «)= | e “(log u—log a)" du 


0 


== P,(C)—n Pra Cr 


= ee öga) a er 


dC 





=P,(C+log a). 


La proposition est ainsi démontrée. 


Les expressions et les propriétés des polynömes P,(C) et R;(x) résultent 
immédiatement de l’expression trouvée pour la fonction génératrice e~’*I'(h+ 1) 
des polynömes A,(x). On a en effet, d'après une formule connue, 


M Le Lee 
TROT SN +: 


I(h+1)=e 


302 Paul Appell. 


alors 


1 1 
ee ea oe oe ee 
eh? 1 (A Re nee (U+2) 02 3 


On peut remarquer d'autre part que les polynömes R,„(x) ont le moindre nombre 

possible de racines réelles, zéro si n est pair, une si n est impair. En effet, si n 

est pair l'expression de R,„(x) par une intégrale définie montre que R,(x) est 
Se A : 5 : SO ale 

positif, quel que soit x; si n est impair, la relation UD) ae R„-ı montre 


dx 


que R„(x) a, au plus, une racine réelle. 


BESTIMMUNG DER DISKRIMINANTEN ALGEBRAISCHER 
KÖRPER. 


VON 
ÖYSTEIN ORE 


IN OSLO. 


In den beiden Arbeiten: »Zur Theorie der algebraischen Körper»! und 
»Weitere Untersuchungen zur Theorie der algebraischen Körper»? habe ich eine 
algebraische Methode angegeben, wodurch man in einem vorgelegten Körper 
immer die Primidealzerlegung einer Primzahl bestimmen kann. 

Die vorliegende Arbeit bildet eine Fortsetzung der eben erwähnten Arbeiten, 
indem ich mich hier zu verschiedenen anderen Aufgaben in der Theorie der alee- 
braischen Körper wende. Es soll hier eine einfache Methode zur Bestimmung der 
Körperdiskriminante angegeben werden, wodurch man immer die genaue Potenz 
bestimmen kann, in welcher eine vorgelegte Primzahl die Körperdiskriminante 
teilt. Weiter soll gezeigt werden, wie man für ein jedes Primideal ein Funda- 
mentalsystem -aufstellen kann, und wie man daraus ein Fundamentalsystem für 
die zugehörige Primzahl ableitet. Sogleich gebe ich eine einfachere Form für 
die in den oben erwähnten Arbeiten gegebene Darstellung der Primideale. Aus 
diesen Untersuchungen folgen auch verchiedene interessante Sätze über die Zu- 
sammensetzung von Gleichungsdiskriminanten und Indizes für algebraische Zahlen. 

Diese Abhandlung ist während meines Aufenthalts als Stipendiat an dem 
mathematischen Institute, Stockholm, geschrieben worden, und ich bringe dem 
Direktor des Instituts, Herrn Professor Mittag-Leffler, meinen herzlichsten Dank 
für die dadurch entstandene Erleichterung meiner Arbeit dar. 











! Acta mathematica, 44. Diese Arbeit soll im Folgenden mit A bezeichnet werden. 
? Acta mathematica, 45. Diese Arbeit soll im Folgenden mit B bezeichnet werden. 
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Kap. 1. Bestimmung der Fundamentalsysteme. 


Spar 


Fundamentalsysteme für Primideale und Primzahlen. 
Es sei ein algebraischer Körper P(9) nte Grades gegeben. Die Zahl 4 
soll ganz algebraisch angenommen werden und genügt folglich einer Gleichung 
F(a) =a +a; a ind, (x) 


wo die Koeffizienten 


LS ig Op 


ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Im Folgenden soll immer p eine rationale Primzahl bezeichnen und weiter 
p ein Primideal /*" Grades sein, das in p aufgeht. 


Ein System von f ganzen Zahlen des Körpers 


N Nas >>> N 
soll ein Fundamentalsystem für das Primideal p heissen, wenn die p’ Zahlen 
Mm tat tar. ng (a; =,0, Ty. DE 
ein vollständiges Restsystem (mod p) bilden, d. h. wenn « eine beliebige ganze 
Zahl des Körpers bedeutet, so ist 
e=b,.n+b,.9%+:+br.nr (mod p), 


wo die Zahlen b; eindeutig aus der Reihe 0,1,...p—1 bestimmt sind. 
Allgemeiner soll gesagt werden, dass, wenn P ein Idealteiler von p ist und 
NP=p*, die k Zahlen 


M1» Mas + + Nk 
ein Fundamentalsystem für P bilden, wenn die p* ganzen Zahlen 
Ai + Gy. mtr tan (a;=0,1,...p—I) 


ein vollstiindiges Restsystem (mod P) bilden. 
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Wenn nun p° ein Idealteiler von p ist, so kann man aus einem Fundamen- 


talsysteme für p leicht auch ein Fundamentalsystem für das Ideal p° ableiten. 
Wenn nämlich 


ea Vert (2) 


ein System von ganzen Zahlen des Körpers bezeichnet, wo allgemein y; durch 
p’ genau teilbar ist, so bilden die Zahlen 


Ms Mes + ++ Nr Va Mir Va Mas + + YA Nf rr +» Ve—1 M15 Ye —1 Mo: +» + Ye—1 Nf 


ein Fundamentalsystem für p°. 
Um dies nachzuweisen, braucht man nur zu zeigen, dass eine lineare Summe 


mit ganzen rationalen Koeffizienten von diesen Zahlen, also eine Zahl von der Form 


f f ; 
= > Geni 4: Yate) Meron hentia hm: 


DI i—1 i—1 


nur dann durch p* teilbar sein kann, wenn die ganzen rationalen Zahlen a‘ alle 


durch p teilbar sind. Da aber « auch durch p teilbar sein muss und die Zahlen 
(2) alle durch p teilbar sind, so folet 


i 
EN Gé Mi = Ô (mod p), 
1 


und somit sind alle a; durch p teilbar. Diese letzte Summe ist daher auch sicher 


durch p® teilbar. Dann folgt weiter, dass man auch 
; 
v1 > all). m = 0 (mod p°) 
i=1 


haben muss, und da y, genau durch p teilbar ist, wird auch 
Da. m= 0 (mod p), 


folglich werden alle a!) durch p teilbar, usw. 
Ein System 
PT OU (3) 


39—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 avril 1925. 
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von n ganzen Zahlen des Körpers soll ein Fundamentalsystem fiir die Primzahl p 
heissen, wenn die p” Zahlen 


a A Fas Ast Fan An (a; = 0,1,...9—1) 


ein vollständiges Restsystem für p bilden. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass die Zahlen (3) ein Fundamentalsystem für p bilden, kann 
man auch so ausdrücken, dass sie (mod p) linear unabhängige sind, d. h. dass eine 


Kongruenz 
Ai Ay t+ dy bgt + An An = 0 (mod p) 


mit ganzen rationalen Koeffizienten nur dann bestehen kann, wenn alle a; durch 
p teilbar sind. 


Man kann aber diese Bedingung etwas umformen. Wenn nämlich 


|; Wy, a, ek Wyn 
eine Minimalbasis des Körpers ist, so hat man 


À = 61,1 0, +b1,203 +": + D1,n On, 


As = ba a wi + bs 2 Wa + we + Dora On, 


4,4 


Ån = bn 1 Ww, + bn, Osh ae bn ,n On, 


wo die Koeffizienten b;; ganz rational sind. Die notwendige und hinreichende 


Bedingung für ein Fundamentalsystem für p wird dann, dass der Index 


bi 1, Dio, DA, Din, 
fe Wag dal bar, ba 2 PE 


2 a} 


bn 1, bn», soe bn, n 


nicht durch p teilbar ist. Bedeutet d die Körperdiskriminante, so folet aus der 


Relation 
A ie meer 


dass die Primzahl p in der Körperdiskriminante und in der Diskriminante 
A (24, da, 7m) des Fundamentalsystems für p in derselben Potenz aufgeht. Um 
daher die Potenz zu bestimmen, in welcher p in der Körperdiskriminante auf- 
geht, braucht man folglich nur ein Fundamentalsystem für die Primzahl p zu 


kennen. 
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Es ist eben gezeigt worden, wie man aus einem Fundamentalsysteme für 


das Primideal p ein Fundamentalsystem für p“ herleiten kann. Ist aber 


E1 6e 


D pipe De Np Pp 


die Primidealzerlegung von p, so kann man, wenn die Fundamentalsysteme fir 
ee; . . . .. . 
p'i(é—1,2,...s) bekannt sind, auch ein Fundamentalsystem für p herleiten. 


Man kann nämlich solche ganze Zahlen II; des Körpers bestimmen, dass IL; durch 
das Ideal 


ey 


fè1 yf +1 s 
Deu ey, 


al ‘+1 s 
aber nicht durch p; teilbar ist. Wenn dann die Zahlen 
(i) (2) (2) . 
Mrs Myr Mes; Ve 
ein Fundamentalsystem für D bilden, so sind die Zahlen 


(a) | 
IT; n°, AU Le Me (ae ee) 


ein Fundamentalsystem für p. Denn eine Zahl «, welche eine lineare Summe 


mit ganzen rationalen Koeffizienten von diesen Zahlen ist, hat die Gestalt 


af eg fa es Se 
== Vv (1) (1) (2) (2) a: | Vv (s) „(s) 
el, >, a". 0; + IT, >» Oo Ween Le Da” Ny 
ge ji j=1 


Wenn nun « durch p teilbar sein soll, müssen alle Koeffizienten av durch p teil- 


bar sein. Da nämlich « auch durch das Ideal p, i teilbar sein muss und da alle 
Zahlen IL, II,,... II, ausser II; durch I teilbar sind, so folgt 

ede 

II; > al’). ni) = 0 (mod y,*) 

nl 
und daraus, weil IZ; nicht durch hp; teilbar ist, 

ej Ji 

> av. = 0 (mod pate 

j=1 
Da aber die Zahlen ny ein Fundamentalsystem fiir p,’ bilden, so folgt aus die- 


ser Kongruenz, dass alle aj durch p teilbar sein müssen. 
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S 2. 


Bestimmung der Primideale. 


Wie in der Arbeit A gezeigt worden ist, kann man nun die Primideal- 
zerlegung einer vorgelegten Primzahl p in der folgenden Weise bestimmen. 
Es sei 


SF (x) = yı le)" ps (x)® . . . ps (x)'s (mod p) (4) 
die Primfunktionzerlegung von f(x) (mod p), wo die Primfunktion g; (x) die Form 


(2) 


m i 


Pi (x) Sg a), ml 1 erde 
hat. Dann folgt zunächst aus (4), dass man für p die Idealzerlegung 


pHa. dy... Ag (5) 


hat, wo keine der Ideale a; Einheitsideale sind. Weiter ist 


a= (p, gi (9) k=1,2...9) 


und diese Ideale sind alle zu einander relativ prim. 
Um eine weitere Zerlegung des Ideals a=(p,g (9)°) zu bestimmen, bildet 
man die Entwicklung (p,g (x)) von f (x) 


FX Al). ru. per. (6) 


Dabei bedeutet also p (x) eine Primfunktion (mod p) vom Grade m und @;(x) ein 
Polynom höchstens vom Grade m—ı. Weiter soll der Exponent a; so gewählt 
sein, dass @; (x) den Zahlenfaktor p nicht enthält, und endlich ist 


re =| . 

Zu den Punkten (t—i,c;) konstruiert man dann das zugehörige Newtonsche 
Polygon. Da vorausgesetzt wird, dass p (x) (modp) in f(x) aufgeht, so wird 
sicher ein Teil dieses Polygones oberhalb der X-achse liegen. Dieser Teil soll das 
Hauptpolygon (p, p (x)) genannt werden, und seine Seiten seien mit 


Dir Det DE 
bezeichnet. 
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Weiter seien bzw. 
br , hen bee li. 
und 


es ha CAC hy. 


die Projektionen dieser Seiten auf die X-achse und Y-achse. Die Neigung 9, 
der Seite 5, gegen die X-achse ist dann durch 


h; 
te Vi pe 


[| 


bestimmt. Der grösste gemeinsame Faktor der Zahlen J; und h; soll mit &, 
bezeichnet werden, folglich ist 


=e. Ai, 
=, 2, ih) 


i= Ei . Ki, 


wo 4; zu x; relativ prim ist. Da die Seiten des Polygones ständig wachsende 


Neigungen besitzen, so ist auch 


SES 
us » 
>| 8 
iv 

No 

= 


<<. (7) 


Weiter ist in A der Faktor f; (x) der it? Seite S; definiert worden als 
iy (x) ei p (x)? . 4; Er Sv (x) | p“ | 9 (x) sel) Ag abet sv (x) pe Aj i (8) 


Diesen leitet man nach A Kap. 2, $ 4 einfach aus der Summe der Glieder in 
(6) ab, für welche die entsprechenden Punkte auf S; liegen. Den Faktor (8) der 


Seite S; zerlegt man dann weiter in Primfaktoren für diese Seite, also 


fia) =f (2) FR): fl (0) (mod 5), (9) 


wo allgemein 
the (x) =p (a) À; a Sj (x) £ pri .p (x) (2) = 1); ER Sn , (x) : py Hj (10) 


eine Primfunktion der 2 Seite ist. 


Setzt man 
EUER yt SH CAR nd + + so (x), 
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so bedeutet die Zerlegung (9), dass eine Kongruenz 


file, y) = Ve, y). FU (x, y). fi, y) modd p,  (x)) 


t 


besteht, wo allgemein 
abt fe Gy. ote (i) “(i À 
] (2) Cr, y) == Yj = S\) (a) Yj ? Jr ar =F Se, (a) 


v 
J er du 


eine Primfunktion (modd p, 9 (x)) bedeutet. Man sieht auch leicht ein, dass die 


Formeln A 
TAROT 
Ji; p Kj Dp h; 
und 
af, Pa _ te 
ses Ly pri op (2) #5 
j 
bestehen. 


In der Arbeit B habe ich nun die folgende Definition gegeben: Die 
Gleichung /(”) =o für eine ganze Zahl des Körpers wird regulär in Bezug auf 
p genannt, wenn erstens f(x) irreduzibel und vom Grade n ist, und wenn zweitens, 
wenn g(x) eine Primfunktion (mod p) bedeutet, welche in f(x) (mod p) aufgeht, 
die Primfaktoren in der Zerlegung (9) für jede Seite verschieden sind. 

In B ist weiter gezeigt worden, dass es in jedem Körper und für jede 
Primzahl p unendlich viele reguläre Gleichungen gibt, und es ist daher keine 
Einschränkung der Allgemeinheit der Untersuchungen, wenn ich im Folgenden 
für die Untersuchung eines algebraischen Zahlkörpers eine reguläre Gleichung 
zu Grunde lege. 

Wenn die Gleichung f(x) = o im Folgenden als eine reguläre Gleichung in 
Bezug auf p angenommen wird, kann man nach A die Primidealzerlegung der 
Primzahl p einfach bestimmen. 

Ein Idealteiler a = (p,  ($)°) von p in der Zerlegung (5) hat nämlich dann 


die Primidealzerlegung 


wo das Primideal p? vom Grade el). m ist, also 


N = pi 
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Aus (11) folgt dann durch Multiplikation der Ideale a; nach (5) die Primideal- 
zerlegung von p. 

In A, Kap. 4, $ 4, habe ich auch eine Darstellung eines Primideals pl als 
grössten gemeinsamen Faktor von gewissen Hauptidealen gegeben. In den fol- 
genden Paragraphen werde ich mich mit diesen Untersuchungen über Primideale 
beschäftigen und zwar zeigen, wie man ihnen eine einfachere und für meine fol- 


genden Untersuchungen bequemere Form geben kann. 


$ 3. 


Zerlegung einer regulären Gleichung für Primzahlpotenzmoduln. 


Ich werde mich hier mit der Zerlegung des regulären Polynoms f (x) für einen 
Primzahlpotenzmodul beschäftigen, und zwar zeigen, wie man diese Zerlegung ein- 
fach aus dem Polygone und den Primfaktoren der Seiten herleiten kann. 

Aus der Darstellung (4) von f(x) (mod p) folet nach einem Satze von 


SCHOENEMANN!, dass auch für jeden Primzahlpotenzmodul p” eine Zerleeune 
? > > 


ee) se. Fe (x) (mod pt) (12) 
besteht, wo allgemein 


EF; (x) = gi (x)% (mod p). (13) 
Nach (12) kann man daher immer das Polynom f(x) in der Form 


ie = Palo, (2)... Pla) + pe .N (x) (14) 


schreiben, wo N (x) ein Polynom von höchstens (n—1)*™ Grade ist. Für die 
folgenden Untersuchungen denke ich mir in (14) den Exponenten M fest gewählt 
und zwar grösser als eine gewisse untere Grenze, die durch die folgenden Unter- 
suchungen bestimmt wird. 

Es sei F (x) einer der Faktoren (12) von f(x) (mod p") und nach (13) 


F (x) = (x)? (mod p) . (15) 


Ich bilde nun das Polygon (p,p(x)) von F(x). Dieses Polygon S wird, 


wie man leicht wegen (15) sieht, ein Hauptpolygon. 





1 SCHOENEMANN: Crelles Journ. 32. S. 98. 
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Wenn im Folgenden in (12) der Exponent M grösser als die Ordinate a des 
höchsten Punktes (f,«) in dem Polygone (p, p (x)) von f(x) gewählt wird, sieht 
man einfach nach A ein, dass das Polygon S von F(x) (p,q (x)) gleich dem 
Hauptpolygone von f(x)(p,p(x)) wird. Weiter bemerkt man auch, dass die 
Faktoren der Seiten gleich den entsprechenden Seitenfaktoren in dem Haupt- 
polygone von f(x) (p,g(x)) sind, und folglich auch einfach aus der Entwicklung 
(p,p(x)) von f(x) bestimmt werden können. Für die praktische Anwendung 
ist diese Bemerkung insofern von Nutzen, dass man für die Bestimmung der 
Faktoren der Seiten die Zerlegung (12) nicht wirklich auszuführen braucht. 

Die Faktoren der Seiten für F(x) sollen also durch die Formel (8) gegeben 
sein, und die Zerlegung in Primfaktoren für die entsprechende Seite ist dann 
weiter durch (9) und (ro) bestimmt, und da f(x) regulär vorausgesetzt ist, sollen 
alle Primfunktionen (ro) für dieselbe Seite verschieden sein. 


Nach A, Satz 5, kann man daher auch schreiben, 


F (x) = fy (a) . fel)... fe (x) (mod S) 


indem man unter dieser Kongruenz versteht, dass in der Differenz 


F (x) —f, (a) « fo (a)... fu (x) 


alle repräsentierenden Punkte oberhalb S liegen. Man kann dies auch so aus- 
drücken, dass für F(x) (mod 5) eine Zerlegung in Faktoren besteht und zwar 
derart, dass das Polygon eines Faktors gleich einer Seite S; von S ist. 

Daraus folgt aber nach A, Kap. 2, $ 6, dass für alle Primzahlpotenzmoduln 


p™ eine Zerlegung 
F (x) = ®,(x).®, (x)... D(x) (mod p”) (16) 


besteht, wo auch das Polynom ®;(x) das geradlinige Polygon S; besitzt und 
ausserdem | 


D;(x) = fi (x) (mod $;). 


Den Faktor ®;(x) kann man aber weiter in Faktoren (mod p”) zerlegen, 
da nach (0) 


8, (x) = FOT). FA la) 4! Je (2) (mod S;). 


Aus dieser Kongruenz folgt nämlich nach A, Kap. 2, $ 6, dass auch immer die 


Zerlegung 
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@; (x) 


“ 


D (x). OY (x)... D} (x) (mod p") 
besteht. Hier ist das Polygon SP von ® (x) gleich dem Polygone von File), 
also geradlinig und von der Neigung >: Ausserdem sind die beiden Polynome 


À; 
für diese Gerade S\ kongruent, also 


Di (x)=f} (x) (mod SM). (x7) 


Man sieht leicht ein, dass dadurch auch eine Zerlegung von ®;(x) in 
irreduzible Faktoren (mod p”) gefunden ist, wenn nur der Exponent M grösser 
als die früher angegebene Grenze ist. Denn nach dem Satze, dass das Polygon 
eines Produkts aus den Polygonen der Faktoren zusammengesetzt ist," folgt, dass 
@\) (x) (mod p”) irreduzibel sein muss. Wenn nämlich ®) (x) reduzibel wäre, 
+; 
hi 
daraus würde folgen, dass @Ÿ (x) auch für das Polygon S\) reduzibel wäre, was 


müsste ein Faktor auch ein Polygon (p, p(x)) mit der Neigung = besitzen, und 


nach (17) nicht möglich ist, da nach der Voraussetzung va (x) eine Primfunk- 
tion für die 2 Seite war. 

Man hat folglich den interessanten Satz: 

Satz. 1. Wenn f(x) in Bezug auf die Primzahl p regulär ist, besteht fiir 
jeden Primzahlpotenzmodul p” die Zerlegung 


f(x)=EF, (x). F(x)... Fs (x) (mod p"), 
wo weiter für einen Faktor F; (x) 
F(x)=0, (x) . Do (x)... Og (x) (mod p"). 
Ein Faktor ®;(x) hat dann weiter die Zerlegung 
D;(x)= 00 (x). DO (x) . Dp) (x) (mod p”), 
wo für einen Faktor PP (x) die Kongruenz (17) besteht. Wenn der Exponent M ge- 
migend gross gewählt wird, so ist der Faktor @\ (x) (mod p") irreduzibel. 


Wenn 
Reha hoc ti 





! ORE, Ö: Zur Theorie der Irreduzibilitätskriterien. Math. Zeitschr. Bd. 18. S. 285. 


40— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 8 avril 1925. 
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die Ordinate des höchsten Punktes in dem Polygone (p, p (x)) von f(x) ist und H 
die erösste der Zahlen h, so wird, wenn M>H gewählt wird, die Zerlegung des 
Satzes I eine irreduzible. 

Wie man leicht einsieht, ist die Zerlegung (mod p”) des Satzes 1 im allge- 
meinen nicht eindeutig für den Modul p”. Eine genauere Untersuchung zeigt 
aber, dass es eine solche feste Zahl h gibt, dass diese Zerlegung (mod p”) für 


den Modul p””” eindeutig wird. 


8 4. 


- Hilfssätze. 
Aus der Kongruenz (12) folgt nun, wenn «= gesetzt wird, 
F (9). Fy (9)... Fe (9=o (mod p”), (18) 


und hier können zwei Zahlen F;(9) und F};($) keinen gemeinsamen Primideal- 


divisor p besitzen, der gleichzeitig in p aufgeht. Denn es ist ja nach (13) 
F,(«)=gi(a)i, Fj(x)=p;(x)i (mod p), 


und der gemeinsame Primidealfaktor p muss daher auch in den Zahlen 9; (9) 
und g;(9) aufgehen. Dies ist aber nicht möglich, weil man immer solche Poly- 


nome A(x) und B(x) bestimmen kann, dass 
pila). A(x) +; (x). B(x)=ı (mod p), 


woraus für — 2 folgen würde, dass auch 1 durch p teilbar wäre. 

Es sollen nun die Primideale untersucht werden, welche gleichzeitig in p 
und p(4) aufgehen, wo g(x) eine Primfunktion (mod p) bezeichnet, welche in f(x) 
aufgeht. In A, Kap. 3, S 5 ist gezeigt worden, dass es immer solche gemein- 
same Primideale p gibt. Man erkennt ferner leicht, dass, wenn p ein Primideal 
ist, wofür 

yp (9)=p=o (mod p), 

eine Zahl h(9), wo h(x) ein beliebiges Polynom in x bedeutet, nur dann durch p 
teilbar sein kann, wenn h(x)=o (modd p, y (x)). 

Es sei jetzt 

PAN. Di 
p(F)=p' . py 
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eine Idealzerlegung von p und p(t), wo die Ideale p, und p, nicht durch p teil- 
bar sind. Nach A, Satz 16 folgt aber dann, dass die Relation 


Sa À 
t A Ki (1 9) 
besteht, wo z eine der Zahlen 1, 2,...% bedeutet. Im Folgenden soll p ein Prim- 


deal der i" Seite genannt werden, wenn für die Exponenten s und ¢ die Glei- 
chung (19) erfüllt ist. Da aber unter der Voraussetzung, dass f(x) regulär ist, 
die Primidealzerlegung von p durch (11) bestimmt ist, wird s=4, und folglich 
t=x;. Für ein Primideal der 2" Seite ist daher p durch p#, gy (9) durch p“ genau 
teilbar. 


Daraus folgt nach (11), dass man für q (9) die Primidealzerleeung 
N pit) re . D (20) 


hat, wobei das Ideal ® zu p relativ prim ist. 

Aus (18) folgt nun, dass ein Primideal p, das gleichzeitig in p und 9; (9) 
aufgeht, auch in F,(9) in einer beliebig hohen Potenz aufgehen muss, wenn der 
Exponent M hinreichend gross wird. 

Im Folgenden werden sehr oft Zahlen untersucht, welche von der Wahl 
der Exponenten M abhängen, z. B. F;(9), D;(9), ® (9) und daraus abgeleitete 
Grössen. Der Kürze wegen werde ich dann sagen, dass ein Primideal p in einer 
beliebig hohen Potenz in einer solchen Zahl A aufgeht, wenn man durch eine hin- 
reichend grosse Wahl des Exponenten M erreichen kann, dass auch A durch eine 
beliebig grosse, vorgeschriebene Potenz des Primideals p teilbar wird. 

In dieser Bezeichnung kann man also sagen, dass, wenn p ein gemeinsames 
Primideal für p und 9:(9) ist, F,(9) durch eine beliebig hohe Potenz von p 


teilbar ist. Aus der Kongruenz (16) folgt aber weiter 
F(9)=@, (3). D> (9)... Og (9) (mod p”), (21) 


und dies zeigt, dass auch mindestens eine der Zahlen ®;(9) durch das Primideal 
p in einer beliebige hohen Potenz teilbar ist. Im Folgenden soll gezeigt werden, 
dass allgemein die Zahl ®;(9) alle Primideale der i"" Seite 


pl (J=1, 2, aes ti) 


in beliebig hohen Potenzen enthalten muss. 
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Wenn nun p® ein beliebiges Primideal der it" Seite ist, so geht also pl in 
p in der Potenz 4; und in p(9) in der Potenz x; auf. Es soll nun untersucht 
werden, in welcher Potenz p® in einer Zahl ®,(9), j#i, aufgeht. 

Da ®;(9) das geradlinige Polygon $;(p, p(x)) hat, so kann man annehmen, 


dass dieses Polynom die Gestalt (A. Kap. 2. $ 5) 


hj 2h; 


14 AA) pi + + A(x). pi, | (22) 


@;(x)=p (x)5 + A, (x) på p(x) , 


hat,' wo die Koeffizienten A! (x) Polynome von höchstens (m—r1)'"” Grade sind. 
Die Gliedersumme in ®;(x) für welche die repräsentierenden Punkte auf dem 


œeradlinigen Polygone S; für ®;(x) liegen, ist dann durch 


(Ge 


I) 2)2 


q (2) + AN er ep 


gegeben, und da nach § 3 diese Summe kongruent /;(x) (mod Sj) ist, so kann 


man allgemein 
Ap) a, (0c) = St” (x) (modd p, p(x) 
annehmen. Dies zeigt speziell, dass 
An (x)= Sz) (x)#o (modd p, p (x) 


sein muss. 


Setzt man nun in (22) x—4, so wird ein Glied 


durch 


yo 4 (33) 
teilbar, und der Exponent in (23) ist grösser oder gleich 


th; RE à 
Lo le Ba a male el 
L +, 1: = 0 td (7 :) 





* Wenn s eine reelle positive Zahl bedeutet, soll das Symbol 's die kleinste ganze rationale 
Zahl bezeichnen, welche grösser oder gleich s ist. 
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Wenn daher hier 7<j ist, so wird nach (7) 


%j Ki 
>) 
À Ai 


und folglich ist der Exponent in (23) fiir to am kleinsten, und zwar gleich x; . lj. 
Da das Glied q (3); auch wirklich genau durch diese Potenz von pl) teilbar ist, 


#1; 
wird also @;(%) genau durch yp ” teilbar. 


Wenn aber 7> 7 ist, wird 


und der Exponent in (23) ist daher für t=/; am kleinsten und zwar gleich h;. 4. 
Da auch das Glied 


Ge sh 
Aj, (9) D J 
genau durch diese Potenz von pl) teilbar ist, wird in diesem Falle @;(9) genau 


ie: 
durch p® teilbar. 
Es ist daher bewiesen: 
Satz. 2. Wenn y“) ein Primideal der it" Seite ist, so wird die Zahl @;(9) 
2 


i 


«h; ; 
durch » genau in der Potenz »” ” teilbar, wenn i> J: Wenn i<j ist, wird ®; (9) 
#1; 
genau durch Pp"? teilbar. 
Das Produkt der Zahlen 
D, (9)... ®-1(9).®.1(9)...@,(9) 


enthält daher pl genau in der Potenz 


(that: >: ie A, + (+ Är Yaar ae +, In; 
pl 
und da der Exponent hier fest bestimmt ist, so folgt aus (21), dass man den Expo- 
nenten M so gross wählen kann, dass @;(4) durch p in einer beliebig vorgeschrie- 
benen Potenz teilbar wird, d. h. ®,(9) ist durch alle Primideale der i!” Seite in 


beliebig hohen Potenzen teilbar. 
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$ 5. 


Bestimmung der Fundamentalsysteme für Primideale. 


Zunächst werde ich hier einige Hilfsgrössen aufstellen, welche für die 
späteren Untersuchungen notwendige sind. 

Bezeichnet man mit IT(x) das Produkt aller Faktoren F;(x) in (12), welche 
nicht durch die Primfunktion (x) (mod p) teilbar sind, so ist die Zahl II (4) ganz 
und durch eine beliebig hohe (von M abhängige) Potenz eines jeden Primideal- 
faktors p von p teilbar, der nicht in dem Ideal (p, 9 (9)) aufgeht. 


Daraus sieht man auch leicht ein, dass die Zahl 


N,=n (9) 2) 
p" 

ganz ist. Um dies zu zeigen, braucht man nur nachzuweisen, dass ein Primideal 
p immer in einer ebenso hohen Potenz im Zähler wie im Nenner p™ aufgeht. 
Ein Primideal p von p, das nicht in (p, 9 (9)) aufgeht, geht sicher in II(9) in 
einer höheren Potenz als in pl auf. Ein Primideal, das in (p, y (9)) aufgeht, und 
zur ersten Seite gehört, geht nach § 4 in ®, (x) in einer beliebig hohen Potenz, 
im Nenner aber nur in der bestimmten Potenz A,.h, auf. Wenn zuletzt pl) ein 
Primideal der ‘® Seite ist, geht es nach Satz 2 in ®,(9) genau in der Potenz 
A;.h, auf, und da der Nenner auch genau durch diese Potenz teilbar ist, wird 
N, ganz, aber nicht durch pl teilbar. 

Die Zahl N, ist also ganz, und wenn p ein Primidealteiler von p ist, der 
entweder nicht in (p, 9 (9)) aufgeht, oder in (p, @ (9)) aufgeht und zur ersten Seite 
eehört, so ist N, durch eine beliebig hohe Potenz von p teilbar. Wenn aber p 
in (9, 9 (9)) aufgeht und zu einer der Seiten S,, 8,,... Sk gehört, so ist N, nicht 
durch p teilbar. 

Diese Bemerkungen sollen nun in der folgenden Weise verallgemeinert werden: 


Satz 3. Die Zahlen 


N,=1 (9), Ne N le, oc AN 





sind alle ganz, und wenn p ein Primideal von p ist, das entweder nicht in (p, p (9)) 
aufgeht, oder in (p, p(F)) aufgeht und zu einer der Seiten S,, Sa, ... Si gehört, so 
ist Ni durch eine beliebig hohe Potenz von p teilbar. Wenn aber p in (p, p (9)) 


aufgeht und zu einer der Seiten Sirı,... Sk gehört, so ist N, nicht durch » teilbar. 
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Man beweist den Satz am einfachsten durch vollständige Induktion. Es 
ist nämlich 


N) 
rs 


und diese Zahl muss nun ganz sein. Denn alle Primidealteiler von p, welche 
nicht zu den Seiten S;, Siii,...S, gehören, gehen nach unserer Voraussetzung 
in N;-ı in einer beliebig hohen Potenz auf. Ein Ideal der ' Seite geht in 
®;(9) nach § 4 in einer beliebig hohen Potenz auf. Ein Primideal der st Seite, 
s>i, geht aber nicht in N;_ı, und in ®;(9) nach Satz 2 genau in der Potenz 
As hi; auf, und da auch p” genau durch dieselbe Potenz 4,.h; des Primideals 
teilbar ist, wird N, ganz und durch keine Ideale der st” Seite teilbar, wenn 
87, W. Zz. D. w. 


Wenn man nun weiter 


0 (9) p (2) 
I p Xj 
setzt, so sind alle Zahlen | 
u ap €. ay 
Ni: . 0; (2): = N is pi (e=1 ee ei) (25) 


ganz und durch kein Primideal der 2” Seite teilbar. Denn zunächst ist für 
ein Primideal von p, das nicht zu einer der Seiten S;, Si+1,.. . Sk gehört, Ni: 
sicher durch eine höhere Potenz des Primideals als p°:# teilbar. Für ein Prim- 
ideal p der 2 Seite ist p(9)‘-% durch p in der Potenz ¢. x. 4; teilbar, während 
ps genau dieselbe Potenz enthält. Für ein Primideal der Seite S;, s>7 ist 
p(9)°-% durch p in der Potenz &.%,.x, genau teilbar, während p*** durch p in 
der Potenz &.x;. 4, teilbar ist. Da aber 
eu eue by. bet )>0 
ck 
ist, geht p im Zähler in einer höheren Potenz als im Nenner auf. 


Es sollen nun alle ganzen Zahlen von der Form 
Ni. F(9,6,(9))=N:_1(4, (9). BHS) + 49). (++ A,(9)) (26) 


untersucht werden, wo die Koeffizienten A (9) Polynome in 9 sind, welche (modd 
p, p(z)) reduziert sein sollen, folglich höchstens vom Grade m—ı in 4 sind; 


weiter soll se; vorausgesetzt werden. 
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Ich werde nun bestimmen, unter welcher Bedingung eine Zahl von der Form 
(26) durch alle Primideale der 2°" Seite teilbar sein kann. Nach A, Satz 17 folgt, 
dass jedenfalls die Zahl 
Ni-1 AS = Nin fild, 0; (9)) = Ni-1 (4: (D)% + SM (9). (9) 14. + Sy (9)) 
durch alle Primideale der 2' Seite teilbar ist. 

Wenn man nun, um die Teilbarkeit einer Zahl (26) durch Primideale der 
“en Seite zu untersuchen, die Methode anwendet, welche ich in A. Kap. 4 § 2 
angegeben habe, so ergibt sich ohne Schwierigkeiten das folgende Kriterium: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Zahl 
N:-1.F($,6;(9)) durch alle Primideale der 2" Seite teilbar ist, wird dadurch 
ausgedrückt, dass F(x,y) (modd p,p(x)) durch f(x, y) teilbar sein soll. 

Da nun in (26) der Exponent e kleiner als ¢; vorausgesetzt ist, so folgt, dass 
F(x, y) in diesem Falle nur dann durch f(x, y) (modd p, p (x)) teilbar sein kann, 


wenn 
A, (o)=A, (= =A, (x)=0 (modd p, p(x) 


ist, und da A;(x) (modd yp, p (x)) reduziert sein sollte, so müssen in diesen Poly- 
nomen alle Koeffizienten durch p teilbar sein. 
Bezeichnet man nun mit P; das Produkt 


Pen pi ne (27) 


der Primideale der z* Seite, so ist 
& 
xl! .m 


J 
N P;=p! =p EM 
Die Zahlen 
Ni-1(4,(9).6:(9)% + 4, (9). 0:(9)%72+ + Ac, (9) 


mit (modd p,p(x)) reduzierten Koeffizienten A(x) sind daher alle (mod P;) in- 
kongruent, und da ihre Anzahl, wie man leicht sieht, gleich p‘i-" ist, so bilden 
sie ein vollständiges Restsystem (mod P;). Daher ist bewiesen: 

Satz 4 Wenn P; das Produkt der Primideale der ite Seite bedeutet, so 
bilden die pi” Zahlen 
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N. ‘ 1 i = 
N;-10;(9).9 (=0,1,../&—-1, ERA MA) (28) 


ein Fundamentalsystem für P;. 
Man kann auch sehr einfach ein Fundamentalsystem fir das Primideal py 
aufstellen. Die Zahl | 
a (i) 
; (9 Ad 
Na EOP) Na SP (0, 6.19) 


(à) 


pi Xj 


(à) , i 
=Nia (9 (+ (+ sl at) 
j 


ist nämlich ganz und sicher durch ein Primideal der 7* Seite teilbar. Denn 


wäre dies nicht der Fall, würde schon die Zahl 
ARE LE) ae on (+, 0;(9)). De: (9, 0: (9)) . hg (9, 0; (9)) 


durch alle Primideale der 7" Seite teilbar, was nach dem oben angegebenen 
Kriterium nicht möglich ist. Daher ist jede Zahl 

ff ; 
re JT. à 


a 
pi Kö 


AT 
N ER 


durch ein Primideal der 2‘ Seite teilbar, und wie man aus A. Kap. 4 sieht, 
kann man die Numerierung so wählen, dass diese Zahl allgemein durch a 
teilbar ist. 

Man kann nun einfach angeben, wann eine Zahl von der Form (26) durch 
pp” teilbar ist, denn man zeigt: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Zahl (26) durch 
pp” teilbar ist, wird dadurch ausgedrückt, dass F(x, y) (modd p, g(x)) durch f(x, y) 
teilbar ist. 

Es ist einleuchtend, dass diese Bedingung eine hinreichende ist. Dass sie 
aber auch notwendig ist, folgt daraus, dass, wenn F'(x, y) nicht durch f(x, y) 
(modd p, p(x)) teilbar ist, man solche Polynome A (x, y) und B(x, y) bestimmen 


kann, dass 
Fe, 9). Ale, +f a). Ble, =r (modd p, gx). 


Wenn diese Kongruenz mit N; (x) multipliziert und æ—4, y=6;(%) gesetzt 
wird, so folet, dass ein gemeinsamer Primidealteiler der i!" Seite für Nj F#(9, 4; (9) 
41—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 9 avril 1925. 
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und Na f'\) (9, 0;(9)) auch in N;-ı aufgehen muss, was jedoch nach Satz 3 un- 
möglich ist. 


Daher sind die ganzen Zahlen 


wo alle Koeffizienten (modd p, (x) reduziert sind, sicher (mod pj”) inkongruent, 


(i) 
und da ihre Anzahl eben p7 "= N (pl) ist, bilden sie ein vollständiges Restsys- 


tem (mod pj”). Es ist folglich bewiesen: 
à . el!) m 
Salz 5. „Dres 2 7 SZanien 
N;-1.0;:(9}. 9" (>50, 15.0. Olea) PO Te 


bilden ein Fundamentalsystem für das Primideal De 


Man kann hier noch eine andere Bemerkung machen, welche von Interesse 


sein mag. Da nämlich eine Zahl 


£ A | flö (« ) 
Mis SP, N) N Pe 


(7) 


p a 


nicht durch p/) teilbar ist, wenn j,~4j, so wird die Zahl f\’ (9) genau durch 


teilbar, und da 


D (x)=f (x) (mod S;) 


und alle Glieder oberhalb des Polygones durch höhere Potenzen von pl als die- 
jenigen Glieder, welche auf dem Polygone liegen, teilbar sind, so wird auch ®\ (9) 
genau durch p\ in der Potenz ¢\.x;.2, teilbar. 

Da aber nach § 4 die Zahl ®,(9) alle Primideale der tt” Seite in beliebig 


hohen Potenzen enthalten muss, und da wegen Satz 1 


@; (I=! (9). OY (I)... Of (9) (mod p™) 
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ist, so folgt, dass, wenn ein Ideal ph gegeben ist, dieses Ideal nur in der Zahl 
Di (9) in einer beliebig hohen Potenz vorkommen kann, weil alle andere Faktoren 
D;, (4) nur fest bestimmte Potenzen dieses Ideals enthalten können. 

Daraus folgt der Satz: 

Satz 5. Wenn f(x) regulär in Bezug auf p ist, und für den beliebig grossen 
Primzahlpotenzmodul p™ die Zerlegung des Satzes 1 besitzt, so gibt es einen und nur 
einen Primidealteiler p) von p derart, dass D (9) durch eine beliebig hohe (von M 
abhängige) Potenz des Primideals teilbar wird. Alle andere Primidealteiler von p 
kommen in ®\) (I) nur in fest bestimmten Potenzen vor. 


S 6. 


Bestimmung eines Fundamentalsystems für die Primzahl p. 


Nachdem in $ 5 ein Fundamentalsystem für alle Primidealteiler von p be- 
stimmt worden ist, leitet man ziemlich einfach daraus ein Fundamentalsystem 
für p selbst ab. 

Durch Satz 4 ist ein Fundamentalsystem für das Produkt P; der Primideale 
der 2** Seite bestimmt worden. Da aber nach (11) p durch P; in der Potenz 4; 


. . Be, cc . ae À; . . 
teilbar ist, werde ich zunächst ein Fundamentalsystem für P;’ bestimmen. Dies 


‚geschieht aber nach § ı in der Weise, dass man eine Reihe von Zahlen 
ER CRE 


so bestimmt, dass, wenn p ein Primideal der 2*” Seite ist, A; durch p genau 
in der Potenz j teilbar wird. 
In der Darstellung (22) von ®;(x) kommen allgemein die Glieder 


Kun) 


AN (x) . pl. px) (r —0,1,...4) 


vor, und ich untersuche nun,in welcher Potenz die Zahl 


das Primideal p der i!" Seite enthält. Man sieht ein, da q (3) durch p in der 
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Potenz x; und p durch p in der Potenz À; genau teilbar ist, dass D, das Prim- 


ideal p genau in der Potenz 


[ER à „| 
hi ere a sea amet) (2 ) 
hi 9 

L ! | 


enthalten muss. Es wird nun o<r</, vorausgesetzt, und die Zahl o eindeutig 


durch die Kongruenz 
T.X = 0 (mod À;) 


bestimmt, wenn man 0<@g<À; annimmt. Dann ist! 


Gl — "= r) x | + he 


hi Ze 


À 2 


und da man für jede reelle, nicht ganze rationale Zahl 7 die Beziehung i =[i]+1 


hat, so ist, wie man leicht sieht, 





Bere kon + = (30). 


Folglich geht (29) in 





(er) e)+ a ox: 
2 à + FR oki = Mir di te 


über und die Zahl B; ist daher durch p in genau der Potenz (h; ./; + @) teilbar. 


Man zeigt nun leicht, dass die Zahl 


Dr 
Ni-1 EL = Ni-1 a ps N;- 4. T = Ni-1 . Se 





ganz und durch ein Primideal der 2" Seite genau in der Potenz o teilbar ist. 
Dabei ist 








gesetzt worden, und da man bemerkt, dass 


' [1] bezeichnet die grösste ganze rationale Zahl, welche in 7 enthalten ist. 
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ist, so wird also 


B, 


3)" 
Pr 
pi 


TE Nja . Tt) = Ni-1 sy = N;-ı = i “] (31) 
La 


[| 


N;- 





Um nun nachzuweisen, dass die Zahl (31) ganz ist, zeigt man, dass ein jeder 
Primidealdivisor von p'i im Zähler N;_ı. B, in einer höheren Potenz aufgeht. 
Ein Primideal, das nicht zu den Seiten S;, S;+1,... Sk gehört, geht nach Satz 3 
sicher in N;_ı in einer höheren Potenz als in p” auf. Ein Primideal der 7 
Seite geht in B, in der Potenz h,A;+o, in pli in der Potenz h;.d; auf, folglich 
ist die Differenz der Exponenten gleich 0. Wenn zuletzt p ein Primideal der 
sten Seite ist, so wird in dem letzten Ausdrucke (31) p (3) durch p”'*, der 

rx 


Nenner aber durch p in der Potenz /,. [=| teilbar, und die Differenz dieser 


Ww 


Exponenten ist 


wodurch die Behauptung erwiesen ist. 


Bestimmt man nun die Zahlen 7, so, dass 
To . x: = 0 (mod À) (Oe nr | (32) 
so bilden folglich die Zahlen 


Ke = Ni . T® Ta ING = . Ss“ 


1 


KO = N,-,. To = Ni: 8 


r 


) aN (i) NE (2) 
Ken eae a Ni. Si _; 


eine Reihe von Zahlen mit den gewünschten Eigenschaften, d. h. X, ist genau 
durch p? teilbar, wenn p ein Primideal der i'” Seite ist. Setzt man nun speziell 


K, = x, so folgt nach Satz 4 wie in § 1, dass die m.&.—m.l Zahlen 
oY 4 Ki) .0,(9) 9 D Dr CUT FO Tyce Gr I, —.0,1.,,91 I) 


ein Fundamentalsystem für P# bilden. 
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Man sieht aber ein, dass, wenn in ($ 2) o ein vollständiges Restsystem 
(mod 4;) durchläuft, dies auch mit den Zahlen r, der Fall ist. Da nun weiter 
die Ordnung der Zahlen eines Fundamentalsystems gleichgültig ist, so bilden 
folglich die Zahlen 
Neil Oel oF (r=0, Ij). it, $0, Ip ee wtp Igs>= 0,01 Fe ling ae 


r 


dasselbe Fundamentalsystem für Pi. 


Wegen der späteren Anwendungen schreibe ich dieses System in der fol- 


genden, symbolischen Weise vollständiger auf: 





1 ee. ee 
Ta | »— ) 

Mia) po ( 5 ) ¢ (34) 
(TH, ) 


In den Parenthesen sollen dann dieselben Zahlen wie in der ersten Zeile 
stehen, und dann alle diese Zahlen mit TW (r = 1,2...1;—1) multipliziert wer- 


den. Die grosse Klammer links bedeutet dabei, dass alle so entstehende Zahlen 
mit N;-ı multipliziert werden sollen. 

Man kann nun den wichtigen Satz beweisen: 

Wenn man für alle Seiten S; des Polygones (p, y (x)) und zwar für alle Prim- 
Junktionteiler p(x) von f(x)(mod p) die Fundamentalsysteme (34) der Ideale PH 
bestimmt, so bildet die Gesamtheit dieser Systeme ein Fundamentalsystem für die 
Primzahl p. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist nachgewiesen, wenn man zeigt, dass eine 
lineare Summe dieser Zahlen mit ganzen, rationalen Koeffizienten nicht durch p 
teilbar sein kann, ausser wenn alle Koeffizienten durch p teilbar sind. Wenn 
nun a—(p,p(9)) einer der Idealdivisoren (5) von p ist, so muss also unsere 
lineare Summe durch a teilbar sein. Wenn man aber die entsprechenden Systeme 
(34) für andere Primfunktionen als (x) bildet, so sind nach Satz 3 alle ent- 
sprechenden Zahlen N; sicher durch a teilbar, und man braucht daher nur zu 
untersuchen, wann eine lineare Verbindung der Zahlen (34) (¢ = 1,2,...4) durch 
a teilbar sein kann. Da a nach (11) durch alle Ideale PX teilbar sein muss, 


untersucht man erstens, wann diese lineare Summe durch P% teilbar ist. Nach 


Bestimmung der Diskriminanten algebraischer Körper. 327 


Satz 3 sind aber die Zahlen N,, N,,...N,—1 alle durch eine beliebig hohe Potenz 
eines jeden Primideals der ersten Seite teilbar, also sicher auch durch P# teilbar, 
so dass man also nur zu untersuchen hat, wann eine lineare Verbindung der 
Zahlen (34) für ¢=1 durch PA teilbar ist. Da aber die Zahlen (34) für i = 1 
ein Fundamentalsystem für das Ideal P bilden, so kann eine lineare Summe 
dieser Zahlen mit ganz rationalen Koeffizienten nur dann durch PA teilbar wer- 
den, wenn alle Koeffizienten durch p teilbar sind. 

Weiter untersucht man nun, wann diese lineare Summe, die wir hier be- 
trachtet haben, durch P/: teilbar ist. Da alle Zahlen N,, N,,... Nr eine beliebig 
hohe Potenz von P2 enthalten, und da weiter in dem Teile der Summe, welcher 
den Gliedern (34) für @= 71 entspricht, wie eben bewiesen worden ist, alle 
Koeffizienten durch p teilbar sind, so braucht man um die Teilbarkeit durch P? 
zu untersuchen, nur das System von Addenden in der Summe zu untersuchen, 
welches aus den Gliedern (34) für 2 — 2 entspringt. Da aber dieses System ein 
Fundamentalsystem für Pk bildet, so kann eine lineare Summe aus diesen Gliedern 
nicht durch P% teilbar sein, ausser wenn alle Koeffizienten durch p teilbar sind 
usw. In derselben Weise beweist man dann, dass alle anderen Koeffizienten durch 
p teilbar sein müssen, d. h. dass die Zahlen (34), für alle Seiten und für alle Prim- 
funktionen gebildet, zusammen ein Fundamentalsystem für p sind. W. z. b. w. 

Das System (34) stimmt nun mit den Zahlen (33) vollständig überein, und 


da in (33) 





a Lo p (9) gp (9)! A; Fr p (a) tte er 
70.0, = F Pr Pile el, 
pv À; | pl A; 








ist, so stimmen die Zahlen (33) mit den Zahlen 
Neal f= Oo 1,...i— TI, (§ = 0,1,...m-1) 


vollständig überein. Daher ist bewiesen: 
Satz 6. Wenn man für alle Seiten S; des Polygones (p, p(x)) und zwar für 
alle Primfunktionteiler p (x) von f (x) (mod p) die Zahlen 


M TO, 9 = NA POP. ("Our 2 eh 1,3 —"0, 1 m1) (35) 








bestimmt, so bildet die Gesamtheit dieser Systeme ein Fundamentalsystem fiir die 


Primzahl p. 
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Dieser Satz gestattet also immer, wenn eine reguläre Gleichung vorliegt, 


ein Fundamentalsystem für die Primzahl p zu bestimmen. 


oF. 


Bestimmung des Primideals pb. 


Ich werde an dieser Stelle eine Darstellung des Primideals pl geben, welche 


man leicht aus den vorgehenden Untersuchungen ableitet. In § 5 ist gezeigt 


worden, dass die Zahl 


pF) 
p* 





M; — Gey . 6; (9) = Ne 


ganz ist und durch alle Primidealteiler von p teilbar, ausser solchen, welche zur 
a> Seite gehören. Weiter ist auch die Zahl 


À iM (+) | sla) az, Ra, (a) 
ait ee N; (0; (9)5 + SH (9) 0; (I) —1+ ee + Sa 9) 
j "i , j , 


Nja . 








oanz und durch das Primideal y, aber durch keine anderen Primideale der 2° 


Seite teilbar. Weiter sieht man auch ein, dass diese Zahl nicht durch ein Prim- 


ideal p\) der sten Seite teilbar sein kann, wenn s>7 ist, denn alle Zahlen 
NONE 0: (0) N 
sind nach $ 5 durch pl teilbar, die Zahl N;-ı. 8%), ;(9) ist aber sicher nicht 
Dh 


durch yp") teilbar. Nach diesen Bemerkungen sieht man leicht ein, dass das 
Ideal 
b = Ip; op 9), M,, He RENE M;-1, Nos . yay (9, 6; (.9)) | 


eine Potenz von pi ist. Denn 6 kann zunächst nur durch Idealteiler von 


(p, p (9)) teilbar sein, und wenn pl‘ ein Primideal der sten Seite ist, s<i, so geht 
pl) nicht in M, auf, und wenn s>2 ist, geht p nicht in N;-1 st, ;(9) auf. 
Ne 


Das Ideal b kann folglich nur durch Primideale der it” Seite teilbar sein, und 
da ausserdem das letzte Glied nur durch das Ideal ph der 2 Seite teilbar ist, 


muss b eine Potenz von pi sein. 
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Um daher eine Darstellung für pi! zu gewinnen, braucht man nur eine 
ganze Zahl des Körpers zu bestimmen, welche nur durch die erste Potenz von 
pl teilbar ist. 

Dies leistet aber nach $ 6 die Zahl 











wenn o<r<A; so gewählt wird, dass r x; = I (mod 4;) ist. 
Man hat daher den Satz: 


Satz 7. Das Primideal pi ist durch 


pl = [p, Pp (9), M, M,, DE M;-ı, MNT Ia Ni-1 sn (9, 6, ())] 


bestimmt, wo 


TU) — p (3) 


r . Hi | 
2: 
Vie = 


ist und r<d; der Kongruenz r x; = 1 (mod 1;) geniigen soll. 











Bei allen diesen Untersuchungen spielt der Exponent M, welcher durch 
die Kongruenzzerlegung des Satzes 1 von f(x) eingeführt worden ist, eine wich- 
tige Rolle. Man sieht aber leicht ein, dass es überall hinreichend ist, wenn man 
M orösser als alle Zahlen h,+hs+-::+h, wählt, welche durch die verschiedenen 


Polygone (p, 9 (x)) von f(x) definiert sind, also 


M> Max (hy + hat: +h). 


Kap. 2 Bestimmung der Körperdiskriminante. 


SIT. 


Hilfssätze über Diskriminanten. 


Es sollen hier ein Paar Hilfssätze über Diskriminanten bewiesen werden, 
welche für die folgenden Untersuchungen notwendige sind. 


Es sei wie in Kap. ı 


f (a) = F, (x) . Fy (x)... Fs(x) (mod p), 


42—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 9 avril 1925. 
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wo 
F; (x) = i (x)% (mod p), 


und man setzt zur Abkürzung 


Th (a) = Fi)... la), pac) ME, bo) (36) 
wo also 


IL (a) = +c. x + ro ul MAX ate? + ati 
und 
be mit CS EME ar FF AT OR ar NET a TS Ma LEE 


ist. Der Kürze wegen soll auch 
k= m.e= n—t; 
gesetzt werden. 
Weiter soll im Folgenden immer die Gleichungsdiskriminante der regulären 
Gleichung f(x) = o mit D bezeichnet werden. 
Ich beweise dann: 
Die beiden Diskriminanten 
DT In), a ous ont) 


und 
D = 4 TAD) IE 9) 23,22. Loe oe ee 


sind durch dieselbe Potenz der Primzahl p teilbar. 


Die Diskriminante D’ ist also die Diskriminante zu den n Zahlen 


IT; (9) . 9 (¢ = 1, 2..48;:6 =.0¢1, Ml 


eee. 79 
, | Deere) (37) 
wo K die Determinante 
Mel) 1) 
Co aed Or OR 
1) 1 1 
A OPEN gee 
0,0. cl), 
Rh 3 
CE UE 0) 0) 
0, ci) ) vert oy, - 0 
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bezeichnet, worin der Übersicht wegen überall ef an die Stelle des Koeffizienten 


ı des höchsten Gliedes in IT;(x) gesetzt worden ist. 
Um den Hilfssatz zu beweisen, braucht man daher nur zu zeigen, dass die 
Determinante A nicht durch p teilbar ist. Wenn aber nun K durch p teilbar 


wäre, so könnte man die n Zahlen 


DE), DU), bl ee 


0 ky —1 
so bestimmen, dass sie nicht alle durch p teilbar sind und den Kongruenzen 


pi) ell) +... + OM cf) +... = 0 
bY. ct + oF cl +... + 61). ec) +b. co +... = 0 
bY). co) + BO). cl) + OM. cM +... +08. ce + DO. cH +00. ce +-.-=0 


| (mod p) 


genügen, indem nämlich die Determinante dieses Systems von linearen Kongru- 
enzen gleich X ist. Multipliziert man aber die erste dieser Kongruenzen mit 1, 
die zweite mit x, die dritte mit æ° usw., und summiert, so folgt auch die 
Kongruenz 
Dora be elle): bl son IT, (x) 
Py TR RE Alk) En A A) 
le LL, |. = 0 (mod p). 


Wird nun hier 
bi (x) = OÙ +d x +--+ 50 


gesetzt, so folet also 
b,(a) . IT, (a) + bg (x) . IE, (a) + > + ds (x). IL: (x) = 0 (mod p) 


wo die Polynome b;(x) nicht alle (mod p) verschwinden können. Das Bestehen 
einer solchen Kongruenz ist aber nicht möglich. Denn wenn z. B. b;(x) nicht 
(mod p) verschwindet, so folgt, da alle Polynome IT, (x),... IT; (x); IT:+1i (x)... 
II, (x) (mod p) durch g;(x)% teilbar sind, dass auch das Polynom b; (x) . IT; (x) (mod p) 
durch g:(x)“ teilbar sein muss. Da nun IT;(x) nicht durch g;(x) (mod p) teilbar 
ist, so folgt, dass b;(x) (mod p) durch g;(x)% teilbar sein muss, was jedoch nicht 
möglich ist, da der Grad von g(x)" grösser als der Grad von b;(x) ist. Daher 
kann also K nicht durch p teilbar sein. 
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Es soll nun weiter ein anderer einfacher Hilfssatz bewiesen werden: 


Wenn 


ale un 


ee 
ist, und wenn die Diskriminante der n Zahlen 


IT; (9) . fi (9) (4 ==) 2 718i t oe 
mat 
DAL SHE LE al) ETES TES 


bezeichnet wird, so ist 


D DIE (38) 


Dies sieht man einfach ein, wenn man beachtet, dass man wegen der 
Determinantenform der Diskriminante in einer Diskriminante 4 (&,,&,,...@n) von 
einem Elemente «, ein beliebiges Multiplum %.«, eines anderen Elements subtra- 
hieren darf, ohne den Wert der Diskriminante zu ändern. 

Multipliziert man daher I1,(9). f, (9) = 11;(9) mit a) und zieht diese Zahl 
von IL(9).f, (9) ab, so erhält man die Zahl 11;,(9).4. Multipliziert man weiter 
11;(9) mit a? und 11;(9).% mit a?) und zieht diese Glieder von 11;(9).f, (9) 
ab, so ergibt sich IL(9). 9” usw. Man hat folglich 


1 AM |. es IT; (9), IT; (9) : a, NE IT; (9) 0 STE À ) = DE 


ee. 


Bestimmung des Index. 
Bezeichnet man die Körperdiskriminante mit d, so besteht zwischen d und 
der Gleichungsdiskriminante D die Beziehung 


D= kd, (39) 


wo k der Index der Zahl + heisst. Durch diese Gleichung soll nun die Körper- 
diskriminante d bestimmt werden, indem man erst die Zahlen D und # bestimmt. 


Zunächst soll hier die Zahl % untersucht werden, und es soll gezeigt werden, 
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wie man einen ganz einfachen Ausdruck für die Potenz bestimmen kann, in wel- 
cher die Primzahl p in k aufgeht. 

Durch Satz 6 ist ein Fundamentalsystem (mod p) bestimmt worden, und nach 
Kap. 1, $ ı folgt, dass die Körperdiskriminante und die Diskriminante eines 
Fundamentalsystems für p durch dieselbe Potenz von p teilbar sind. 

Die Diskriminante d’ des Fundamentalsystems ist also die Diskriminante zu 
den Zahlen 


(TN OT, 1501, MI], (40) 








wenn diese für 7 = I, 2,... und für alle Primfunktionteiler p (x) von f (x) (mod p) 
gebildet werden. 

Die Zahlen (40) sind ganz algebraisch, aber, wie man sieht, nicht als Poly- 
nome in + ausgedrückt, indem eine gewisse Potenz der Primzahl p als Nenner 
in (40) vorkommt. Es soll nun d’ mit einer solehen Potenz von p multipliziert 
werden, dass alle Elemente (40) auch Polynome in 4 werden. Man sieht ein, 
dass man um dies zu erreichen, mit einer Potenz von p multiplizieren muss, 
welche gleich dem Quadrate des Produktes von allen Nennern in (40) ist. Um 
diese Potenz von p zu bestimmen, muss man daher einen Ausdruck für das 
Produkt der Nenner der Zahlen (40) ableiten. 

Nach Satz 3 kommt in N;-ı die Potenz 


diras Sree” FA; 
als Nenner vor, und der Nenner einer Zahl (40) ist daher gleich 


Ira; | 
hy thet enews EN + a 


p 








Nimmt man nun erstens die Zahl r in (40) fest an, und bildet das Produkt der 
Nenner, wenn s die Werte 0, I,...m-—-ı durchläuft, so wird dieses Produkt 


m (un a gr 
Pp 





|) | (41) 





Bildet man nun weiter das Produkt aller Zahlen (41) für »7—0,1,...4—1, 


so ergibt sich eine Potenz von p, wo der Exponent den Wert 
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m li (hy + hat >> + ua) 


NERE re) (42) 
+m 1, À à 
hat. Der Summe 


TV (hy + tha) + | sf [| IN. [24] (43) 


Si ki 





kann man auch eine ganz einfache geometrische Deutung geben. Es ist nämlich 
dies die Anzahl der Gitterpunkte, welche in dem Polygone (p, q (x) von f(x) 
zwischen der Seite S; und ihrer Projektion auf die X-achse liegen. Dabei werden 
alle Gitterpunkte mitgerechnet, welche auf der Seite S; oder auf der Ordinate des 
Anfangspunktes der Seite liegen, aber keine solche, die auf der X-achse oder auf 
der Ordinate des Endpunktes von S; liegen. 


Man kann aber auch einen expliziten Ausdruck für die Summe 


a FE 241, [rx 
m= |i] + || + +| i | 


bestimmen, welche in dem Ausdruck (43) für Z; vorkommt. Diese Summe be- 





zeichnet nämlich die Hälfte der Anzahl der Gitterpunkte, welche innerhalb eines 
Rechtecks mit den Seiten /; und h; liegen, indem jedoch dabei die Anzahl der 
Gitterpunkte auf der einen Diagonale doppelt mitgerechnet werden. Da nun die 
Gesamtzahl der Gitterpunkte innerhalb des Rechtecks gleich (h;—1) (l;—ı) ist und 
die Anzahl der Gitterpunkte auf einer Diagonale (Endpunkte nicht mitgerechnet) 
gleich ¢;—1 ist, so wird | 


Meet AU oe Sin a TN pb sts 
2 2 





M;= 
und man hat daher für den Exponenten (42) den Ausdruck 
m.Li=m (1 (hy Fo +hi-1) += (hi bbl), 44) 


Bildet man nun die entsprechenden Produkte für alle Seiten und multipliziert 
man diese mit einander, so erhält man eine Potenz von p, wo der Exponent 
den Wert 
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m(L,+1,+:  +12)=m (1 hy +l; (hy + ho) + + +R that + hs) + 


(45) 


k 


k k 
= (=) i=1 
hat. Setzt man hier 
De igi tartan? Ue, 


so folgt wegen der Bedeutung der Zahlen L;, dass L die Anzahl der Gitterpunkte 
angibt, welche zwischen dem Polygone und der X-achse liegen. Dabei sollen solche 
Gitterpunkte nicht mitgerechnet werden, welche auf der X-achse oder auf der Ordinate 
des Endpunktes des Polygons liegen, wohl aber solche, die auf dem Polygone selbst 
liegen (vom Anfangspunkte und Endpunkte abgesehen). 

Dies zeigt also, dass das Produkt aller Nenner der Zahlen (40), wenn diese 
für alle Primfunktiondivisoren g(x) von f(x) (mod p) gebildet werden, gleich 
pin. 
Daraus folgt, dass man die Diskriminante d’ des Fundamentalsystems mit p?~™: 


ist, wo die Summe über alle Primfunktionen » (x) erstreckt werden soll. 


multiplizieren muss, damit alle Elemente (40) Polynome in 4 werden. Wenn man 
nun d’ mit dieser Potenz multipliziert, geht sie nach Satz 3 in die Diskriminante 
der Zahlen 

IT (3). D, (9). Dy (9) Dir (9). g (FY. (46) 


(2=1, 2,:--k, r=o, 1,::-li—1, s=o, I,:::'m—ı) 
über, wo also die Zahl 11(3) durch (36) definiert ist. Man hat folglich 
pans Aldi 


wo d” die Diskriminante der Zahlen (46) bezeichnet. Wendet man aber nun den 
zweiten Hilfssatz des Kap. 2. $ 1 auf die Diskriminante d” der Zahlen (46) an, 
so folgt, dass diese gleich der Diskriminante der Zahlen 


IT; (9). 9 (s==0, T-%) 


ist, welche in Kap. 2. 8 1 mit D’ bezeichnet wurde. 
Man hat folglich 
2 .Zm.L ad’ =D’. 


Nach Kap. 2. § 1 ist weiter D’=K?.D, wo D die Gleichungsdiskriminante 
und À nicht durch p teilbar ist, folglich auch 
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Da nun d’ dieselbe Potenz der Primzahl p wie die Körperdiskriminante d 
enthält, so folgt der Satz: 

Satz 8. Der Index einer Zahl 9, welche der in Bezug auf p regulären 
Gleichung f (x)—0o genügt, ist durch die Potenz 


p? m . L 


der Primzahl p genau teilbar. Dabei bedeutet m den Grad der Primfunktionterler 
p(x) von f(x) (mod p), und L bedeutet die Anzahl der Gitterpunkte, welche zwischen 
dem Hauptpolygone (p, p(x)) von f(x) und der X-achse liegen, indem diese Anzahl 
in der oben angegebenen Weise berechnet wird. Für diese Zahl L hat man auch 
den Ausdruck 


L=l, hy +1, (hy + he) + +> + (+ + hr) 


k 
+ = S\(hilihv—i+ el). 


21 


D 


$ 3. 


Bestimmung der Differente der Zahl ». 


Durch den Satz 8 ist der Index der Zahl + vollständig bestimmt, und da- 
durch sind auch prinzipiell die Schwierigkeiten der Bestimmung der Körperdiskri- 
minante überwunden, da man immer die Gleichungsdiskriminante aus den Koeffi- 
zienten berechnen kann. 

Es soll aber hier auch gezeigt werden, wie es möglich ist, die Gleichungs- 
diskriminante mittels der hier entwickelten Theorie über Polygone zu bestimmen. 

Da bekanntlich 


D=+N(f(9)) (47) 


ist, sollen erstens die Primidealteiler der Differente f'(9) von I bestimmt werden. 
Nach Satz I ist 


f'(9)= FY (9.6 FK@)+F,().P’0) FAP) 


++ Fi (9). Fi (9). Fy (9) (mod p#), 
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und wenn pi; ein Primidealteiler von (p, 9: (9)) ist, so geht dieser in der Zahl F; (9) 
in einer beliebig hohen Potenz auf. Die Potenz von p;, welche in f’ (9) aufgeht, 
wird daher gleich der Potenz, in welcher p; in der Zahl 


FY, (9): Fa (9) Fi (9). Figs (9) 79) 
aufgeht. Setzt man daher wie früher 


F(«)=F; (a) 


so soll man also die Zahl 


IT (9). F’ (9) 


untersuchen. Hier ist aber 11(9) durch kein Primideal teilbar, das in (p, p (9) 
aufgeht, und man braucht daher nur den Faktor F’($9) zu untersuchen. 
Nach Satz ı ist nun weiter 


F (9)=0', (9). 0, (9)--- (9) + @, (9). D' (9)---O,(9) 


++ DD, (9): Dr (9). DA) (mod p”), 


und man soll untersuchen, in welcher Potenz F’ (9) durch ein Primideal pl der 


ie Seite teilbar ist. Da aber die Zahl ®,(9) durch eine beliebig hohe Potenz 
von pl) teilbar ist, so wird durch das Glied 


D, (9): Dir (9). O' (9) Dir °° Di(d) 


bestimmt, in welcher Potenz pl in F’($) vorkommt. Nach Satz 2. $ 4 folgt 


aber, dass die Zahl 
D, (9): Dia (9) Dis (9) Oe (9) 


durch pf in der Potenz 


(h, ar hs ai 112 am hi-1) hit (lita ate lite Ar MR + x) Ki (48) 
teilbar ist. 
Es bleibt daher nur übrig, die Zahl ®’,(9) zu untersuchen. Nach Satz I 
ist weiter 
D'i(9)=0" 0 (9) DY (F)-- HE.) 
+... +00(9).-- Do) (9) . ©, (9) (mod p"), 
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und da hier © (9) immer durch eine beliebig hohe Potenz von p teilbar ist, so 
bestimmt die Zahl 


D (9)... DV (9) op") (9) DA (9): MM (9), 


ÿ—1 j+1 t; 


in welcher Potenz p in ®/)(9) vorkommt. Nach § 5. Kap. I ist aber die Zahl 
D(9) durch das Primideal pl) in genau der Potenz 6! .A;. x; teilbar, und daher 
wird die Zahl 

DU (3)... Då 


=! 


(9.00, (9): DY (9) 


rl i 
durch pa in genau der Potenz 


di. xe (ef tet > Fee che a) x ler 8) (49) 
teilbar. 

Die Untersuchung der Zahl /’(9) ist daher auf die Bestimmung der Potenz, 
in welcher p/” in @' (9) aufgeht, vollständig zurückgeführt. 

Um nun diesen Exponenten zu bestimmen, setzt man für den Augenblick 
ele und ®(x)—®D{(x). Da nun ®(x) ein geradliniges Polygon mit der Nei- 


Yi + . 
oungszahl — besitzt, so kann man ®(x) in der Form 


tust AA (50) 
annehmen, wo A..,,(@)=o (modd p, p(x)). Weiter hat man für das geradlinige 
Polygon S von @(z): 

D (x)=f) (x) =@ lo + Aa, pi. (a) % +... + Asa, (x). pr (mod 8). 
_ Man bildet nun nach (50) 
@ (x)=. 13.9 (x). pa) 41 + (A's (x), (x) +(e. ir) Ay (x). p'(x)) p Hp (a) #2 


ee lew ae 


oder auch 














p (x). D'(x)=e. 4. p'(x). p(x)? + By (2). pl) pa)" 41 +B, (2) rel pial 


apy... PB) 
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wo allgemein 


Bi (a) =A (ax). y (x) +(e L—t) Ai (x) p’ (x) 
gesetzt worden ist, wo also speziell 
Be, 2 (a) =A’e.a, (x) . p (x) 


ist. Das Polynom ©’ (x) (x) hat folglich auch das geradlinige Polygon S, und 
man sieht leicht ein, dass man fiir die Glieder, welche auf S liegen, die Kongruenz 


K (x)=q (x). © . (x)=e. As’ (x) p (x): + (e—1) ay. p'(x). Aa, (x) pi. p (xl 4 
trade, perl» oa) (mod S) (51) 


hat. Setzt man nun x=3, so werden in (9). ®’(9) alle Glieder, welche auf S 
liegen, durch pf” in der Potenz &.x;.A; genau teilbar, während alle anderen Glieder 


durch höhere Potenzen von pl teilbar sind. Nach (51) ist aber die Summe der 


Glieder auf S gleich 
219 (ep + (ex) Aa, (9) pp (BYE + + Ana), 


und wenn daher 4; nicht durch p teilbar ist, wird diese Summe genau durch 
pi: fe teilbar. Denn wenn diese Summe durch eine höhere Potenz von pl 
teilbar sein soll, muss K(x) nach Kap. 1. $ 5 durch /\” (x) (mod S) teilbar sein, 
was aber nach (51) nicht möglich ist. Es folgt daher, dass ®’ (9) in diesem Falle 
genau durch pi" Hi teilbar ist. 

Wenn aber 2; durch p teilbar ist, gibt es keine Glieder auf S, und folglich 
ist D'(9).p(9) durch pf” HT? teilbar, wo 0>o ist; dies zeigt, dass ®’ (9) durch 
para TX te teilbar ist. 

Addiert man nun die Zahlen (48) und (49) und noch dazu & .x; x toi, 
so erhält man die Summe 


(h, ar het : 3 + hi) hi ar (lis SE am zip lj ni = h; . À; ri Ki + om 


und es ist bewiesen: 
Satz 9. Die Differente f' (9) der Zahl I ist durch das Primideal p} in einer 


Potenz mit dem Exponenten 


(hy thy >: tha) Ag (len à + le) — x + OM 
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genau teilbar, wober 0 —o ist, wenn A nicht durch p teilbar ist, und go, wenn 
2 durch p teilbar ist. 

Es mag nun von Interesse sein, zu untersuchen wie man die Zahl 0=g)) 
- bestimmen kann, wenn also vorausgesetzt wird, dass 4; durch p teilbar ist. Die 
Zahl o war dadurch bestimmt, dass die Zahl @’ (9). (9) durch en "? genau 
teilbar sein sollte. 

Man dividiert nun das Polynom ® (x). gp(x) durch ®(x) und erhält 


HH (x)=@' (x). 9 (xz)— C(x). O(a), (52) 
wo H(z) von der Form 


H(z) Hye) ip a HT are A tal ing lee) Sone 


ist, die Koeffizienten H;(x) höchstens vom (m—1)*™ Grade sind und die Exponen- 
ten a so gewählt sein sollen, dass H,(x) nicht durch p teilbar ist. Die Punkte 
(t, a) müssen alle oberhalb S liegen, wenn vorausgesetzt wird, dass 2; durch p 
teilbar ist. | 
Da die Zahl ®@ (9). y (9) jedenfalls nur eine endliche Potenz von pj” enthalten 
kann, und man weiter die Zahl M so wählen kann, dass ® (4) durch eine beliebig 
hohe Potenz von pl teilbar ist, so müssen folglich die Zahlen © (9) (9) und 
H (9) nach (52) durch dieselbe Potenz von pl teilbar sein. 
Ein Glied 
H:(9).p4.p(9} a—! (53) 


in A(9) ist nun durch p\) in genau der Potenz 


GR hi ae (e é hi Erz t) Xi N: Ri Ki Sr if (54) 


teilbar. Wenn zwei Glieder (53) durch dieselbe Potenz von pl teilbar sind, so 
muss 
At. di + (le. dy — tur = ar di + le. 4) 
oder 
(ov — ar) A; = (t’—t) x; 
sein, woraus 


Oe =a: +e. x; 


i = tel ih 
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folgt, wobei e eine ganze rationale Zahl bedeutet. Diese Relationen zeigen, dass 
alle Punkte (f, a), wofür die Zahl 7 in (53) denselben Wert besitzt, auf einer 


zu S parallelen Geraden liegen müssen, und daraus folgt leicht, dass die Summe 


der Glieder in H(9), welche durch peor genau teilbar sind, die Form 
u... Doe pia) Dy) op. mae Ba (FS) p94. p(9)%) 


hat. Hier ist {<}; und aij;—t.x%;=r vorausgesetzt, und nicht alle Koeffizienten 


Bi(x) sollen =o (modd p, p («)) sein. Dann muss diese Summe durch pj": je 
genau teilbar sein, weil das Polynom 


De Bere er. + D, (x): ped x; gp (x)*i 


offenbar nicht durch f(x) (mod S) teilbar sein kann. Ist daher o die kleinste 


unter den Zahlen r=«a;./,—t.x%; in der Darstellung von H (x), so wird folglich 
H(9) genau durch ie A teilbar. 
Die Zahl ej) ist gleich der kleinsten unter den Zahlen 


Op da Doc (Er, Le, 8). 


$ 4. 


Bestimmung der Gleichungsdiskriminante und der Körperdiskriminante. 


Aus dem’ Satze 9 folgt nun leicht auch die Zusammenzetzung die Gleichungs- 


diskriminante, indem diese gleich der Norm der Differente ist. Da nun weiter 


elt), à 
Epp | "ist, so folgt nach dem erwähnten Satze, dass die Norm zu der 
Potenz von pi”, in welcher dieses Primideal in f (9) aufgeht, gleich einer Potenz 


von p mit dem Exponenten 
m. + hs + + Ron) da + he + (les + + Ue) te — x + er) 


ist. Bildet man nun das Produkt aller entsprechenden Normen für die Primideale 
t; 

der ter Seite, so ist De a, und es ergibt sich eine Potenz von p, wo der 
j=l 


Exponent gleich 
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t; 
m | (++ ua) + hi le t+ (liga + tele) hi — hae + > of. | 


je 


wird. Wenn man dann weiter diese Normen für alle Seiten multipliziert, so 
ergibt sich der Exponent 


m |: hy tly (hy the) +: + (hy +: + he) 


+h (+: +) + halla + tl) + thea. I 


k k k U 
+ > hi. i>, hi + > > 0, | | 
11 il 


i=1 j=1 
für p. Nun ist aber, wie man leicht sieht, 
by hy ty (hyrt Ite) teow + Uy (ay Et hs) 
=hjllgtath- + (Ischia Helene le 


und folglich geht (55) in 


m | (tp hy + lg (hy thy) + + (RE + hr) 





a I i=1 


k k k t; é (56) 
+ Sk St Yep] | 
i=1 ] EL 


über. Führt man aber hier die Zahl L des Satzes 8 ein, so ergibt sich für (56) 
weiter der einfache Ausdruck 


k t; 
m E Tot 2 (ue + D, efh. 0) (57) 
71 j=1 


Diesem Ausdruck kann man aber auch eine andere Form geben, indem man 


t; t; 
LA a = (i) 2 
Bie) Bes i= dal PA 
j=1 j=l 


setzt, und (57) geht dann in 


k i 


l 
2m L+m > (A; — I + or) eff 
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über, oder wenn man 


jä Vr el 0 


setzt, in 


k 4 
2mL+m >. D 0, ay. 


i191 


Satz 10. Die Gleichungsdiskriminante D ist durch die Primzahl p in der 
Potenz mit dem Exponenten 


ROG 
5 (omen Sor 


m Ei 


genau teilbar. Dabei bedeutet SP=1—1+20f, wo Qf—0, wenn A, nicht durch p 
teilbar ist, und Of, wenn À; durch p teilbar ist; in diesem letzten Falle kann die 
Zahl of immer wie in $ 3 berechnet werden. 


In diesem Satze bedeutet das äussere Summenzeichen natürlich, dass für 
alle verschiedenen Primfunktionteiler g(x) von f(x) (mod p) die entsprechenden 
Exponenten gebildet werden sollen und darüber summiert werden soll. 

Durch Satz ro und Satz 8 ist nun auch die Körperdiskriminante vollständig 
bestimmt. Da nämlich nach Satz 8 der Index durch p*™” genau teilbar ist, so 
wird nach Satz Io, unter Anwendung der Relation D=k*.d, die Körperdiskrimi- 
nante durch 


genau teilbar. Beachtet man nun, dass gy) .m=f\) der Grad des Primideals pi 
ist, so erhält man: 

Satz 11. Die Körperdiskriminante ist durch die Primzahl p in der Potenz 
Se dr 0 

„ED ne) 

genau teilbar. Hier ist Qf—0o, wenn li nicht durch p teilbar ist, und oe >0, wenn 


A; durch p teilbar ist, und in jedem Falle einfach bestimmbar. 
Man kann natürlich auch für diesen Satz einen etwas anderen Ausdruck 


angeben, wenn man annimmt, dass man für p eine Primidealzerlegung 
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ppt pe pyr, Np=pi 
hat. Dann wird die Körperdiskriminante durch 


pe ak Wana 
genau teilbar, wo also o;=o ist, wenn e nicht durch p teilbar ist, und 0;> Oo, 
wenn e; durch p teilbar ist. Um die Zahlen o; wirklich zu bestimmen, muss man 
eine reguläre Gleichung für die Primzahl p kennen. 

Bei allen diesen Untersuchungen spielt die Zahl M>H, welche im Satze I 
vorkommt, eine wichtige Rolle. Man sieht ohne Schwierigkeiten ein, dass es 
immer genügen wird, wenn man M>H+R wählt, wobei À die grösste der Zahlen 
o bedeutet. 
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1. Cinématique théor. 
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d’aires et de volumes homogènes. Rectification des courbes. Aires des sur- 


6 Bibliographie. 


faces de révol. et des surf. coniques. Développement d'une fonction en série 
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Équilibre et mouvement inter. d’une masse continue. Hydrostatique. Déforma- 
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Mit Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen von 1—1000. — VII+[501] pp. 
Fol. 1923. 
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Funktion auf Warsch.-Berechn. 


2. Geometr. Warsch. Warsch. bei weit ausgedehnter Versuchsreihe. 
Warsch. einer Ursache auf Grund d. Erfahrung. Mathemat. Erwartung, Moral. 
Wert u. moral. Erwartung. Warsch. auf Grund statist. Erhebungen. 


Knorr, K., Aufgabensammlung zur Funktionentheorie. T. 1. Aufgaben z. ele- 
mentaren Funktionentheorie. (Samml. Göschen. 877.) — 135 pp. 8. 1923. 
Grundlegende Begriffe. Zahlenfolgen u. unendl. Reihen. Funktionen einer 


komplexen Veränderlichen. Integralsätze. Reihenentwicklungen. Konforme 
Abbildungen. 


TRoPFkE, J., Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer Darstellung 
mit besonderer Berücksichtigung der Fachwörter. Bd. 5. 2., verb. u. sehr 
verm. Aufl. — |4|+185 pp. 8. 1923. 


1. Ebene Trigonometrie. 2. Sphärik u. sphärische Trigonometrie. 


Bibliographie. 


12 
Geschichte der Mathematik. Neue Bearb. von H. WiıELEITNER 2. Von 1700 
bis zur Mitte des 19. Jahrh. (Samml. Göschen. 875.) — 154 pp. 8. 1923. 

1. 18. Jahrh. — 2. Erste Hälfte’'d. 19. Jahrh. 


Gyldendalske bokhandel. 
Kristiania. 


STÖRMER, C., Fra verdensrummets dybder til atomernes indre. — 152s. 8. 1923. 
Maaling av kjæmpestjerner. 
Naturkræfterne i verdensrum- 
eksperimenter. 


Kjæmpeteleskoperne paa Mount Wilson. 
Opmaaling av en umaadelig fjern stjerneverden. 
met. Kathodestraalerne fra solen og nordlyset. Birkelands 
Fotograf. bestemmelse av nordlysets höide ov. 
Röntgenstraalerne. Vidunderstoffet radium. 
Avslutning. 


Lösningen av nordlysproblemet. 


jorden. Molekyler og atomer. — 
Hvor gammel er jorden? Atomernes indre. Eftersvingningerne. 


A. Heflich i St. Michalski. 
Warszawa. 


Poradnik dla samoukôw. T. 4. Krystalografja wskazöwski metodyczne dla 


studjujacych. 
1. Kreutz, 8., Krystalografja. — 2. ZAREMBA, S., Rola przeksztalacen 
punktowych przestrzeni W krystalografji. 


Helwingsche Verlagsbuchhandlung. 


Hannover. 


MüzLer, C. H., & Prange, G., Allgemeine Mechanik. Grundlegende Ansätze 
und elementare Methoden der Mechanik des Punktes und der Punktsysteme. 
Eine Einführung für Studierende der Natur- und Ingenieur-Wissenschaften. 


a OD en mld sek. 

Einleitung. Kinemat. Grundbegriffe. Die Newtonschen Axiome u. d. 
Grundgleichungen f. d. Bewegung eines Massenpunktes. Die geführte Bewe- 
gung eines Massenpunktes u. d. Relativbewegung. Grundlagen f. d. Mechanik 
d. Massenpunktsysteme. Ansatz d. Bewegungsgleichungen u. Durchführung v. 
Integration d. Bewegungsgleichungen v. Massenpunktsystemen. Das 


Beispielen. 
Die Differentialprinzipien d. Mechanik. 


Vielkörperproblem u. d. starre Körper. 
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Hendersons. 


London. 


Soppy, F., The inversion of science and a scheme of scientific reformation. — 
DO pp. 8. 1924. 


Librairie scient. J. Hermann. 
Paris. 


Borst, E., Éléments de la théorie des probabilités. (Cours de la Faculté des 
sciences de Paris.) 3° éd., revue et augm. — VII-+226 pp. 8. 1924. 

1. Probabilités discontinues. 

Le jeu de pile ou face. Quelques définitions et quelques théorèmes. 
Formules d’approximation. Etude approfondie du jeu de pile ou face. Lois 
des grands nombres et loi des écarts. 

2. Probabilités continues. 

Définition de la probabilité géométr. Quelques probl. de probabilités 
géométr. Introd. des fonctions arbitr. Erreurs d'observation. Loi de Gauss. 

3. Probabilités des causes. 

Cas des probabilités discontinues. Problèmes statist. Cas des probabilités 
continues. Détermination des causes. 


Aug. Hirschwald. 


Berlin. 


Rusens, HEINR., Die Entwicklung der Atomistik. Festrede gehalten am Stiftungs- 
tage der Kaiser Wilhelms-Akademie für das militärärztliche Bildungswesen, 
2. Dezember 1912. — 40 pp. 8. 1913. 


8. Hirzel. 
Leipzig. 


Lenarp, P., Über Relativitätsprinzip, Äther, Gravitation. 3. Aufl. mit einem 
Zusatz, betreffend die Nauheimer Diskussion. — 44 pp. 8. 1921. 


Kegan Paul, Trench, Trubner & Co. 


London. 


Horkıns, M., Chance and error. The theory of evolution. — VII+223 pp. 
8221923. 
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Propositions. Games whose expectation is 0. Direct observations. In- 
direct observations. Statistics. Target practice. Errors in three dimensions. 
Monte Carlo. Variable chances. Sorts. Miscellaneous. 


M. Lecat. 


Louvain. 


Læcar, M. Bibliographie des déterminants à plus de deux dimensions. (Bibliogr. 
de la relativité. Appendice, Note 1.) — 16 pp. 8. 1924. 


University Press. 
Liverpool. 


The Rhind mathematical papyrus, British museum 10057 and 10058. Introd., 
transcription, transl. and commentary by T. Eric Perr. — [4]+136 pp. 
Plate A—Y. 1923. Fol. 


Macmillan & Co. 
| London. 


Beyan, G. H., Mathematical tables. — 27 pp. 8. 1922. 


Loxey, S. L., The elements of coordinate geometry. P. 2. Trilinear coordinates, 
etc. — 228 pp. 8 21925. 
Cross-ratios. Trilinear coordinates. Equations of the second degree. 
Miscell. theorems. Tangential coordinates. Recipr. polars. Projection. Inva- 
riants. 


Muir, Tuomas, The theory of determinants in the historical order of development. 
‘Vol. 4. The period 1880 to 1900. — XXXI+508 pp. 8. 1923. 


Determinants in general, 1880—1900. Text-books 1880—1900.  Deter- 
minants and linear equations, 1880—98. Axisymmetric determinants, 1880— 
97. Symmetric determinants that are not axisymmetric, 1884—97. Alternants, 
1880—99. Compound determinants, 1880—1900.  Recurrents, 1880—98. 
Wronskians, 1880—99. Jacobians, 1880—99. Skew determinants and Pffaf- 
fians, 1880—99. Orthogonants and latent roots, 1880—99. Persymmetric 
determinants, 1881—99. Bigradients, 1877—-99. Hessians, 1880—97. Circu- 
lants, 1880—99. Continuants, 1881—99. Multilineants, 1883—95. N-dimen- 
sional determinants, 1880—1900. Bordered determinants, up to 1900. Deter- 
minants having invariant factors, 1851—1900. The less common special forms, 
1880—99. 
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Nernst, W., Theoretical chemistry from the standpoint of Avogadro’s rule and 
thermodynamics. Rev. in accordance with the 8th—10th German ed. by 
DW. Copp, XX 922. pp. 18923. 


Introd. to some fundamental principles of modern investigation. Gen. 


properties of matter. Atom and molecule. Transformation of matter (the doc- 
trine of affinity, 1). Transformation of energy (the doctrine of affinity, 2). 


SOUTHALL, J. P. C., Mirrors, prisms and linses. A _ text-book of geometrical 
optics. Enlarged and rev. ed. — NIX +657 pp. 8. 1923. 


Lights and shadows. Reflection of light. Plane mirrors. Refraction of 
light. Refraction at a plane surface and also through a plate with plane 
parallel faces. Refraction through a prism. Reflection and refraction of par- 
axial rays at a spher. surface. Refraction of paraxial rays through an infini- 
tely thin lens. Change of curvature of the wave-front in reflection and refrac- 
tion. Dioptry system. Astigmatic lenses. Geometr. theory of the symmetr. 
optical instrument. Compound systems. Thick lenses and combinations of 
lenses and mirrors. Aperture and field of optical system. Optical system of 
the eye. Magnifying power of opt. instruments. Dispersion and achromatism. 
Rays of finite slope. Spher. aberration, astigmatism of oblique bundles, ete. 
Appendix: Miscellaneous notes and additions, 


Mathematical association of America, inc. 


The reorganization of mathematics in secondary education. A report by the 
national committee on mathematical requirements under the auspices of the 
Mathematical association of America, inc. — XI+652 pp., 6 appendices. 
Ba 1023: 

P. 1. General principles and recommendations. P. 2. Investigations 
conducted for the committee. 


Verlag des mathemat. Seminars der Hamburgischen Universitat. 


Hamburg. 


Hsetusuev, J., Die natürliche Geometrie. (Hamburger mathemat. Einzelschriften. 
H. 1.) = 36 pp. 81923. 
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Metzlersche Buchhandlung. 
Stuttgart. 


Hammer, E., Lehr- und Handbuch der ebenen und sphirischen Trigonometrie. 
Zum Gebrauch beim Selbstunterricht und in Schulen, besonders als Vor- 
bereitung auf Geodäsie und sphärische Astronomie. 5., durchges. u. erweit. 
Aufl. XIX 07 pore ae 

Goniometrie nebst Teilen der ebenen Trigonometrie. Trigonometrie u. 


Polygonometrie d. Ebene. Sphär. Trigonometrie. 


Milford, Oxford University Press. 
London. 
Hapamarp, J., Lectures on Cauchy’s problem in linear partial differential equa- 
Bons X Olbipp, 28%, 19204081078h: 
Gen. properties of Cauchy’s problem. The fundamental formula and the 


elementary solution. Equations with an odd number of indep. variables. 
Equations with an even number of indep. variables and the method of descent. 


Natur och Kultur. 
Stockholm. 
RENDAHL, C., & SöDERBORG, B., Populär astronomi. 2:a uppl. (Natur o. Kultur. 
2.). 150 pp #8 01923 THE 
Himlakropparnas skenb. lägen o. rör. Den histor. utveckl. av kunsk. om 


himmelsföreteelserna. Tideräkn. Jorden. Månen. Solen. Män- o. solförmör- 
kelser. Planeterna. Kometer 0. meteorer. Fixstjärnor o. nebulosor. 


STARCK, G., Materiens struktur. Nagra kapitel ur en ny vetenskap. Atomfysiken. 
168 pp SR” Mer 


Tazrovisr, Hs., Energi och entropi. (Natur o. Kultur. 21.) — 160 pp. 8. 
1923. Inb. 3:—. 
P. Noordhoff. 
Groningen. 


WEITZENBÖCK, ROLAND, Invariantentheorie. [87]+408 pp. 8. 1923. 
Allgemeines. Binäre u. ternäre Formen. Quaternäre Formen, Komplexe. 
Fundamentalsätze. Reihenentwicklung. Endlichkeitssätze. Der Invarianten- 
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körper. Aquivalenz. Diff.-Gleichungen f. Invarianten. Affine Invarianten. 
Orthogonale Invarianten. Vektor- u. Tensoralgebra. Bewegungsinvarianten. 


Invarianten v. Differentialformen. Integralinvarianten v. Differentialformen. 


University of North Carolina Press. 


HENDERSON, A., Relativity. A romance of science. (Univ. of N. Carolina exten- 
sion bulletin. Vol. 2. No. 11.) — 65 pp. 8 193. 


Introd. The world we live in. The special theory. The gen. theory. 


R. Oldenburg. 


Berlin & München. 


Lorenz, Hans, Einführung in die Elemente der höheren Mathematik und Me- 
chanik. Für den Schulgebrauch und zum Selbstunterricht. Mit 126 Abbild. 
AAC Auf N 4176 pp, oe 80923. 


Analyt. Geometrie. Differ.- u. Integralrechnung. Elemente d. Mechanik. 


Holger Schildt. 
Hälsingfors. 


HecxscHer, E. F., Nyordningen av Finlands penninevisende. — 118 pp. 8. 1923. 


Nyordningens grundvalar. Nyordningens genomförande. Efterskrift. 


0. Haering. 


Berlin. 


Archimedes’ Werke. Mit modernen Bezeichnungen hrsg. und mit einer Einleitung 
versehen von Sir THomas L. HEATH. Deutsch von F. Kurem. XII+477 pp. 
8. 1914. 
Biographisches. Handschriften. Beziehung zu seinen Vorgängern. Arith- 
metik bei Archimedes. Über die als vevosıg bekannten Problems. Kubische 
Gleichungen. Antizipationen d. Integralrechnung. Archimedes Werke. 


3—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 4 août 1924. 
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Julius Springer. 


Berlin. 


Anrens, W., Altes und Neues aus der Unterhaltungsmathematik. Mit 51 Textfig. 
— IV +206 pp. 8. 1918. 

Ein Anordnungsproblem. Die numerierten 9 Kugel. Einige Teilungsauf- 
gaben. Verschied. Möglichk., ein Geldstück zu wechseln. Ein chines.-japan. 
Ratspiel. Das Erraten gedachter Zahlen. Erraten d. Verteilung v. mehr. Ge- 
genständen unter eine entsprech. Anzahl v. Personen. Mathemat. Scherze, 
Paradoxa, Curiosa etc. etc. 


AvErRBACH, F., Entwicklungseeschichte der modernen Physik. Zugleich eine Über- 

sicht ihrer Tatsachen, Gesetze und Theorien. — VIII +344 pp. 8. 1923. 

Allgem. Teil. Allgem. u. Historisches. Methode u. Gegenstand d. Physik. 
Raum u. Zeit, Stoff, Kraft u. Energie. Thermodynamik. Konstitution d. Ma- 
terie. Bewegung, insbes. Schwingungsbewegung. Wellenbewegung. Fernwir- 
kung u. Feldtheorie Leitung. Strahlung. Strahlungsgesetze. Spektrum u. 
Materie. Zustandslehre. Relativitätstheorie. 

Spez. Teil. Starre Körper. Elastisch-feste Körper. Flüssigkeiten u. Gase. 
Schall. Wärme. Elektrizität u. Magnetismus. Licht. 

Schlussbetrachtung. Auswahl wicht. Fortschritte, ihrer Urheber u. ihrer 
Jahreszahlen. Auswahl hervorragender verstorbener Physiker mit Geburts- u. 
Todesjahr. 


Becx, Hans, Koordinatengeometrie. Bd 1. Die Ebene. Mit 47 Textabb. — 
X ekg sie tek, oF U TO: 


BERGER, ALFRED, Die Prinzipien der Lebensversicherungstechnik. T. 1. Die Ver- 
sicherung der normalen Risiken. — VII+ 244 pp. 8. 1923. 
Einleitung. Grundlegendes aus d. Versicherungsmathematik. Berechn. d. 
Tarifprämien. Berechn. d. Deckungskapitals. Ermittl. u. Verteilung d. Gewinnes. 
Berechn. d. Versicherungswerte bei vorzeitiger Vertragslösung. 


Born, M., Der Aufbau der Materie. Drei Aufsätze über moderne Atomistik u. 
Elektronentheorie. 2., verb. Aufl. Mit 37 Textabb. — VI+ 86 pp. 8. 1922. 
Das Atom. Vom mechan. Äther zur elektr. Materie. Die Brücke zwischen 

Chemie u. Physik. 


Borrriewicz, L. v., Die Iterationen. Ein Beitrag zur Wahrscheinlichkeitstheorie. 
lan den, ee el 
Syntagmatik. Grundsätzliches aus d. Wahrscheinlichkeitstheorie. Die 
Stochastik d. Iterationen. Komplikationen. Beispiele. Kritik. 
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Borrkırwıcz, L. v., Die radioaktive Strahlung als Gegenstand wahrscheinlichkeits- 
theoretischer Untersuchungen. 5 Textfig. — 85+2 pp. 8. 1913. 


CLERKE, A. M., Geschichte der Astronomie während des neunzehnten Jahrhunderts. 
Autorisierte deutsche Ausg. von H. Maser. XV+540 pp. 8. 1889. 


EGERER, Hrınz, Ingenieur-Mathematik. Lehrbuch der höheren Mathematik für 
die technischen Berufe. Bd 1. Mit 320 Textabb. und 575 vollst. gelösten 
Beispielen und Aufgaben. — VIII+503 pp. 8. 1913, Manuldruck 1923. 


Niedere Algebra u. Analysis. Lineare Gebilde d. Ebene u. d. Raumes in 
analyt. u. vektorieller Behandl. Kugelschnitte. 


—»—, Bd 2. Mit 477 Textabb. u. über 1000 vollst. gelösten Beispielen u. Auf- 
gaben. = Xi-+ 713 pp:te8:::1922: 
Differ. u. Integralrechnung. Reihen u. Gleichungen. Kurvendiskussion, 
Elemente d. Diff.-Gleichungen. Elemente d. Theorie d. Flächen u. Raumkurven. 
Maxima u. Minima. 


Einstein, A., Äther und Relativitiitstheorie. Rede gehalten am 5. Mai 1920 an 
der Reichsuniversität zu Leiden. — 15 pp. 8. 1920. 


en; Geometrie und Erfahrung. Erweit. Fassung des Festvortrages gehalten 
an der Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 27. Januar 
2a 24 Textabb. —— 20. pp:; ..8,,. 1921; 


Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. Herausg. von der Schriftleitung 
der »Naturwissenschaften». Bd. 1. 35 Abbildungen. 403 pp. 8. 1922. 
R. PRAGER: Astronomie. — H. THIRRING: Relativitätstheorie. — P. HERTZ: 
Statistische Mechanik. — R. GRAMMEL: Kritische Zustände rasch umlaufender 
Wellen. — A. EucKEn: Der Nernstsche Wärmesatz. — F. HENNING: Wärme- 
strahlung. — A. CoEHN: Kontaktpotential. — M. BODENSTEIN: Chem. Kinetik. 
— M. BoDENSTEIN: Photochemie. — F. AUERBACH: Elektrolyt. Dissoziation. — 
M. v. LAvE: Röntgenstrählenspektroskopie. — A. JOHNSEN: Kristallstruktur. — 
G. WENTZEL: Atom- und Spektraltheorie. — A. Kratzer: Bandenspektren. — P. 
PRINGSHEIM: Lichtelektr. Wirkung u. Photolumineszenz. — F. PANETH: Period. 
System d. chem. Elemente. 


Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. Hrsg. von der Schriftleitung der 
»Naturwissenschaften». Bd. 2. — 252 pp. 8. 1923. 


J. HopMANN: Beweg. d. Fixsterne. — G. SCHNAUDER: Entw. u. Stand d. 
Parallaxenforschung. — A. Koprr: Das Milchstrassensystem. — B. WANACH: 


Die Polhöhenschwankungen. — F. HENNING: Erzeugung u. Messung tiefer Tem- 
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peraturen. — J. FRANCK: Neuere Erfahr. üb. quantenhaften Energieaustausch 
bei Zusammenstössen v. Atomen u. Molekülen. — W. GERLACH: Magnetismus 
u. Atombau. — A. LANDE: Fortschritte bei Zeemaneffekt. — F. PANETH: Ub. d. 


Element 72 (Hafnium). — G. MAsInG & M. PoLANYI: Kaltreckung u. Verfestigung. 


Ewazp, P. P., Kristalle und Röntgenstrahlen. Mit 189 Abb. (Naturwissenschaftl. 
Monogr. u. Lehrbücher. Bd 6.) — IX+327 pp. 8. 1923. 

Von d. Atomtheorie. Kristallograph. Grundbegriffe. Kristallograph. Struktur- 
theorie. Interferenz. Röntgenstrahlen. Übersicht üb. d. experim. Verfahren. 
Braggsches Verfahren; Spektroskopie. Interferenz in Gittern mit Basis; Struktur- 
ermittl. aus Braggschen Aufnahmen. Die Lauemethode u. d. Bezifferung d. 
Lauebilder. Entsteh. d. Lauebilder u. d. Strukturkontrolle mit ihnen. Das 
Debye-Scherrer-Verfahren. Vollständ. Diagramme, Faserstruktur, Metallbau. Dar- 
stellung d. erforschten Strukturen. Gittergeometrie. Jonengitter; Isomorphie; 
Mischkristalle. Chem. Gesichtspunkte z. Deutung d. Kristallstrukturen. Gitter- 
kräfte u. stoffl. Eigenschaften. Noten. 


FreunvLicHh, E., Die Grundlagen der Einsteinschen Gravitationstheorie. Mit 
einem Vorwort von Alb. Einstein. 4., erweit. u. verb. Aufl. — 96 pp. 8. 
1920. 

Einl. Die spez. Rel.-Theorie als Vorstufe zu d. allgem. Rel.-Theorie. 
Zwei Forderungen prinzip. Natur bei d. mathemat. Formulierung d. Natur- 
gesetze. Zur Erfüllung d. beiden Forderungen. Prinzip. Schwierigk. d. klass. 
Mechanik. Die Einsteinsche Gravitationstheorie. Prüfung d. neuen Theorie 


durch d. Erfahrung. 


Fuxx, P., Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der Theorie 
der Baukonstruktionen. Mit 24 Textabb. — VII+84 pp. 8. 1920. 
Rechnerische Behandl. d. Diff.-Gleichungen. Graph. Behandl. d. Diff.- 
Gleichungen. Herleitung v. Diff.-Gleichungen in d. Baumechanik. 


Gauss, ©. F., Untersuchungen über höhere Arithmetik. Deutsch von H. Masmr. 
1889. XIII+695 pp. 
Übersetzung von Gauss’ Disquisitiones arithmeticae und einiger daran 
anschliessender Abhandlungen und Nachlasstücke von Gauss. 


—»—, Allgemeine Untersuchungen über die unendliche Reihe 


DOS a(a+1)8(8+1) , a(a+1)(«+2)8(8+1)(8+2) . 
EEE PR ne 











Mit Einschluss der nachgelassenen Forts. aus dem Lateinischen übers. von 
H. Simons VIL-+ 86" pp. 8) /1888; 
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Einl. Bezieh. zwischen benachb. Functionen. Kettenbrüche. Von d. Summe 
d. Reihe, wenn man das vierte Element—1 setzt, wobei zugleich einige and. 
transcendente Functionen abgehandelt werden. Bestimmung unserer Reihe durch 
eine Diff.-Gleichung 2. Ordn. 


GRAMMEL, R., Die mechanischen Beweise für die Bewegung der Erde. Mit 25 
Textabb. — [4]+71 pp. 8. 1922. 
Einleitung. Versuche auf Grund d. Schwerpunktsatzes. Versuche auf 
Grund des Flächensatzes. Versuche auf Grund des Schwungsatzes. Schluss- 
bemerkungen. 


GRIMSEHL, E., Die elektrische Glühlampe im Dienste des physikalischen Unter- 
richts. (Abhandl. z. Didaktik u. Philos. d. Naturwiss. Bd 1. H. 1.) — 
60 pp. 4. 1904. 


—»—, Experimentelle Einführung der elektromagnetischen Einheiten. (Abhandl. 
z. Didaktik u. Philos. d. Naturwiss. Bd 2. H. 2.) — 41 pp. 4. 1907. 


HeımHortzz, Herm. v., Schriften zur Erkenntnistheorie. Herausg. u. erl. von 
Pıvr Hartz’ und Mor. Scariox. — X+175 pp. 8 1921. 
Urspr. u. Bedeut. d. geometr. Axiome. Ub. d. Tatsachen, die d. Geometrie 
zugrunde liegen. Zählen u. Messen. Die Tatsachen in d. Wahrnehmung. 


Huewirz, A., Vorlesungen über allgemeine Funktionentheorie und elliptische 
Funktionen. Herausg. und ergänzt durch einen Abschnitt über geometrische 
Funktionentheorie von R. Courant. (Die Grundlehren d. mathemat. Wissen- 
schaften. Herausg. von R. Courant. Bd 3.) — XI+399 pp. 8. 1922. 

Allgem. Theorie d. Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Ellipt. 
Funktionen. Geometr. Funktionentheorie. 


Hörter, A., Zur gegenwärtigen Naturphilosophie. (Abhandl. z. Didaktik und 
Philos. d. Naturwiss. Bd 1. H. 2.) — 136 pp. 4. 1904. 


Horvatn, C. v., Raum und Zeit im Lichte der speziellen Relativitätstheorie. Ver- 
such eines synthetischen Aufbaus der speziellen Relativitätstheorie. Mit 8 
Textabb. und einem Bildnis. — 58 pp. 8. 1921. 


JacogsrHAL, W., Mondphasen, Osterrechnung und Ewiger Kalender. — VIII + 
216, HR. 8219ER 
Kongruenzen u. Reste. Berechn. d. Wochentages f. ein belieb. gegeb. 
Datum. Epakten f. d. 20 Jahrh. Epaktenrechn. f. alle Jahrhunderte. ZyKl. 
u. mittl. Mond. Fehlerabschätzung. »Mittl.» Epakte. Ableitung einer Oster- 
formel. Ausnahmefälle. Umkehrung d. Aufgabe: in welchen Jahren eines Jahrh. 
fällt Ostern auf ein gegeb. Datum?  Ostertabelle. 
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JOHANNESSON, P., Physikalische Mechanik. Mit 37 Fig. auf 2 lithogr. Tafeln. 
== 584pphws.:1900. 


KEFERSTEIN, H., Strahlengang u. Vergrösserung in optischen Instrumenten. Eine 
Einführung in die neueren optischen Theorien. (Abhandl. z. Didaktik u. 
Philos. d. Naturwiss. Bd 1. H. 5.) — 42 pp. 4. 1905. 


KERÉKJARTO, B. v., Vorlesungen über Topologie. 1. Flächentopologie. Mit 60 
Textfig. (Die Grundlehren d. mathemat. Wiss. Hrsg. v. R. Courant. Bd 8.) 
— VIII 210 pp roe 219230 
Topologie d. Ebene: Punktmengen. Kurven. Gebiete. 
Topologie d. Flächen: Polyederflächen. Offene Flächen. Abbild. v. Flächen. 
Kurvenscharen auf Flächen. 


Kreis, FELIX, Gesammelte mathematische Abhandlungen. 

Bd. 1. Liniengeometrie, Grundlegung d. Geometrie, Zum Erlanger Pro- 
gramm. Hrsg. von R. Fricke u. A. Ostrowskı. — XII+612 pp. 8. 1921. 
Bd. 2. Anschauliche Geometrie. Substitutionsgruppen u. Gleichungstheorie. 
Zur mathemat. Physik. Hrsg. von R. Frıcke u. H. Vermeiz. — VI+713 pp. 
8.111922. 

Bd 3. Ellipt. Funktionen, insbes. Modulfunktionen, hyperellipt. u. Abelsche 
Funktionen, Riemannsche Funktionentheorie u. automorphe Funktionen. 
Hrsg. von R. Fricke, H. VERMEIL u. E. BEessez-HAGEN. — IX + 774 +36 pp. 
8.1923: . 


Kossez, W., Valenzkräfte und Röntgenspektren. Zwei Aufsätze über das Elek- 
tronengebäude des Atoms. Mit 11 Abb. — {4]+70 pp. 8. 1921. 
Physikal. Natur d. Valenzkräfte. Bedeut. d. Röntgenstrahlung f. d. Er- 


forschung d. Atombaus. 


Limmer, R., Die Grundlagen der Relativitätstheorie. Populärwissenschaftlich 
dargest. 32 Textfig. — 153 pp. 8, 1921. 
Absolut u. relativ. Ein Stein fällt zur Erde. Der Weltäther. Drei Tat- 
sachen — drei Widersprüche. Eine Frage an d. Natur. Raum u. Zeit i. neuen 
Licht. Kraft u. Stoff d. Welt. Das allgem. Rel.-Prinzip. 


Laxpau, E., Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der Funk- 
tionentheorie. Mit 11 Textfig. — 110 pp. 8. 1916. 
Beschränkte Potenzreihen. Summabilität höherer Ordn. Umkehrungen d. 
Abelschen Stetigkeitssatzes. Einige Merkwürdigk. d. Verhaltens v. Potenzreihen 
auf d. Rande. Bezieh. d. Koefficienten einer Potenzreihe zu Singularitäten der 
Funktion auf d. Rande. Maximum u. Mittelwert d. absoluten Betrages einer 
analyt. Funktion auf Kreisen. Der Picardsche Ideenkreis. 
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Lippmann, EDMUND O. vos, Entstehung und Ausbreitung der Alchemie. Mit 
einem Anhange: Zur älteren Geschichte der Metalle. Hin Beitrag zur Kultur- 
geschichte. — XVI+742 pp. 8. 1919. 

Die Uberreste d. alchemist. Literatur. Die Quellen d. alchemist. Lehren. 
Chemie u. Alchemie. Die Alchemie i. Orient. Die Alchemie i. Occident. Zur 
älteren Gesch. d. Metalle. 


—»—, Beiträge zur Geschichte der Naturwissenschaften und der Technik. Mit 
2 Abb. im Text. — VIII+314 pp. 8. 1923. 


Aufsätze z. Gesch. d. Chemie. 


Lüprse, H., Beiträge zur Behandlung der elektromagnetischen Lichttheorie und 
der Lehre von den elektrischen Schwingungen. Nebst einem Anhang über 
die Geschwindigkeit der Elektrizität. (Abhandl. z. Didaktik und Philos. d. 
Naturwiss. Bd 2. H. 5.) — 120 pp. 4. 1911. 


Lupwie, W., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. T. 1—2. Das rechtwinkl. 
Zweitafelsystem. 50, 58 Textfig. — VI+135, V+134 pp. 8. 1919—22. 
Rechtwinkl. Projektion auf mehrere Risstafeln. Die Ellipse als affines Bild 

d. Kreises. Kegelschnitte. Raumkurven. 


Maperung, E., Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. (Die Grundlehren 
d. mathemat. Wissenschaften. Hrsg. von R. Courant. Bd 4.) — XII+247 
pp. 8. 1922. 

Algebra. Funktionen. Reihen. Diff.- u. Integr.-Rechnung. Diff.-Glei- 
chungen. Lineare Integralgleichungen. Variationsrechnung. Transformationen. 
Vektoranalysis. | Wahrscheinlichkeitsrechnung. Mechanik. Elektrizitätslehre. 
Relativitätstheorie. Thermodynamik. 


Mansion, Paur, Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Vom Verfasser durchgeseh. und verm. deutsche Ausg. Hrsg. von H. Maser. 

— XXI+489 pp. 8. 1892. 
Vorbemerkungen des Verfassers. Entstehung d. partiellen Differentialglei- 
chungen. Methode von Lagrange u. Pfaff. Methode von Jakobi. Methode von 


. Cauchy u. Lie. Anhänge. 


NÖöLKE, Frıepr., Das Problem der Entwicklung unseres Planetensystems. Eine 
kritische Studie. 2., völlige umgearb. Aufl. Mit einem Geleitwort von H. Jung. 
Mit 16 Textfig. — XIV+337 pp. 8. 1919. 
Einleitung. . Analyt. Teil. Synthet. Teil. 


Pascuen, F. & Gürze, R., Seriengesetze der Linienspektren. — 154 pp. 8. 1922. 


Einleitung. Serienspektren. 
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Pranck, Max, Das Wesen des Lichts. Vortrag gehalten in der Hauptversamm- 
lung der Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft am 28. Okt. 1919. 2., unveränd. Aufl. 
— 22 pp. 8281320; 


Poincaré, H., Mathematische Theorie des Lichtes. Red. von J. Bhonptn. Autor. 
deutsche Ausg. von E. GumrticH und W. JAEGER. 30 in d. Text gedr. Fig. 
— X+292 pp. 8. 1894: 


Kleine Beweg. in einem elast. Medium. — Fortpflanzung einer ebenen 
Welle. -— Interferenz. — Prinzip v. Huygens. — Beugung. — Drehung d. 
Polarisationsebene. — Dispersion. — Doppelbrechung. -— Reflexion. — Astronom. 
Aberration. 


—»—, Elektrieität und Optik. Deutsch von W. JAEGER und E. GumticH. Bd 1. 
Die Theorien von Maxwell und die elektromagnetische Lichttheorie. 39 
Textfig. VIII+248 pp. 8. 1891. — Bd 2. Die Theorien von Ampère 
und Weber. Die Theorie von Helmholtz und die Versuche von Hertz. 
19 Lexie eV Lie 222 pp. oe boo oe 


Prey, A., Marnxa, C. & Tams, E., Einführung in die Geophysik. (Naturwissen- 
schaftl. Monographien u. Lehrbücher. Bd 4.) — VIII +340 pp. 8. 1922. 


Anwendung d. Methoden d. Erdmessung auf geophys. Probleme. Von A. 
Prey. — Erdbebenwellen. Von C. Mainka. — Endogendynam. Vorginge d. Erde. 
Von E. Tams. 


Posre, Friepr., Die Zentrifugalkraft. Ein Beitrag zur Revision der Newtonschen 
Beweeungsgesetze. (Abhandl. z. Didaktik u. Philos. d. Naturwiss. Bd 2. H. 3.) 
— fell je 730 | 


PrinGsHEim, P., Fluorescenz und Phosphorescenz im Lichte der neueren Atom- 
theorie. 2., verb. Aufl. 33 Abb. — VIII+228 pp. 8. 1923. 


Einl. Resonanzstrahlung. Resonanzspektra. Bandenfluorescenz v. Dämpfen 
u. Gasen. Leuchtdauer u. Polarisation d. Fluorescenzstrahlung v. Gasen u. d. 
Einfluss magnet. Felder. Fluor. u. Phosph. fester u. flüss. Lösungen. Die Gruppe 
d. Erdalkaliphosphore. Linienfluorescenz v. Kristallen. Fluorescenz organ. 
Verbindungen. 


REICHENBACH, H., Relativitätstheorie und Erkenntnis apriori. — [5] + 110 pp. 8. 1920. 


Einl. Die v. d. spez. Rel.-Theorie behaupteten Widersprüche. Die v. d. 
allg. Rel.-Theorie behaupteten Widersprüche. Erkenntnis als Zuordnung. Zwei 
Bedeut. d. Apriori u. d. implizite Voraussetzung Kants. Widerlegung d. Kan- 
tischen Voraussetzung durch d. Rel.-Theorie. Beantw. d. krit. Frage durch d. 
wissenschaftsanalyt. Methode. Der Erkenntnisbegriff d. Rel.-Theorie als Beispiel 
d. Entw. d. Gegenstandsbegriffes. 
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Riemann, B., Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. Neu 
hrsg. u. erl. von H. Weyr. 3. Aufl. — VI+48 pp. 8. 1923. 


Rorn, W. A., & Scaeerz, K., Konstanten der Atomphysik. Unter besonderer 
Mitwirkung von E. Recener. (Sonderdruck aus Landolt-Börnstein-Roth- 
Scheel, Physikalisch-chem. Tabellen. 5. Aufl.) — 114 pp. 4. 1923. 


SCHEFFERS, G., Lehrbuch der darstellenden Geometrie in zwei Bänden. Bd 1. 
2., durchgeseh. Aufl. (Manuldruck). Mit 404 Textfig. — X+423 pp. 8. 1922. 


Senkrechte Projektion auf eine Tafel. Parallelprojektion auf eine Tafel. 
Senkrechte Projektion auf mehrere Tafeln. 


—»—, Bd 2. Mit 396 Fig. im Text. — VIII+439 pp. 8. 1920. 


Zentralprojektion od. Perspektive. Anwendungen u. Ergänzungen. 


SCHLICK, M., Raum und Zeit in der gegenwärtigen Physik. Zur Einführung in 
das Verständis der Relativitäts- und Gravitationstheorie. 4., verm. u. verb. 
la Ve ED ton 2,1992, 

Von Newton zu Einstein. Das spez. Rel.-Prinzip. Die geometr. Relati- 
vität d. Raumes. Die mathemat. Formulierung d. räuml. Relativität. Untrenn- 
bark. v. Geometrie u. Physik in d. Erfahrung. Die Relativität d. Beweg. u. ihr 
Verh. z. Trägheit u. Gravitation. Das allgem. Rel.-Postulat u. d. Massbestimm. 
d. Raum-Zeit-Kontinuums. Aufstellung u. Bedeut. d. Grundgesetzes d. neuen 
Theorie. Endlichk. d. Welt. Bezieh. z. Philos. 


Mit 67 


Schwarz, H. A., Gesammelte mathematische Abhandlungen. Bd 1. 
2. Mit 26 


Textfie. und Figurentafeln. VII+338 pp. 8. 1890. — B 
Textfig. ‘VIII+370 pp. 8. 1890. 


d 
d 


Mathematische Abhandlungen Hermann Amandus Schwarz zu seinem fünfzig- 
jährigen Doktorjubilium am 6. August 1914 gewidmet von Freunden und 
Schülern. Mit dem Bildnis von H. A. Schwarz und 53 Fig. im Text. 1914. 
VIIT+451 pp. 8. 1914. 


SIEMENS, WERNER, Wissenschaftliche und technische Arbeiten. 2. Aufl. Bd 1. 
VIII on bd. Set 601 pD.1.408,.,. 1859-91: 


Speiser, A., Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung mit Anwendungen 
auf algebraische Zahlen und Gleichungen sowie auf die Kristallographie. 


4— 2454. Acta mathematica. 45. Imprime le 4 août 1924. 
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(Die Grundlehren der mathemat. Wissenschaften. Herausg. von R. Courant. 
Bd 5.) HN ILI+#194 pp: 38.019238; 


Grundlagen. Normalteiler u. Faktorgruppen. Abelsche Gruppen. Konju- 
gierte Untergruppen. Sylowgruppen u. p-Gruppen. Kristallograph. Gruppen. 
Permutationsgruppen. Automorphismen. Monomiale Gruppen. Darstell. d. Gruppen 
durch lineare homogene Substitutionen. Gruppencharaktere. Anwendungen d. 
Theorie d. Gruppencharaktere. Arithmet. Untersuch. üb. Substitutionsgruppen. 
Gruppen v. gegebenem Grade. Gleichungstheorie. 


STRÖMGREN, Enis, Astronomische Miniaturen. Aus dem Schwedischen übers. von 
K. F. BortLiseer. Mit 14 Abb. — 87 pp. 8. 1922. 


Stellung d. Menschen i. Weltall. Die Kometen. Die Sonne. Ein Kalender- 


problem. Grundbegriffe d. modernen Stellarastronomie. Michelsons Methode 
z. Messung kleiner Winkelabstände am Himmel. Scylla u. Charybdis. 


THIRRING, Hans, Die Idee der Relativitätstheorie. 2., durchges. u. verb. Aufl. 
8..Textabb.,— 172. pp 8.41922. 


Spez. Rel.-Theorie. Allgem. Rel.-Theorie. 


WEBER, WILHELM, Werke. Herausg. von der Konigl. Gesellschaft der Wissen- 

schaften zu Göttingen. Bd 1—6. 

1. Akustik, Mechanik, Optik u. Wärmelehre. Besorgt durch W. Voigt. 
VAI 600 pp: X TI leat ged B92; 

2. Magnetismus. Besorgt durch E. Riecke. — VIII+380 pp., X Taf. 
1892. ; 

3—4. Galvanismus u. Elektrodynamik. Besorgt durch Heinr. Weber. 
Th..1. , X11+676.pp., 1, Taf: 21893, —STh. 2. XLV GS8/DD DDR 

5. Wellenlehre. Besorgt durch E. Riecke. — XXX+433 pp., XVIII 
Taf. „1893, 

6. Mechanik d. menschl. Gehwerkzeuge. Besorgt durch F. Merkel u. Otto 
Fischer, — 'XXIV +326 pp., XVII Taf. 1894, 


Weterstrrass, K., Formeln u. Lehrsätze zum Gebrauche der ellipt. Functionen. 
Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn K. W. bearb. u. herausg. 
von H. A. Scuwarz. 2. Ausg. Abth. 1. — XII+96 pp. 4. 1898. 


Weınstein, B., Handbuch der physikalischen Maassbestimmungen. 


Bd 1. Die Beobachtungsfehler, ihre rechnerische Ausgleichung u. Unter- 
suchung. — XX+524 pp. 8. 1886. 

Bd 2. Einheiten u. Dimensionen, Messungen f. Längen, Massen, Volumina 
u. Dichtigkeiten. — XII+552 pp. 8. 1888. 
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WERKMEISTER, P., Das Entwerfen von graphischen Rechentafeln (Nomographie). 
Mit 164 Textabb. — VIII+194 pp. 8. 1923. 

Tafeln f. Funktionen v. einer Veränderlichen od. f. Gleichungen mit zwei 

Veränderlichen. Tafeln f. Funktionen v. zwei Veränderlichen od. f. Gleichungen 

mit drei Veränderlichen. Tafeln f. Gleichungen mit mehr als drei Veränderlichen. 


Weyı, Hermann, Raum, Zeit, Materie. Vorlesungen über allgemeine Relativi- 
tätstheorie. 5., umgearb. Aufl. Mit 23 Textfig. — VIII+338 pp. 8. 1923. 


Der euklid. Raum. Das metr. Kontinuum. Relativität von Raum u. Zeit. 
Allgem. Relativitätstheorie. 


—»—, Mathematische Analyse des Raumproblems. Vorlesungen gehalten in 
Barcelona und Madrid. Mit 8 Abb. — VII+117 pp. 8. 1923. 


Ein]. Infinitesimalgeom. Gruppentheoret. Analyse d. Raumproblems. 
Zusätze. 


B. G. Teubner. 
Leipzig & Berlin. 


EuLer, L., Opera omnia. Sub auspiciis Societatis scientiarum naturalium Helveticae 
edenda curaverunt F. Runıo, A. Krazer, A. SPEISER, L. G. Du Pasquier. 
Ser. 1. Opera mathematica. Vol. 7. Commentationes algebraicae ad theo- 
riam combinationum et probabilitatum pertinentes. Ed. L. G. Du Pasquier. 
pV i O80 ip pat 1923. — Schw; Br. 25:—. 


SALMON— FIEDLER, Analytische Geometrie des Raumes. Unter Mitw. von A. BRILL 
neu hrsg. von K. Kommerru. T. 1. Die Elemente und die Theorie der 
Flächen zweiter Ordnung. Mit 48+23 Fig. 5 Aufl. — X+612 pp. 8. 
19222378 Keri. Lit: 

Das Koordinatensystem, Ebene u. Gerade. Plückersche Ebenkoordinaten. 
Dualitatsprinzip. Der unendlich ferne Kugelkreis. Erzeugung d. Flächen. 
Übersicht üb. d. verschied. Formen v. Flächen 2. Ordn. Allgem. Eigensch. 
d. Flächen 2. Ordn. Quadrat. Formen. Invarianten. Klassif. d. Flächen 2. 
Ordn. Ableitung v. Eigensch. d. Flächen 2. Ordn. aus besond. Formen ihrer 
Gleichungen. Tetraederkoordinaten. Projektive Verwandtschaft. Linienkoor- 
dinaten. Verwandtschaft d. Flächen 2. Ordn. Raumkurven 3. Ordn. Das Flä- 
chenbüschel 2. Ordn. Kegel 2. Ordn. u. sphär. Kegelschnitte. Die Theorie 
d. Elementarteiler. Invarianten u. Kovarianten d. Flächen 2. Ordn. Projektive 
Massbestimmung i. Raume. 


WEBER, HEINE., Arithmetik, Algebra und Analysis. Mit 26 Fig. im Text. 
4. Aufl, neubearb. von Paun Ersteın. (Weber-Wellstein, Enzyklopädie 
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der Elementarmathematik. Ein Handbuch für Lehrer und Studierende.) — 
XVL+508pp 37871922 

1. Arithmetik: Elementare Mengenlehre. Natürl. Zahlen. Addition, 
Multipl., Subtr. Die ganzen Zahlen. Division. Rationale Zahlen. Irrationale 
Zahlen. Messbare Grössen. Verhältn. u. Proportionen. Potenzen u. Logarithmen. 
Komplexe Zahlen. Kombinatorik. Binom. u. polynom. Lehrsatz. Arithmet. 
Reihen. Zahlenkongruenzen. Potenzreste. Quadrat. Reste. Quadrat. Formen. 
Quadrat. Irrationalzahlen. Period. Kettenbrüche. 

2. Algebra: Gleichungen 1. Grades. Determinanten. Quadrat., kubische 
u. biquadrat. Gleich. Ganze Funktionen. Symmetr. Funktionen. Invarianten 
v. Permutationsgruppen. Auflösung numer. Gleichungen durch Näherung. Kreis- 
teilung. Unmöglichkeitsbeweise. 

3. Analysis: Unendl. Reihen. Potenzreihen. Die Binomialreihe Die 
Exponentialfunktion u. d. trigonometr. Funktionen. Der natürl. Logarithmus 
u. d. zyklometr. Funktionen. Trigonometr. Reihen. Produktdarst. für x. Die 
Potenzsummen £ (27). Die Eulersche Konstante. Transzendenz v. e u. x. 


Theosoph. Verlagshaus. 
Leipzig. 


SEBOTTENDORF, Rup. v., Sterntafeln (Ephemeriden) von 1838 bis 1922 und Häuser- 
tabellen 2° bis 40°. Perioden- und Berechnungstafeln für jede gegebene 
Zeit. Tafeln für Bereehnung der Sonnen- und Mondfinsternisse. (Astrolo- 
gische Bibliothek. 16.) — 334 pp. 8. Brosch. Mk. 6:— 


—»—, Praktischer Lehrgang zur Horoskopie nebst Deklinationen der Wandel- 
sterne von 1851—1923.’— 246 pp. 8.' "Brösch. Mk? 6: 
Univ.-boktrykkeriet. 
Köbenhavn. 
STROMGREN, E., Tre Aartier celest Mekanik paa Köbenhavns Observatorium. 
(Universitetets Festskrift, Nov. 1923.) — 71 pp. 4. 1923. 
Librairie Vuibert. 
Paris. 
GANDILLOT, M. L’illusion d’Einstein. — 17 pp. 8. 1923. 


GRANVILLE, W. A., Éléments de calcul différentiel et integral. (Edition revue.) 
En collaboration pour l'édition avec Percry F. SmitH. Trad. de l'anglais 
par A. A. M. Sannin. — VII+548 pp. 8. 1924. 
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Calcul différentiel: Recueil de formules. Variables et fonctions. Théorie 
des limites. Différentiation. Règles pour différentier les formes élémentaires 
class. Applic. simples de la dérivée. Differentiation successive. Maxima et 
minima. Points d'inflexion. Tracé des courbes.  Différentielles. Le temps con- 
sidéré comme nouv. variable. Changement de variable. Courbure. Rayon de 
courbure. Théorème de la moyenne. Formes indéterminées. Cercle de courbure. : 
Centre de courbure. Différentiation partielle. Enveloppes. Séries. Développe- 
ment des fonctions. Asymptotes. Points singuliers. Applications à la géométrie 
dans l’espace. Courbes de référence. 

Calcul intégral: Intégration. Règles pour intégrer les formes élémentaires 
class. Constante d'intégration. L'intégrale définie. Integration des fractions 
rationnelles. Intégration par substitution d’une nouv. variable. Rationalisation. 
Intégration par parties. Formules de réduction. L'intégration définie comme 
opération de sommation. Intégration successive et partielle. Équations diffé- 
rentielles ordinaires. Integraphe. Integration approchée. Table d’integrales. 


Nicola Zanichelli. 
Bologna. 


Borrozorri, E., Lezioni di geometria analitica. Vol. 1. XXXIX +382 pp. — 
Vore2 420 pp, 8.1925. 

1. Punti, rette e piani. 

Coordinate nelle forme di prima specie. Punti e rette nel piano. Punti 
piani e rette nello spazio. 

2. Le coniche. 

Tangenti e polari. Proprietà diametr. Studio delle proprietà delle coniche 
sulle loro equazioni norm. Proprietä focali delle coniche. Fasci e schiere di 
coniche. Appendice. Proiettivitä fra forme di 2* e di 3° specie. 

Omografie. Correlazioni. 

3. Le quadriche. 

Superficie e linee dello spazio. Equazione gen. delle quadriche. Polarità 
definita da una quadrica. Proprietä diametr. delle quadriche. Studio delle 
quadriche sulle loro equazioni norm. 

4. Elementi della teoria gen. delle curve e delle superficie. 

Curve piane. Curve nello spazio. Superficie. 


Divers. 


Duscuarmes, R. Bibliographie des travaux scientifiques (sciences mathematiques, 
physiques et naturelles) publ. par les sociétés savantes de la France dressée 
sous les auspices du Ministère de l'instruction publique. — VII+ 235 pp. 
4, 1922. 
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Akademische Verlagsgesellschaft. 
Leipzig. 


Hecke, Ericu, Vorlesungen über die Theorie der algebraischen Zahlen. — VIII 
+264 pp. 8. 1923. 
Elemente d. rationalen Zahlentheorie. Abelsche Gruppen. Abelsche 
Gruppen in d. rationalen Zahlentheorie. Algebra d. Zahlkörper. Allgem. 
Arithm. d. Zahlkörper. Einführung transzendenter Hilfsmittel in d. Arithm. 
d. Zahlkôrper. Der quadrat. Zahlkörper. D. quadrat. Reziprozitätsgesetz in 
belieb. algebr. Zahlkörpern. 


Felix Alcan. 
Paris. 


JARRE, V., Dualité de la matière. Essai sur le mécanisme du renouvellement des 
mondes. — 304 pp. 8. 1923. 10 fr. 

Anc. théories de la matière. Théorie électr. de la mat. Mat. non com- 
pensée. Mat. compensée. Mat. associée. Propriétés physico-chim. des corps. 
Propr. électro-magn. Énergies. Soleils et systèmes solaires. Rotation de la 
terre sur son axe. Voie centrifuge. Formation des planètes. Constit. des 
planètes. Le mouvement et la vie sur les planètes. Variations météorol. La 
vie, l'espèce et la race. La race. Durée des planètes. Fin des planètes. 


Parnzevé, P., Borez, E. & Mauraix, Ou., L'aviation. (Nouv. coll. scientif.) — 
VIIT308 pp 8"41925. 1-10 fr. 

Historique de l'aviation. Le vol des oiseaux. Les orthoptères et les héli- 
coptères. Aéroplanes sans moteur: cerfs-volants et planeurs. L’aéroplane. La 
manœuvre de l’aéropl. Le rôle de l'angle d'attaque. L'avenir de l’aéropl. 
Records et concours. Les recherches aérotechn. Théor. de l’aéropl. Quelqnes 
principes élém. de mécanique. 


1— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 3 février 1925. 


2 Bibliographie. 


Aschehoug & Co. 


Kristiania. 


GULDBERG, ALF, Sandsynlighets-regningens og forsikrings-matematikkens elementer. 
Forelæsninger for statsokonomiske studerende. 2. utg. — 188 pp. 8. 1922. 


Sandsynl.-regningens elem. Rente. Dodeligh. Forsikr. paa ett liv. Aarl. 
premier for de vigtigste forsikr. paa ett liv. Forsikr. paa to liv. Bruttopræ- 
mie og tilbakebetaling.  Præmiereserve. Aarsopgjor og gevinst. Histor. be- 
merkn. Tabeller. 


Liz, S., Gesammelte Abhandlungen... — Samlede avhandlinger. Ved bevilgning 
fra statens forskningsfond av 1919 og med understôttelse av Videnskaps- 
selskapet i Kristiania og Videnskapernes akademi i Leipzig utg. av Norsk 
matematisk forening ved F. Enser, P. Heraaarp. Bd. 5. Abhandl. üb. 
d. Theorie d. Transformationsgruppen. Abt. 1. Herausg. von F. ENGEL. 
IN 110 DD oO, re 


J. A. Barth. 
Leipzig. 
Dixézer, Hugo, Die Grundgedanken der Machschen Philosophie mit Erstver- 
öffentlichungen aus seinen wissenschaftlichen Tagebüchern. — 106 pp. 8. 
1924. G. M. 3.—. 


Einfluss äusserer Umstände auf Entwickl. d. Machschen Denkens. Machs 
allgem. Einstellung zu seinen Problemen. Machs Verhältnis z. Apriori. Machs 
Sensualismus u. Empirismus. Ernst Mach u. d. Relativität. Aus Machs wissen- 
schaftl. Tagebüchern. 


Mıcn, E., Populär-wissenschaftliche Vorlesungen. 5., verm. und durchgeseh. 
Aufl. Mit 77 Abb. im Text und 7 Taf. — X+628 pp. 8. 1923. 


Gestalten d. Flüssigk. Die Corti’schen Fasern d. Ohres. Erklär. d. Har- 
monie. Zur Gesch. d. Akustik. Geschwindigk. d. Lichtes. Wozu hat die 
Mensch zwei Augen? Die Symmetrie. Bemerk. z. Lehre v. räuml. Sehen. 
Wissenschaftl. Anwend. d. Photogr. u. Stereoskopie. Grundbegriffe d. Elektro- 
statik. Prinzip d. Erhaltung d. Energie. Ökonom. Natur d. physikal. Forschung. 
Umbildung u. Anpassung im naturwiss. Denken. Prinzip d. Vergleichung in 
d. Physik. Einfluss zufälliger Umstände auf d. Entwickl. v. Erfindungen u. 
Entdeck. etc. etc. | 


E. Birscher Aktiengesellschaft. 
Bern und Leipzig. 


STRASSER, H., Die Transformationsformeln von Lorentz und die »Transformations- 
formeln» der Einsteinschen speziellen Relativitätstheorie. — 31 pp. 8. 1924. 
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A. Blanchard. 
Paris. 
Forestier, A., L'énergie rayonnante. Tableaux synoptiques de l'échelle des 
longueurs d'onde et des principales caractéristiques du rayonnement électro- 
magnétique avec un résumé des théories actuelles. Préf. de Marcer Bont. 


— 58 pp. 8. 1923. 14 fr. 


REYMOND, Arnoup, Histoire des sciences exactes et naturelles dans l'antiquité 
gréco-romaine. Exposé sommaire des écoles et des principes. Avec une 
pref. de M. L. Brunscuvice. — VIII+238 pp. 8. 1924. 12 fr. 

Introd.: L'Egypte et la Chaldée. La science grecque et romaine: Aperçu 
histor. et sources. Les principes et les méthodes: Les sciences math. Astro- 
nomie. La mécanique. Sciences chim. et naturelles. 


Fratelli Bocca. 


Torino. 


Naruccı, ALPINOLO, Il concetto di numero e le sue estensioni. Studi storico- 
critici intorno ai fondamenti dell’ aritmetica generale con oltre 700 indica- 
zioni bibliografiche. — VIII+474 pp. 8. 1923. 

Introd. storica. Teorie sintetiche. Teorie analitiche. Teorie logico-for- 
mali. Critica e metodologia. 


Vıvons, G., Valore e limiti dell’ indocrinologia nello studio del delinquente. Con 
Prei 0 NSP ENDS VIII 125 pp. 8. 1923. 


Gebrüder Borntraeger. 


Berlin. 


SCHOENFLIES, A., Theorie der Kristallstruktur. Ein Lehrbuch. Mit 257 in d. 
Text oedr. Fig. — XIT+555 pp. 8. 1923. 

Beweg. u. Umlegungen. Rechnen mit Operationen. Die einfachsten Ty- 
pen d. Operationen. Hilfssätze üb. Operationen 1 u. 2. Art. Der Gruppenbe- 
griff u. d. Kristallklassen mit blosser Achsensymmetrie. Die Gruppen u. Kristall- 
klassen 2. Art. Koordinaten d. gleichwert. Punkte. Punktreihen, Punktnetze, 
Punktgitter. Symmetr. Punktnetze u. Punktgitter. Strukturtheorien u. d. 
mathemat. Problemstellung. Nachweis d. kristallograph. Grundgesetze. Allgem. 
Sätze üb. Raumgruppen. Raumgruppen v. triklinen u. monoklinen Typus. 
Raumgruppen v. rhombischen Typus. Raumgruppen v. rhomboedrischen Typus. 
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Raumgruppen v. tetragonalen Typus. 
Raumgruppen v. kubischen Typus. 
u. Beispiele. 


Raumgruppen v. hexagonalen Typus. 
Raumteilung u. Kugelpackung. Anwend. 


G. Braun. 


Karlsruhe. 


Driescu, Hans, Relativitätstheorie und Philosophie. (Wissen u. Wirken. Bd. 14.) 
u A ale VAN 


University of Calcutta. 


BHATTACHARYYA, DURGAPRASANNA, Vector calculus. Griffith prize thesis, 1918. 
(University studies series.) — (4)+90 pp. 8. 1920. 

1. Continuity: differentiation of a vector function of a scalar variable. 

Integrals. The gradient of a scalar function. The linear vector function. 


Differ. calculus of vector functions. Integration theorems. 


2. Steady motion of a solid under no forces in liquid extending to 


infinity. 


Ray, PRAFULLA CHANDRA, Organic thio-compounds with special reference to 


tautomeric changes and the formation of polysulphonium derivatives. P. 1. 
sata Oi pp 4463819 19; 


Cambridge University Press. 


CAMPBELL,, Norman Roßert, Modern electrical theory. Supplementary chapters. 
Chapter XVII. The structure of the atom. — VI+161 pp. 8. 1923. 10/-. 


Introd. The nucleus. The extra-nuclear electrons. Combinations of atoms. 


Harpy, G. H., Orders of infinity. The »Infinitärcaleül» of Paul du Bois-Reymond. 
2d ed. (Cambridge tracts in mathematics and mathematical physics. No. 12.) 

u JA Dhs nl IPA 
Introd. Scales of infinity in gen. 


Logarithmico-exponential scales: the 
fundamental theorems. 


Spec. problems connected with logarithmico-exponential 
scales. Differentiation and integration. Applications. 


Hogson, E. W., The domain of natural science. The Gifford lectures delivered 
in the University of Aberdeen in 1921 and 1922. — XVI+510 pp. 8. 1923. 


Introduction. Scientific laws and theories. Natural science in relation to 
philosophy. Causation! and deterministic systems. Number and its develop- 
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ments. Time and space. Corpuscular theories of matter. Dynamics. Conser- 
vation of matter and energy. Mechan. theories and thermodynamics. Elec- 
tricity, magnetism, and light. Constitution of matter. Cosmical theories. 
Kinstein’s theory of relativity. Biolog. science. The living organism. Heredity. 
Evolution of species. Natural science and gen. thought. Natural science and 
theism. Index. 


Kine, Louis V., On the direct numerical calculation of elliptic functions and 
integrals. — VIII+42 pp. 8. 1924. 3/6. 


Histor. note on Landen’s transformation & the various scales of moduli 
& amplitudes. On the scale of arithmetico-geometr. means. Landen’s scale of 
increasing amplitudes. The hyperbolic scale of increasing amplitudes. Gauss’ 
scale of increasing amplitudes. Landen’s scale of decreasing amplitudes. The 
hyperbolic scale of decreasing amplitudes. On the numer. computation of the 
third elliptic integral. Note on the calculation of the third elliptic integral 
in terms of the complementary A. G. M. scale. 


Lams, Horace, Hydrodynamics. 5th ed. XVI+687 pp. 8. 1924. 45/-. 


The equations of motion. Integration of the equations in special cases. 
Irrotational motion. Motion of a liquid in two dimensions. Irrotational motion 
of a liquid: problems in three dimensions. On the motion of solids through 
a liquid: dynam. theory. Vortex motion. Tidal waves. Surface waves. 
Wawes of expansion. Viscosity. Rotating masses of liquid. 


Warp, JAMES, A study of Kant. — VII+206 pp. 8. 1922. 12/6. 


The man: his nature & nurture. Early interest in phys. probl. First 
philosoph. work... Short treatises with an empir. trend. The inaugural diss. 
Transition from the Diss. to the Critique. »Kritik d. reinen Vernunft.» Kant 
as the Copernicus of epistemology. Fundam. principles of the pure under- 
standing. The Copernican standpoint not sustained. What remains. Kant's 
system a philosoph. anthropomorphism. The Critique of the judgment. The 
æsthet. judgment. The teleolog judgment. Teleology and theology. Summary. 
The doctrine of inner sense. Kant’s treatment of the resulting problem. The 
idea of freedom. Dualism of theoret. & pract. reason. The concrete indivi- 
dual. Religion within the bounds of mere reason. Man's native capacities. 
Human nature as radically bad. 


WHETHAM, WILLIAM Ceciz Dampier, The theory of experimental electricity. 
3d ed. — XI+349 pp. 8. 1923. 12/6. 


Gen. principles of electrostatics. Some theorems of electrostatics. The 
dielectric medium. Magnetism. The electric current. Thermo-electricity. 
Electromagnetic induction. Electr. units. Electromagn. waves. Electrolysis. 
Conduction of electricity through gases. Radio-activity. 
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Carnegie Institution of Washington. 


Drcxson, L. E., History of the theory of numbers. Vol. 3. Quadratic and 
higher forms. With a chapter on the class number by G. H. Cresse. (Carn. 
Inst. of Wash. Publ. No. 256.) — IV+313 pp. 8. 1923. 


Reduction and equivalence of binary quadratic forms, representation of 
integers. Composition of binary quadratic forms. Orders and genera; their 
composition. Number of classes of binary quadratic forms with integral coeffi- 
cients. Quadratic forms in n variables. Binary cubic forms. Cubic forms in 
three or more variables. Forms of degre n24. Congruencial theory of forms. 


»Cartea Romaneasca» 8. A. 
Bucarest. 
Muica, I., Théorème de Fermat. 4° ed. 8 pp. 8. 1924. 


Circolo matematico di Catania. 


Picoxe, M., Lezioni di analisi infinitesimale. Vol. 1: P. 1—2. La derivazione e 
lintegrazione. (Pubblicazioni del Circolo matematico di Catania.) — XI+ 
142 pp. 8. 1923. 


Insiemi ordinati di operazioni. Limiti per una variabile. Insiemi di punti. 
Funzioni. Derivate e differenziali per le funzioni di una variabile reale. Deri- 
vate e differenziali per le funzioni di due o più variabili reali. Calcolo della 
funzioni. Funzioni implicite. Cambiamento delle variabili. Massimi e minimi. 
Estensione degli insiemi di punti. Integrali delle funzioni. Sulle funzioni di 
dominio. Integrali definiti e indefiniti. Calcolo numerico degli integrali defi- 
niti. Integrali curvilinei. Calcolo degli integrali nel piano. Integrali super- 
ficiali. Sul calcolo degli integrali nello spazio. | 


Librairie ancienne Honoré Champion. 
Paris. 


Recueil d'études égyptologiques dédiées à la mémoire de JEAN Francois CHAM- 
POLLION à l'occasion du centenaire de la lettre à M. Dacier relative à l’al- 
phabet des hiéroglyphes phonétiques lue à l’Academie des inscriptions et 
belles-lettres le 27 septembre 1822. Ouvrage illustré de 16 planches hors 
texte. (Bibliothèque de l'École des hautes études... Sciences historiques 
et philologiques. Fasc. 234.) — III+788 pp. 8. 1922. 


Pp. 467—482: G. JÉQUIER: Le système numérique en égyptien. 


«I 
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Chapman & Hall, Ltd. 


London. 


ForsyrH, C. H., An introduction to the mathematical analysis of statistics. — 
VIII+241 pp. 8. 1924. 11/6. 
Errors & numer. computation. Finite differences. Interpolation. Gamma 
& Beta functions. Probability. Averages & aids in their computation. Mo- 
ments. The normal curve. The binomial (y+q)". Statist. series. Correla- 
tion theory. 


Putnam, T. M., Mathematical theory of finance. — VII+117 pp. 8. 1923. 8/6. 
Interest. Annuities. Amortization-sinking funds. Bonds. Probability. 
_ Life annuities. Elementary principles of life insurance. 


Clarendon Press. 
Oxford. 


Coouiper. JuLıan Lower, The geometry of the complex domain. — 242 pp. 
8. 1924. 
Representation of the binary domain. Geometry of the binary domain. 
Repres. of points of a curve. Repres. of points of a plane. The ternary 
domain, algebraic theory. Differential geometry of the plane. Three-dimen- 
sional complex space. The von Staudt theory. 


Armand Colin. 
Paris. 


JoziBois, PIERRE, Les méthodes actuelles de la chimie. (Collection Armand 
Colin (Section de chimie). N:o 37.) — VI+198 pp. 8. 1923. 6 fr. 

Principaux facteurs des réactions. Le fractionnement. L'élément. Le 

corps pur. Phénomènes de solubilité. La réaction chim. La synthèse chim. 


Pıcarr, Luc, Astronomie générale. (Collection Armand Colin (Section de mathé- 
matiques). N:o 50.) — VI+188 pp. 8. 1924. 6 fr. 

Le ciel étoilé. Astronomie spher. Determ. des distances angul. Instru- 
ments, procédés d’observ. Corrections des observ. Astron. stellaire. Mouvem. 
du soleil. Temps. Mouvement des planètes. Gravitation. Orbites. La lune. 
Eclipses. Parallaxe du soleil. Origine du monde solaire. 
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Rovcn, J., L’atmosphere et la prévision du temps. (Collection Armand Colin 
(Section de physique). N:o 36.) — 204 pp. 8. 1923. 6 fr. 


Les procédés d'observation. Les résultats. Les applications. 


Deighton, Bell & Co. 
Cambridge. 


VALIRON, GEORGES, Lectures on the general theory of integral functions. Transl. 
by E. F. Corzınswoon. — XI+208 pp. 8. 1923. 7/6. 
Prelim. notions. The funct. Mr) and the coeff. in the expansion of 
f(z). The zeros of funct. of finite order and Borel’s theorem. On the values 
assumed by an integral funct. in the neighbourhood of points of maximum 
modulus. Asymptotic values and paths of determination. Generalisations of 
Picard’s theorem. 


Societa Ed. Dante Alighieri. 


Roma. 


CastELNuovo, Gurpo, Lezioni di geometria analitica. Geometria analitica del 
plano e dello spazio. I concetti fondamentali della geometria proiettiva. 
Curve e superficie di secondo ordine. 5? ed. — VIII+605 pp. 1922. L. 35. 


1. Geom. analit. del piano. Relazioni di posizione fra punti e rette. 
Trasform. delle coord. Punti e rette immagin. Rappres. anal. delle curve 
plane. Il cerchio ed altre curve particolari. 

2. Geom. anal. dello spazio. Relaz. di posiz. tra punti, rette e piani. Dis- 
tanze, angoli, aree, volumi. Trasform. delle coordinate. Rappres. anal. delle 
superficie e delle linee nello spazio. 

3. I concetti fondam. della geom. proiett. Elem. impropri. Coord. omogenee 
di punti, rette e piani. Il birapporto di quattro elementi. Proiettività tra due 
forme di prima specie. Involuzione sopra una forma di prima specie. Proietti- 
vita tra forme di seconda specie. Proiettività fra due spazi. 

4. Curve di secondo ord. Polaritä defin. dalla curva. Costr. di coniche. 
Teoremi di Bascal, Brianchon, Desargues. Propr. diam. Forme ridotte delle 
equaz. delle coniche. Propr. focali delle coniche. Trasform. di una conica medi- 
ante una collineazione. 

5. Superficie di secondo ord. Polaritä defin. dalla superficie. Rette di una 
quadr. Generaz. delle quadr. rigate. Fasci e schiere di quadriche. Proprietä 
diam. Equaz. ridotte delle quadr. Sezioni circolari. Quadr. confocali. App. 
Sui probl. geom. Raccolta di alcune formole di geom. anal. 
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Franz Deuticke. 
Leipzig und Wien. 


Herz, Norperr, Allgemeine Theorie zentrierter Linzensysteme. — IV +67 PP. 
8. 1924. 


Gaston Doin. 


Paris. 


YERMOLOFF, NICOLAS, Y a-t-il continuité dans le monde physique? — X +48 pp. 
Bu Tor fre OÙ: 


Ferd. Dümmlers Verlagsbuchhandlung. 


STRACKE, G., Genäherte Störungs-Rechnung und Bahnverbesserung. (Veröffent- 
lichungen des Astronomischen Rechen-Instituts zu Berlin. N:o 44.) — 31 pp. 
8. 1924. 


J. Engelhorns Nachf. 
Stuttgart. 


Gragrz, L., Die Äther und die Relativitätstheorie. 6 Vorträge. Mit 19 Abb. 
80 appan8s 01923: 

Der Äther in d. Physik als Vermittler d. Lichts u. d. scheinbaren Fern- 
kräfte. Die Quanten d. Energie. Bewegung d. Körper i. Äther. Die spez. 
Relativitätstheorie. Folgerungen aus d. spez. Relativitätstheorie. Trägheit d. 
Energie. Trägheit u. Gravitation. Verallgemeinerte Relativitätstheorie. 


Librairie de l’enseignement techn. L. Eyrolles, editeur. 


Paris. 


Vessiot, E., & Moxrez, P., Cours de mathématiques générales professé à la 
Faculté des sciences de Paris en 1919—20. P. 1. Éléments d'algébre, de 
calcul différentiel et de géométrie analytique par E. VEssiot. 2° éd., revue 
et augm. — XV+504 pp. 8. 1924. P. 2. Éléments de calcul intégral, 
par E. Vzssıor. Éléments de mécanique, par P. MontEL. 582 pp. 8. 1921. 

P. 1. Généralités sur les fonctions et les limites. La notion de continuité. 
La notion de puissance. Les fonctions x”, a”, logax. Séries. Dérivées. Fonc- 
tions trigonométr. inverses et fonctions hyberbol. Prem. applic. des dérivées. 
Comparaison des infiniment petits et des infiniment grands. Formules de Mac- 


2—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 3 février 1925. 
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Laurin et de Taylor. Représentation des fonctions par des séries entières. 
Étude de la variation des fonctions. Dérivées partielles. Différentielles. Fonc- 
tions de plusieurs variables. Notions de géométrie analyt. plane. Applic. du 
calcul différ. Notions de géométrie analyt. à trois dimensions. Suite des 
applic. du calcul différ. Nombres complexes. 

P. 2. Éléments de calcul intégral: Intégrales indéfinies. Équations différ. 
du premier ordre; du second ordre. Systèmes d'équations différ. Integrales 
définies. Intégrales multiples.  Intégrales définies fonctions d'un paramètre. 
Équations aux dérivées partielles. Probabilités des erreurs. 

Éléments de mécanique: Cinématique. Dynamique du point. Statique. 


Dynamique des systèmes. 


Feuer-Verlag. 
Leipzig. 
Marut, Franz, Karl Friedrich Gauss. (Die Sammlung Meister, Bd. 12.) — 
32 pp. 8. 


Benno Filser. 
Augsburg. 
GEIGER, Morirz, Systematische Axiomatik der euklidischen Geometrie. — XXIII 
+271 pp. 8: 1924. 
1. Das Problem u. d. Methode. 
Wesensaxiomatik. Die systemat. Axiomatik. 
2. Durchführung d. systemat. Axiomatik. 
Axiome d. Elementensetzung. Axiome d. Ineinanderliegens. Die ausschliessen- 
den Axiome d. Ineinanderliegens. Deduktion d. Axiome d. J-Relation. Axiome 
d. Anordnung. Axiome d. Massbeziehung. 


KEPLER, J., Mysterium cosmographicum. Das Weltgeheimnis. Übers. und eingel. 
von Max Caspar. — XXXI+150 pp. 8.. 1923. 


Gads Forlag. 
Kobenhavn. 


STEFFENSEN, J. F., Matematisk lagttagelseslere. — 268 pp. 8. 1923. 
Fejllove. Udjævning. - Sandsynlighedsregning. Tillæg. 
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Gauthier-Villars & Cie. 


Paris. 


Cartan, E., Sur les variétés à connexion affine et la théorie de la relativité gene- 
ralisée. P. 1. (Annales scientif. de l'École normale super.) 8. 325—412, 
1—25. 4. 1923—24. 


CHATELET, A., & Kampé DE FÉR1eT, J., Calcul vectoriel. Théorie. Applications 
géométriques et cinématiques. Destiné aux élèves des classes de mathé- 


matiques spéciales et aux étudiants en sciences mathématiques et physiques. 
ER E22. Oo. 1924 | 


Opérations élém. sur les vecteurs. Notions de géometrie analyt. Fonc- 
tions vectorielles d'une variable scalaire. Fonctions vectorielles de deux varia- 
bles. Vecteurs glissants et systèmes de vecteurs. Cinématique du point et 
du corps solide. Coordonnées obliques et curvilignes. Champs de scalaires et 
de vecteurs. Invariants differentiels. Mouvement d’un plan sur un plan. 


Boren, Emin, Traité du caleul des probabilités et de ses applications. Avec la 
collaboration de L. BLARINGHEM, C. V. L. CHARLIER, R. Dertaeır, H. 
GALBRUN, J. HAAG, R. LAGRANGE, F. Perrin, P. Traynarp. T. 3. Les 
applications de la théorie des probabilités aux sciences économiques et bio- 
logiques. Fasc. 1. Assurances sur la vie. Calcul des primes, par 
H. GazBrun. 310 pp. 8. 1924. 35 fr. 


Note de l’auteur. Loi des grands nombres dans les opérations financières. 
Des tables de mortalité. Interpolation et sommation. Formule de Lubbock. 
Formule d’Euler. Capital différé et annuité viagère sur une tête. Assurance 
au décès sur une tête. La théorie des groupes de têtes. Assurances et rentes 
de survie. Chargement des primes. Les principales combinaisons d'assurances 
sur la vie. Quelques remarques sur les probabilités de décès et la loi des 
erreurs. 


HaALPHEN, G. H., Œuvres. Publ. par des soins de C. Jorpan, H. PoıncaArk, 
E. Picarp avec la collaboration de E. Vrssıor. T. 4 — XV+657 pp. 8. 


1924. 
Lamoucxe, A., La méthode générale des sciences pures et appliquées. — XII + 
298 pp. 8. 1924. 
Introd. 


1. La science et sa méthode: Définition et caractères distinctifs de la 
science. La méthode de la science. 

2. La théorie et la pratique: Le point de vue spéculatif et le point 
de vue utilitaire. Les sciences mathémat. Les sciences expérim. et appliquées. 
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3. Généralisation de la méthode: Les limites de la science et sa rela- 


tivite. Science et philosophie. L’elite de demain. 


VOLTERRA, V., & Perks, J., Lecons sur la composition et les fonctions permu- 
tables. Preface de V. Vorrerra. (Collection de monogr. sur la théorie 
des fonctions. Publ. sous la dir. de E. Borel.) — VIII+183 pp. 8. 1924. 


La notion de compos. et les fonctions permutables. Fonctions permutables 


et équations intégr. Recherche des fonctions permutables avec une fonction 


donnée. Transformations qui conservent la composition. Puissances positives 


de composition. Fractions de composition et puissances négatives de composi- 


tion. Complément à la théorie précédente. Applications. La théorie des loga- 


rithmes de composition. Les équations intégr. à noyaux logarithm. et leur 


application à la théorie des logarithmes de composition. Fonctions de composi- 


tion. Dérivées et intégrales de composition. Fonctions permutables et somma- 


tion des séries divergentes. 


Hugo Gebers Förlag. 
Stockholm. 


Vetenskapen och livet. — 1924. Arg. IX. Kr. 1:50. 


No. 3. : Mars. 


No. 


Jordens inre värme. Radiotelefonering till och fran tågen. Avständs- 


verkan 0. vagformig energiöverföring. 


. 4. 


April. 


Hydrauliska explosionsturbiner. Man kan erhälla högspänd likström me- 


dels vacuumrör. For att mäta tiden pa en tusendels sekund. Ljus, färg 


o. form. 
5. “Maj. 
. 6. Juni. 
Sommarhimlens moln. 
1. Sept. 
Einsteins teori bekräftad med hjälp av en topas. 
8. Okt. 
Är Jupiter fast? 
9.1 «Now: 


Väderleksförutsägelser. Stjärnornas fysiska tillständ och avsvalning. 
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Mathematisches Seminar. 


Giessen. 


Mitteilungen des Mathematischen Seminars der Universität Giessen. Herausg. 
von den Direktoren des Seminars. F. ENGEL und L. ScHLESINGER. Bd.l. 8. 


1. H. Fuur, Zur Transformationstheorie d. Fuchsschen Funktionen. 
2. MAGDA KLEBERGER, Ub. eine v. Weierstrass gegebene Definition d. analyt. 
Funktion. 3. H. GILBERT, Die Reziprozität in d. Ebene als Folge eines Polar- 
systems und einer harmon. Spiegelung an einem Punkt u. einer Geraden. 
4. J. Mört, Uber eine Klasse gewöhnl. Diff.-Gleich. höherer Ordn. 5. L. Mon- 
VILLE, Analyt. Beitr. zu Lies Abbildung d. Imaginären d. ebenen Geom. 
6. J. FUHRICH, Zur natürl. Geom. ebener Transformationsgruppen. 7. H. Lorz, 
Zur Geom. d. dreifach ausgedehnten Mannigfaltigk. v. konstantem Krümmungs- 
mass. 8. H. AXEL, Die ellipt. Funktionen als automorphe Funktionen, die zu 
einer aus drei Drehungen d. Euklidischen Ebene um 180° komponierten Gruppe 
gehören. 9. F. KÄMMERER, Zur Flächentheorie im n-fach ausgedehnten Raume. 
10. A. PLESSNER, Zur Theorie der konjugierten trigonometr. Reihen. 


Ginn & Co. 


Boston. 


LONGLEY, WILLIAM RAYMOND, & WILSON, WALLACE Auvın, An introduction to 
the calculus. With the editorial cooperation of Percey F. SmitH. — XV 
+452 pp. 8. 1924. $ 2:40. 

Cartesian coôrdinates. The straight line. Equations of curves. Slope & 
derivative. Differentiation of alg. functions. Functions — maximum & min. 
values. Rates & differentials. The circle, parabola, ellipse, hyperbola. Curve- 
tracing. Indef. integrales. Constant of integration. Defin. integrals. Defin. 
integral as the limit of a sum. Applic. of the fundamental theorem. The 
exponential & logarithmic functions. Trigonom. functions. 


Sicezorr, L. P., & Smiru, D. E., College algebra (Wentwort-Smith mathemat. 
series). — V+258 pp. 8. 1924. 


Review of elementary algebra. College algebr. Optional special topics. 


Sur, Davin Eugene, History of mathematics. Vol. 1. General survey of the 
history of elementary mathematics. — XXII+596 pp. 8. 1923. $ 4: 00. 


Bibliography. Prehistoric mathematics. Historic period down to 1000 
B. C. The per. from 1000 B. C. to 300 B. C. The per. from 300 B. C. to 
500 A. ©. The per. from 500 to 1000. Occident from 1000 to 1500. Orient 
from 1000 to 1500. Sixteenth century. Seventeenth century. Eighteenth cen- 
tury and after. 
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SMITH, Davin EUGENE, The progress of arithmetic in the last quarter of a cen- 


tury. — VI+93 pp. 8 $ 0:72. 


Progress in purpose and in topics. Progress in the teaching art. 


Charles Griffin & Co., Ltd. 


London. 


FELDMAN, W. M., Biomathematics being the principles of mathematics for stu- 


dents of biological science. — XIX+398 pp. 8. 1923. 21/- 


Simplified methods in arithm. A few points in algebra. A few points 
in elem. trigonometry. A few points in elem. mensuration. Series. Simple 
& compound interest laws in nature. Funct., variables & constants. Differen- 
tials & diff. coefficients. Maxima & Minima. Successive differentiations. Inte- 
gral calculus. Biochemical applications of integration. Thermodynamic con- 
sider. and their biolog. applic. Use of integral calculus in animal mechanics. 
Use of integral calculus for determining areas, lengths, volumes & moments of 
inertia. Spec. methods of integration. Fourier’s theorem. Differ. equations. 
Mathem. analysis applied to co-ordination of exper. results. Biometrics. 


W. de Gruyter. 
Berlin & Leipzig. 


SCHLESINGER, L., Automorphe Funktionen. Mit 53 Fig. (Göschens Lehrbücherei. 


1. Gruppe. Reine Mathematik. Bd 5.) — X+205 pp. 8. 1924. 

Einleitendes. Beispiele. Ellipt. Funktionen. Die geometr. Grundlagen d. 
Lehre v. d. automorphen Funktionen. Analyt. Theorie d. automorphen Funk- 
tionen. Lösung d. Fundamentalproblems. Uniformisierung. 


TROPFEE, JOHANNES, Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer Dar- 


stellung mit besonderer Berücksichtigung der Fachwörter. Bd. 6. Analysis. 
Analytische Geometrie. 2., verbess. u. sehr verm. Aufl. — IV +169 pp. 
8. 1924. 

A. Analysis. 

Reihen. Zinseszinsrechnung. Kombinatorik u. Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. Kettenbrüche. Maxima u. Minima. 

B. Die analyt. Geometrie. 

Geschichtl. Überblick. Fachausdrücke. Der Punkt, d. Gerade, d. Kreis. 
Kegelschnitte. Koordinatentransformation u. Reduktion d. allg. Gleichung 
2. Grades. 
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Gyldendalske Boghandel. 
Köbenhavn. 
Horst, Hezce, & Kramers, H. A. Bohrs Atomteori almenfatteliot fremstillet. 
— 32 Fig. og 2 farvetr. Tavler. — 134 pp. 8. 1922. 


Atomer og Molekyler. Lysbölgerne og Spektret. Ioner og Elektroner. 
Kerneatomet. Bohrs Teori for Brintspektret. Forskell. Anvend. af Bohrs Teori. 
Atombygn. og Stoffernes kem. Egenskaber. Bohrs Institut. Nogle Betegn. og 
fys. Konstanter m. m. 


Hahnsche Buchhandlung. 


Hannover. 


Opus Palatinum. Sinus- und Cosinus-Tafeln von 10” zu 10”. Herause. von W. 
JORDAN. 3. Aufl. — VII+270 pp. 1923. 


Georges G. Harrap & Co. 


London. 


GRIFFIN, FRANK Loxrey, An introduction to mathematical analysis. — VIII + 
512 pp. 8. 7/6. 

Functions & graphs. Some basic ideas analysed. Differentiation. Inte- 
gration. Trigonom. functions. Logarithms. Log. & expon. functions. Rectan- 
gular coördinates. Solution of equations. Polar. coörd. & trigonom. functions. 
Trigonom. analysis. Defin. integrals. Progressions & series. Permutations, 
combinations & probability. Complex number system. Retrospect & prospect. 


Harrison & Sons. 
London. 
International research council. Second assembly held at Brussels, July 25th to 


July 29th, 1922. Report of proceedings ed. by ARTHUR SCHUSTER, general 
secretary. — 145 pp. 8. 1923. 


Helwingsche Verlagsbuchhandlung. 
Hannover. 
June, Hervricu W. E., Algebraische Flächen. — XVI+410 pp. 8. 1924. 
Mk. 18. 


Kurven auf einer algebr. Fläche u. d. Zahl ihrer Schnittpunkte. Diffe- 
rentialinvarianten. Ebene Schnitte u. Berührungskegel. Ub. d. Inflexions- 
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Tangenten. Üb. d. besond. Kurven d. Fläche. Die Zeuthen-Segresche Inva- 
riante u. d. arithmet. Geschlecht. Salmonsche Gleichungen. 


Otto Hillmann, Verlag. 
Leipzig. 
Rıwırz, B, Raum, Zeit und Gott. Eine kritisch-erkenntnistheoretische Unter- 


suchung auf der Grundlage der physikalischen Relativitätstheorie. 2., un- 
veränd. Aufl. — 80 pp. 8. 1923. 


SCHRÖDER, FRIEDR., Neue Entdeckungen. Naturphysikalische Grundsätze; die 
Einzelkräfte der Materie und des Raumes; der Weltaufbau; das Naturkräfte- 
Diagramm der Erde usw. Naturphysik. — 80 pp. 8. 1923. 


Die dreiteilige Bewegung. Drei unzertrennl. Natureinricht. (Das Natur- 
gesetz, das Naturkräfte-Diagramm u. d. absolute Zeit.) Raumkraft, Formkraft 
u. d. Schwerkraft. (Die drei Einzelkräfte d. Materie.) Die einfachen u. losen 
Drehkörper. Die Sonne u. ihre Planeten. Anhang (der Weltaufbau). 


WEINMANN, R., Anti-Einstein. — 20 Dp woe Loo! 


S. Hirzel. 
Leipzig. 

LICHTENSTEIN, L., Astronomie und Mathemtik in ihrer Wechselwirkung. Mathe- 
matische Probleme in der Theorie der Figur der Himmelskörper. — VII+ 
JITDD: O0 LUS. 

Bewegung d. Himmelskörper. Gestalt u. Entwickl. d. Himmelskörper. 
Mathemat. Probleme in d. Theorie d. Figur d. Himmelskörper. | 


Francis Hodgson. 
London. 
CUNNINGHAM, A. J. C., Binomial factorisations, giving extensive congruence-tables 
and factorisation-tables. Vol. 1. — XCVI+283 pp. 8. 1923. 
Gen. introd. Linear and qudratic forms. Congruence-tables. Factorisa- 


tion of binomials. Chains. Aurifeullians. Dimorphs, &c.  Product-forms. 
Squares. Diophantine process. 
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GALLATLY, W., The modern geometry of the triangle. 2d ed. — VII+126 pp. 8. 

Direction angles. Medial and tripolar coordinates. Poristic triangles. 

Simson lines. Pedal triangles. The orthopole. Antipedal triangles. Ortho- 

gonal projection of a triangle. Counter points. Lemoine geom. Lemoine- 
Brocard geom. Pivot points. Tucker circles. 


Alfred Kröner Verlag. 
Leipzig. 


Knorr, C., Taschenbuch zum Abstecken der Kurven an Strassen und Eisenbahnen. 
4. Aufl. Neu bearb. von W. Werrgrecar u. M. KnogricHh. — Bd. 1. 
VIII+202 pp. 8. 1924. 

Anleit. z. -Abstecken v. Kreisbögen u. Ubergangskurven. Aufstell. d. z. 
rechner. Ermittlung d. Absteckungsgrössen nötigen Gleichungen. Absteckung 
eines Kreisbogens v. bestimmten Halbmesser r, welcher zwei auf d. Gelände 
gegeb. Gerade L, u. L, berührt. Absteck. v. Kreis-Bögen mit bestimmtem 
Halbmesser r, welche durch gegeb. Punkte gehen. Absteck. v. Kreisbögen mit 
unbekanntem Halbmesser. Absteck. v. Tangenten an gegeb. Kreise. Korb- 
bögen. Verbindungsstück bei wechselndem Achsabstand mehrgleisiger Bahnen. 
Schienenüberhöhung, Übergangskurven, Spurerweiterung, Ausrundung d. Nei- 
gungswechsel, Achsversicherung. Weichen. Bei d. Gleisberechn., Absteckung, 
Legung u. Unterhaltung auftretende Nebenaufgaben. 


—»—, Bd. 2. IV+203 pp. 8. 1924. 


Macmillan. 


London. 


Casorı, FrLorıan, A history of mathematics. 2d ed., rev. and enlarged. — 
VT +516. ppa..8. 1922, 
The Babylonians. The Egyptians. The Greeks. The Romans. The 
Maya. The Chinese. The Japanese. The Hindus. The Arabs. Europe dur. 
the Middle Ages. Europe dur. the 16th, 17th & 18th centuries. The 19th & 
20th centuries: synthetic geometry, analytic geom., algebra, analysis, theory of 
functions, theory of numbers, applied mathematics. 


Carstaw, H. 8., Introduction to the theory of Fourier’s series and integrals. 2d 
ed., completely revised. — XI+323 pp. 8. 1921. 30/—. 

Rational & irrational numbers. Infinite sequences and series. Functions 

of a single variable. Limits and continuity. The definite integral. The theory 


3— 2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 4 février 1925. 
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of infinite series whose terms are functions of a single variable. Definite inte- 
grals containing an arbitrary parameter. Fourier’s series. The nature of the 
convergence of Fourier s series. The approximation curves and Gibbs’s pheno- 
menon in Fourier s series. Fourier’s integrals. 


Duncan, J., & STARLING, 8. G., A text book of physics for the use of students 
of science and engineering. — XXIII+1093 pp. 8. 1922. 18/—. 


1. Dynamics. Introductory, fundam. units, mathem. formulae. Simple 
measurements & measuring appliances. Displacement, velocity. Compos. & 
resolution of velocities & acceler. Angular velocity & acceler. Inertia, New- 
ton’s law of motion. Static forces acting at a point. Moments of forces. Centre 
of parallel forces. Couples. Graph. methods of solution of probl. of uniplanar 
forces. Stress, strain, elasticity. Work, energy, power, friction. Motion of 
rotation. Centrifugal force. Impact, laws of collision. Hydrostatics. Pressure 
of the atmosphere. Floating bodies, principle of Archimedes, Liquids in mo- 
tion. Bernoulli’s theorem. Surface tension. 

2. Heat, Temperature. Expansion of solids. Expans. of vessels. Calori- 
metry. Nature of heat. Transference of heat. Properties of gases. Kinetic 
theory of gases. Change of state. Properties of vapours. Atmospheric condi- 
tions. Heat engines. Steam engines & boilers. Internal combustion engines. 

3. Light. Propagation of light, shadows.  Illumin. & photometry. Re- 
flection. Spher. mirrors. Refraction. Lenses. Opt. instruments. Prisms. 
Colour. Polarimetry & saccharimetry. Velocity of light. 

4. Sound. Sounding bodies. Pitch, loudness. Wave motion. Sound 
waves. Interference. Intervals. Strings. Vibration of air in pipes. The ear. 

5. Magnetism and electricity. Magnetisation. Magnetic fields. Terrestrial 
magnetism. Magn. properties of materials. The electric current. Potential 
difference. Electr. circuits. Galvanometers. Measurement of electromotive 
force & resistance. Electrolysis. Static electricity. The electrometer. Electr. 
influence machines. Electromagnetics. The dynamo & motor. The telegraph, 
the telephone, the carbon microphone, electric lamps. Thermo-electricity. 
Current in gases, X-rays, radio-activity. Wireless telegraphy. 


EDWARDS, JOSEPH, A treatise on the integral calculus with applications, examples 
and problems. Vol. I. XX+907 pp. 8. 1921. 50/—. 


Nature of the problem. Preliminary considerations. Standard forms. 
Change of the independent variable. Integration by parts. Powers of sines 
and cosines. Rational algebraic fractional forms. Integrals of form 


dx R 
à » etc. 
(a+b cos x+c sin x)” 


Further reduction formulae. 
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Form [ F(x,V R)dx, where R is quadratic. Gen. theorems. Differentia- 
tion of a definite integral with regard to a parameter. Prelimin. to integration 
of M/NVQ, where Q is a quartic. Definitions of elliptic functions. Quadra- 
ture: Plane surfaces, Cartesians and polars, miscell. theorems. Rectification: 
Applic. of elliptic functions, miscell. theorems. Moving curves. Rectif. of 
twisted curves. Volumes of revolution, etc. Surfaces and volumes in general. 


EDWARDS, Joserx, Vol. 2. XV+980 pp. 8 1922. 50/—. 


Change of the variables in a multiple integral. Eulerian integrals, Gauss’ 
II function. Lejeune-Dirichlet integrals, Liouville integrals. Definite integrals. 
Logarithmic and exponential functions involved. The complex variable. Vec- 
tors. Conformal representation. Integration. Contour integration. Taylor’s 
theorem. Elliptic integrals and functions. Elliptic integrals. The Weierstrassian 
forms. Elliptic functions. Reduction to standard forms. Calculus of varia- 
tions. Double integrals. Culverwell’s method of discrimination. Formulae of 
Lagrange and Fourier. Dirichlet’s investigation. Mean values. Chance. Un- 
certainties of observation. Theories of Stokes and Green. Harmonic analysis. 
Supplem. notes, 


Fisher, Arne, The mathematical theory of probabilities and its application to 
frequency curves and statistical methods. Transl. from the Danish by 
CHARLOTTE Dickson and Wıruıam Bonyner. With introductory notes by 
M. C. Rorry and F. W. FRANKLAND. Vol. 1. 2d ed., greatly enlarged. 
oA Ae Zou pp. 8. 1923: 


1. Mathemat. probabilities and homograde statistics. Introd.: gen. prin- 
ciples and philosoph. aspects. Histor. and bibliograph. notes. The mathemat. 
theory of probabilities. The addition and multiplication theorems in probabili- 
ties. Mathemat. expectation. Probability a posteriori. The law of large num- 
bers. Introductory formulas fr. the infinitesimal calculus. Law of large num- 
bers. Mathemat. deduction. The theory of dispersion and the criterions of 
Lexis and Charlier. Applic. to games of chance and statist. problems. Contin. 
of the applic. of the theory of probabilities to homograde statist. series. 


2. Frequency curves and heterograde statistics. The theory of errors 
and frequency curves and its applic. to statist. series. Gen. remarks. The 
mathemat. theory of frequency curves. 


3. Pract. applications of the theory. The numer. determination of the 
parameters. Logarithmically transformed frequency functions. Frequency cur- 
ves and their relation to the Bernoullian series. Poisson—Charlier frequency 


curves for integral variates. 
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Gray, ANDREW, Absolute measurements in electricity and magnetism. 2d ed. — 


XIX +837 pp... 8... 1921, 42/—. 


Units and dimensions of phys. quantities. Magnets. Magnetic potential. 
Potential energy of a magnet. Magn. induction. Vector potential. Magn. 
energy. Applic. of gen. theory. Magn. shells. Lamellar distrib. Uniformly 
magnetized ellipsoid. Induced magnetization. Definit. of unit current. Deter- 
min. of the horizontal component of the earth’s magn. field-intensity. Currents 
in derived circuits and in a network of linear conductors. Theory of electro- 
magn. action. Magn. fields due to currents. Magn. action of coils. Calcula- 
tion of constants of coils & coefficients of induction. Magn. action of circuits 
& coils. Dynam. theory of mutually influencing circuits. Distrib. of alternat- 
ing currents in parallel conductors. Measurement of activity in electr. circuits. 
Comparison of resistances. Galvanometry and measurement of currents. Cal- 
culation of inductances. Measurement of inductances. Absol. measurement of 
resistance. Comparison of units. Electrostatic measurements. Effect of induct- 
ivity of the medium on electr. phenomena. Measurements of specific inductive 
capacity. Appendix I—VII. | 


Hatt, H. S., & Stevens, F. H., A shorter geometry for schools. P. 1. — X+ 
164+IV pp. .8. 1924. 


—»—, A shorter school geometry. P. 2. — VIII+304+VIII pp. 8. 1924. 
2-8. 6d. 


The circle. Squares & rectangles. Proportion & similar figures. 


Tipografia editrice Cav. F. Mariotti. 


Borrororriı, E., I sistemi di Darboux alle derivate parziali. — 128 pp. 8. 1922. 

I sistemi semplici del Darboux. I sistemi intermediari (II) di Darboux. 

Prima dimostrazione del Teorema gen. di esistenza ed unicita. Nuova dimostra- 

zione del teorema d’esistenza e unicita dei sistemi intermediari di Darboux. 
Estensione a sistemi più generali. 


Methuen & Co. 
London. 
BENEDICKS, CARL, Space and time. An experimental physicist’s conception of 


these ideas of their alteration. With an introduction of Sir ÖLIVER Lopes. 
XIV EN pp. 282192 
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J. B. Metzlersche Verlagsbuchhandlung. 
Stuttgart. 


JORDAN, W., Handbuch der Vermessungskunde. Fortgesetz von C. REINHERTZ. 
Bd. 3. Landesvermessung und Grundaufgaben der Erdmessung. Mit zahl- 


reichen Abbildungen. 7., erweiterte Aufl. bearb. von O. Esserr. — XI+ 
B30 IDD 028.2: 102 


Haupttriangulierung. Mathemat. Hilfs-Mittel d. geodät. Entwicklungen. 
Das Erdellipsoid. Sphär. Dreiecksberechnung. Sphär. Koordinaten. Normal- 
schnitte u. geodät. Linie. Sphäroid. Dreiecksberechn. Sphäroid. Koord. Kon- 
forme Abbild. d. Ellipsoids auf d. Kugel. Bestimm. d. Dimensionen d. Erd- 
Ellipsoids durch Gradmessungen. Mathemat. Erdgestalt u. d. Schwerkraft. 
Messung d. Schwerkraft. Lotabweichungen. Period. Lotstörungen u. Polbewegung. 


Hermann Meusser. 


Berlin. 


GEHRCKE, E., Die Massensuggestion der Relativitätstheorie. Kulturpsychologische 
Dokumente. Mit 17 Abbild. — 108 pp. 8. 1924. 


—»—, Kritik der Relativitätstheorie. Gesammelte Schriften über absolute und 
relative Bewegung. — 99 pp. 8. 1924. 


P. Noordhoff. 


Groningen. 


Rursers, J. G., Meetkunde der kegelsneden (met atlas). (Noordhoff’s verzam. 
van wiskund. werken. D. 9.) — 129 pp. 8. 1924. 


De kegelsneden als doorsneden v. een omwentelingskegel met een plat 
vlak. Constructies en daarmede samenhangende eigenschappen, voortvloeiende 
uit de brandpuntseigenschappen. De ellips als parallelprojectie v. een cirkel. 
Hiermede samenhangende eigenschappen en constructies betr. de ellips. De 
stellingen v. Pascal en Brianchon. Projectieve ontstaanswijze der kegelsneden. 


—»—, Inleiding tot de analytische meetkunde. (Noordhoff’s verzameling van 


wiskund. werken. D. 7.) D. 1. Het platte vlak. Met atlas. — XIV + 
00 pp. Combo. tte. 6.50; 


Cartesische en pooleoördinaten. Krommen door vergelijkingen voorgesteld. 
Transformatie-formules. Algebr. krommen. Homog. coörd. De rechte lijn. 
De cirkel. Meetkund. plaatsen. De krommen v. d. tweeden graad. Pool en 
poolijn bij de kegelsneden. Over het opstellen d. vergelijk. van kegelsneden, 
die aan bepaalde voorwaarden voldoen. Lineaire stelsels v. kegelsneden. 


bo 
ho 
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Rutsers, J. G., Vol. 2. De ruimte. Met atlas. — XIV+302 pp. 8. 1923. 
f. 6.50. 


Cartesische coord. Oppervlakken en ruimtekrommen in het algemeen. 
Transform.-formules. Homog. coörd. Het platte vlak. De rechte lijn. Het 
boloppervlak. Meetkund. plaatsen. De oppervlakken v. d. 2. graad. Pool en 
poolvlak bij de oppervlakken van den 2. graad. Eenvoud. vergelijk v. Oy. 
Over het opstellen d. vergelijk. v. O,'s, die aan bepaalde voorwaarden voldoen. 
Doorsnede v. 0,'s en lin. stelsels O,'s. Cycl. doorsneden v. Os. Algebr. op- 
pervlakken en algebr. krommen. 


ScHUH, Frep., Vraagstukken over differentiaal- en integraalrekening en over ana- 
lytische en beschrijvende meetkunde, in het bijzonder met het oog op het 
examen wiskunde KV. D. 3. Vraagstukken over differentiaal- en integraal- 
rekening met volledige aanwijzingen ter oplossing. — 478 pp. 8. 1924. 
f. 14.50. 


Vraagstukken differentiaalrek. Vragstukken integraalrek. Overzicht over 
de gemengde opgaven differentiaalrek. 





»—, Lessen over.de hoogere algebra. Uitgeg. als 9. druk van Lobatto’s lessen 
over de hoogere algebra. D. 1. — XX+525 pp. 8. 1921. f. 13.76. 


Determinanten. Toepassing d. determin. op het oplossen v. lineaire 
vergelijk. Lin. transformaties. Kwadrat. vormen. Complexe getallen. Een- 
voud. eigenschappen d. hoogere-machtsvergelijk. Grenzen d. wortels eener 
hoogere-machtsvergelijking. Stellingen betr. het bestaan v. reéele wortels v. een 
hoogere-machtsvergelijking. Theorema v. d’Alembert en gevolgen daarvan. 
Afzond. d. wortels met gegeven multipliciteit. Bepaling d. meetbare wortels 
eener vergelijk. met meetbare coëfficienten. Theorema v. Rolle. Regel v. 
Descartes betr. het aantal posit. wortels. Theor. v. Budan-Fourier. Theor. v. 
Sturm. Benadering d. reéele wortels v. een hoogere-machtsvergelijking. De 
S-vergel. (Seculaire vergel.) met toepassing op kwadrat. vormen. 


—» 





Di, Qn, XV 567app 01004 5 1150, 


Geheele rationale functies van meerdere veranderlijken. Symmetr. func- 


ties d. wortels eener n° 


machtsvergel. Discriminant v. een hoogere-machts- 
vergelijking. Binomiaalvergelijkingen. Oplossing d. derde- en vierdemachts- 
vergelijking met behulp v. wortelvormen. Oplosbaarheid v. hoogere-machtsver- 
gelijkingen met wortelvormen. Eliminatiemeth. bij twee hoogere-machtsvergel. 
Het oplossen v. twee of meer hoogere-machtsvergel. met meerd. onbekenden. 
Discriminant v. een veelterm in een of meer veranderlijkingen. Splitsing v. 


een rationale functie in partiéelbreuken. 
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VersLuys, J., Perspectief. 2. Herzien door H. de Vries. 5. druk. — 174 pp. 
“Br 1924248 3.60: 


Schaduwbepaling bij zonlicht. Algem. eigenschappen. Perspectieven v. 
zonnestralen. Bepaling v. het zonpunt. Schaduwbepaling bij kaarslicht. Al- 
gem. eigenschappen. Perspectieven v. lichtstralen. De gezichtshoek. Lucht- 
perspectief. Lichtsverstrooiing. Zinsbegoochelingen. Geschied. d. perspectief. 
Overzicht. 


0 » Herzien door H de Vries... 4. druk tee 150 pp, 8: 1924. -f. 3.00. 


Het verdeelen v. lijnen. Het snijden v. rechte lijnen en platte vlakken. 
Doorsneden v. kegels en cylinders. Perspectief v. gewelven. Schaduwen v. 
kegels en cylinders. Wenteling v. staande vlakken. Schaduwen op kegels en 
cylinders... 


WIJIDENES, P., Vraagstukken over hoogere algebra en rekenkunde. 2. druk. — 
178 pp. 8. 1924. 


Permutaties en combinaties. Machten v. een Polynomium.  Rekenkund. 
reeksen v. hoogere orde. Determinanten. Lineaire vergelijkingen. Complexe 
getallen. Eenvoudigste eigenschappen v. hoogere machtsvergelijkingen. Gren- 
zen d. wortels. Het begrif functie. Reéele wortels. Over de wortels v. een 
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machtsvergelijking. Theorema v. Rolle. Maxima en minima. De stellingen 
v. Descartes, Budan en Sturm. Oplossing v. hoogere machtsvergelijkingen. 
Splitsing in gebrokens. Limieten; afgeleiden. Oneindig voortloopende reeksen. 
Wederkeerige reeksen. Kettingbreuken met toepassingen. Binomium. Expo- 
nentieele en logarithm. functies. Transcendentale functies met complexe varia- 
bele. Symmetr. functies. Eliminatiemethoden. Algem. herhaling v. de hoogere 


algebra. — Rekenkunde. Gemengde opgaven ov. rekenkunde. 


Vries, Hx. pe, Leerboek der differentiaal- en integraalrekening, en van de theo- 
rie der differentiaalvergelijkingen. (Noordhoff’s verz. van wiskund. werken. 
D. 6.) D. 1. De differentiaal-, en elementaire integraalrekening. 2. druk. 
pe 192477. 19.80. 


Grondslagen d. differentiaalrekening. Afgeleiden d. elem. functies. Hoog. 
afgeleiden en differentialen. Implic. functies. Partieele afgel. Invoeren v. 
nieuwe veranderl. Grondslagen d. integraalrek. Integreeren v. rationale en 
irrat. breuken. Bepaalde integralen, en eenvoud. meetkund. toepassingen d. 
differentiaal- en integr.-rek. Theorie d. oneindige reeksen. Reeksen v. Taylor 
en Mac-Laurin. Toepass. d. differ. en integr.-rek. op de theorie d. vlakke 
krommen. Kromming v. vlakke krommen. Kromtestraal, krommingsmiddel- 
punt, evoluut, enz. Functies. v. meer dan éen veranderl. Meervoud. integr. 
Meetkund. toepass. d. functies v. een en twee onafhank. veranderl. 
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Vries, Hx. pe, Beknopt leerboek der projectieve meetkunde. (Noordhoff’s ver- 
zameling van wiskund. werken. D. 8.) — 306 pp. 8. 1923. f. 7.50. 


University of North Carolina press. 
Chapel Hill. 


HENDERSON, A., Hoss, A. W., & Laszey, J. W., The theory of relativity. Stu- 
dies and contributions. — XIII+99 pp. 8. 1924. 


Some experim. anticipations. The spec. theory. The gen. theory. On 
the curvature of manifolds. 


R. Oldenbourg. 


Miinehen u. Berlin. 


Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Göttingen. Unter Mitw. von 


C. WIESELSBERGER und A. Betz herausg. von L. Pranptn. — Lief. 1. 
Mit einer Beschreibung der Anstalt und ihrer Hinrichtungen und einer Hin- 
führung in die Lehre vom Luftwiderstand. — 140 pp. 8. 1923. 


Beschreib. d. Anlage d. Versuchseinricht. Einführ. in d. Lehre v. Luft- 
widerstand. Versuchstechnik. Versuchs-Ergebnisse. 


— > ts Li: Dae nO Rt man, > SIA 
Beschreib. d. kleinen Windkanals. Beschreib. v. Messeinrichtungen. Der 
induzierte Widerstand v. Mehrdeckern. Versuchsergebnisse. 


ÖBERTH, H., Die Rakete zu den Planetenräumen. Mit 2 Taf. und 58 Textabb. 
— 92 pp. 8.1923. 


Arbetsweise u. Leistungsfähigkeit. Beschreibung d. Modells B. Diskus- 
sion d. techn. Durchführung. Zweck u. Aussichten. 


Orient-Buchhandlung Heinz Lafaire. 


Hannover. 


Scnoy, K., Über den Gnomonschatten und die Schattentafeln der arabischen 
Astronomie. Ein Beitrag zur arabischen Trigonometrie nach unedierten ara- 
bischen Handschriften. Mit 5 Abb. — 29 pp. 4. 1923. 


Begriff u. Arten d. Schattens. Urspr. u. Erstellung d. Schattentafeln. Der 
satr ‘add al-qusij (Kolumne d. Gradzahl). Genauigk. d. trigonometr. Funktions- 
werte. Das Interpolationsverfahren des Abü’l-Rihän al-Birünt. Bedeut. d. 
Schatten (Tangenten od. Kotangenten) in d. arab. Astron. Besond. Schatten- 
probleme aus d. Häkimitischen Tafeln des Ibn Yünus. 


Bibliographie. 25 


Clarendon Press. 
Oxford. 


Bowrey, A. L., The mathematical groundwork of economics. An introductory 
treatise. — VIII+98 pp. 8. 1924. 


Simple exchange in two commodities. Multiple exchange. Production. 
Supply and demand of the factors of production. Gen. equations of supply 
and demand in a stationary population. Applic. of the gen. equations. Surplus 


value, rent and taxation. Appendix. Summary of the mathemat. ideas and 
formulae used. 


Oxford University Press. 


Hart, Ivor B., Makers of science. Mathematics. Physics. Astronomy. — 320 
pp. 8.1923. 6/—. 

Aristotle. The school of Alexandria. Roger Bacon. Copernicus. Johann 

Kepler. William Gilbert, father of magn. philosophy. Galileo, founder of ex- 

per. science. Descartes and co-ord. geom. Sir Isaac Newton. Rob. Boyle. 

Ampére and magn. electricity. Sir Humphrey Davy. Ohm and his famous 

law. Mich. Faraday. Lord Kelvin and applied science. Science to-day & to- 
morrow. Bibliography. 


Circolo matematico di Palermo. 


Rurrini, Paono, Opere matematiche. Pubbl. sotto gli auspici del Circolo mate- 
matico di Palermo a cura di E. Borrozorri. T. 1. — XIII+421 pp. 
3.1915; 

Teoria gen. delle equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione 
algebr. delle equazioni gen. di grado super. al quarto. Appendice alla Teoria 
delle equazioni. Rischiarimenti e risposte alle obbiezioni. Della soluzione delle 
equazioni algebr. determinate particolari di grado super. al quarto. 


G. B. Paravia & Cie. 


Torino. 
CIAMBERLINI, CORRADO, Saggi di didattica matematica. Raccolta di scritti vari 


preceduti da una lettera di R. Marcolongo. (Coll. Paravia.) — VIII+215 
Dpt Sh 1920.6. Liaghp: 


4—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 4 février 1925. 
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Prano, G., Giochi di aritmetica e problemi interessanti. — 63 pp. 8. L. 3.75. 


Operazioni curiose. Indovinelli aritm. Abaco. Operazioni aritm. sempli- 
ficate. Probl. sul calendario (anni, mesi, giorni della settimana). Eta della 
Luna. Pasqua. Probl. pratici. 


Ministere de l’instruction publique. 


Paris. 


Bibliographie des travaux scientifiques (sciences mathématiques, physiques et 
naturelles) publ. par les sociétés savantes de la France dressée sous les 
auspices du Ministère de l'instruction publique. T. 1: Livr. 1—3, par J. 
Denixer. — III+607 pp. 4. 1895—1897. — T. 2: Livr. 1, par R. De- 
SCHARMES. — VII+235 pp. 4. 1922. 


Les presses universitaires de France. 


Paris. 


ATANASSIEVITCH, XÉNIA, La doctrine métaphysique et géométrique de Bruno, 
exposée dans son ouvrage »De triplici minimo». — 156 pp. 8. 1923. 


Les précurseurs de la doctrine du minimum de Bruno. La doctrine du 
minim. de Bruno. Critique de la doctr. du minim. de Bruno. 


Casa editrice Giuseppe Principato. 


Messina. 


MarcoLoNGo, R., Relativita. 2:a ed. rived. ed. ampl. (Biblioteca di matematiche 
superiori, dir. da R. Marcolongo e G. Scorza.) — XII+235 pp. 8. 1923. 

1. Fondamenti analit. della teoria della relatività. 

Le forme quadrat. differenziali. Elementi del calcolo differenziale assoluto. 

2. La teoria della relatività in senso stretto. 

Relatività in senso stretto. Le trasformazioni spec. di Lorentz. La 
meccanica relativistiea. Il principio di relativita secondo Minkowski. 

3. La teoria gen. della relativita. 

Le equazioni del campo gravitazionale. Statica einsteiniana. Lo sposta- 
mento del perielio di Mercurio e la flessione dei raggi luminosi in un campo 
gravitazionale. 

Appendice 1. Cenni sulla metrica di uno spazio multiple. 2. Uno 
guardo sintet. alla teoria spec. e gen. della relativitä. 
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Vivanti, Giuti0, Elementi del calcolo delle variazioni. — 290 pp. 8. 1923. 
L. 40. 

1. Condiz. dipend. dalle variazioni prime. Il probl. fond. 
del calc. delle var. nel caso più sempl. Metodo parametr. Soluz. discontinue. 
Massimi e minimi condizionati o probl. isoperimetr. Integrali con limiti varia- 
bili. Integr. contenenti deriv. d’ord. super. Integr. cont. più funz. Probl. di 
Lagrange. Integr. doppi. 2. Condiz. dipend. dalle var. d’ord. 
super. Il probl. fond. nel caso più sempl. Metodo parametr. Soluz. discon- 
tinue. Massimi e minimi condizionati o probl. isoperimetr. Integr. con lim. 
variab. Probl. di Lagrange. Integr. doppi. Append.: Il calc. funz. e il 
cale. delle var. Il min. assoluto. 


L. Röhrscheid. 
Bonn. 
BucHERER, A. H., Die Planetenbewegung auf Grund der Quantentheorie und eine 


Kritik der Einsteinschen Gravitationsgleichungen. 2. Aufl. erw. durch eine 
allgem. Kritik der Einsteinschen Relativitätstheorie. — IV +42 pp. 8. 1924. 


Rösl & Cie. 
München & Leipzig. 
Küax, F. R., Descartes’ Verhältnis zu Mathematik und Physik. Zugleich als 


eine Einführung in die Philosophie für Mathematiker und Physiker. (Philo- 
sophische Reihe herausg. von Alfr. Werner. Bd 77.) — 173 pp. 8. 1923. 


Van Rysselberghe & Rombaut. 
Gand. 
Sruyvagrr, M. Introduction à la méthodologie mathématique, — 257 pp. 8. 
1923. 20 fr. 
Préliminaires. Principes de l’arithmétique. Congruences. Fractions ordi- 
naires. Nombres irrationnels. Nombres négatifs. Corps et domaines. Nombres 
imaginaires. Exposants algébr. Problèmes antiques. Principes de la géom. 


Géom. gén. projective. 


F. Sangiovanni & Figlio. 
Napoli. 
Amopro, F., Sopra aleune opere matematiche napoletane estremamente rare. 
(Atti dell’ Accademia Pontaniana.) — 31 pp. 8. 1924. 
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Schulzesche Hofbuchdruckerei u. Verlagsbuchhandl., Rud. Schwartz. 


Oldenburg i. Gr. 


Rover, G., Zur Lehre vom Raum. Ein Standpunkt, gewonnen durch eine Be- 
trachtung d. Lehre Kants vom Raum. — 80 pp. 8. 1922. 


Kurze Betracht. üb. d. Raumproblem in Philos. u. Wiss. vor Kant u. Kants 
Stellung dazu. Bedeut. des a priori, welches d. eigentl. Grundlage bildet f. 
Kants Lehre v. Raum. Kants Ansicht v. Form u. Materie als Voraussetzung 
seiner Lehre v. Raum. Kants Beweise f. d. Apriorität d. Raumes in d. meta- 
phys. Erörterung. Kants Beweise f. d. Anschauungsnatur d. Raumes in d. 
metaphys. Erörterung. Kants transzendentale Erörterung als Beweis dafür, 
dass d. Raum eine Anschauung a priori ist. 


L. W. Seidel & Sohn. 
Wien. 


BERTINI, EUGENIO, Einführung in die projektive Geometrie mehrdimensionaler 
Räume. Mit einem Anhang über algebraische Kurven und ihre Singulari- 
täten. Nach. der 2. italienischen Aufl. Deutsch herausg. von ADALBERT 
Duouscuex. — XXII+480 pp 8.0 192477. Kr 19:25: 

Der Raum S;. Der Raum Z, u. seine Beziehungen zum S;. Projektivität 
verschiedener S;. Kollineationen eines Raumes 5, in sich. Korrelationen eines 
Raumes S;, in sich. Hyperflächen zweiten Grades. Büschel von FE Hyper- 
flächen. Allgem. Mannigfaltigkeiten. Lineare Systeme v. Hyperflächen. Eigen- 
schaften linearer Syst. bez. d. Basismannigfaltigkeit. - Die Postulationsformel. 
Moduln. Darstell. einer Form durch lin. Kombinationen anderer. Rationale 
Kurven. Rationale Regelflächen. Die Vi! des $,. Die Veronese’sche Fläche. 
Zweige einer alg. Kurve. Einige fund. Eigenschaften derselben. Quadrat. 
Transform. Auflös. eines mehrfachen Punktes einer ebenen Kurve. Über d. 
Korrespondenzprinzip v. Chasles. Die Zeuthen’sche Formel. Die Formeln v. 
Cayley u. Veronese. 


Rorxe, H., Einführung in die Tensorrechnung. — [4]+179 pp. 8. 1924. 


Mannigfaltigk. v. Wertesystemen. Mannigfaltigk. v. belieb. Elementen. 
Skalare u. Skalarfelder.  Ortsfunktionen. Transformation d. Koordinaten. 
Linienelemente. Invariante u. nicht invariante Funktionen. Kontravariante 
Vektoren. Kovariante Vektoren. Addition v. koinitialen Vektoren. Multipl. 
v. Vektoren mit Skalaren. Multipl. v. koinitialen Vektoren untereinander. Ten- 
soren. Tensoralgebra. Multipl. u. Verjüngung v. Tensoren. Lineare Formen. 
Konjugierte Tensoren. Symmetr. Tensoren. Schiefsymmetr. (antisymmetr.) Tenso- 
ren. Lineare Abhängigk. v. Tensoren. Lineare Vektormannigfaltigk. Tensorfelder. 
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Smithsonian Institution. 
Washington. 


Smithsonian mathematical formulae and tables of elliptic functions. Mathematical 
formulae prep. by E. P. Apams. Tables of elliptic functions prep. under 
the direction of Sir GRORGE GREENHILL by R. L. Hırrısıey. (Smithsonian 
miscellaneous collections, Vol. 73, N:o 1.) — VIII+309 pp. 8. 1922. 


Algebra. .Geom. Trigonometry. Vector analysis. Curvilinear coördinates. 
Infinite series. Special applic. of analysis. Differ. equations. Numer. solution 
of differ. equations. Elliptic functions. 


J. Springer. 
Berlin. 


BLASCHKE, WILHELM, Vorlesungen über Differential-Geometrie und geometrische 
Grundlagen von Einsteins Relativitätstheorie. 1. Elementare Differential- 
geometrie. 2., verbess. Aufl. mit einem Anhang von K. REIDEMEISTER. Mit 
40 Textfig. (Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften. Herausg. 
vou B. Courant. Bd 1.) —' XIIL+242'pp. 8. 1924: 


Kurventheorie. Extreme bei Kurven. Anfangsgründe d. Flächentheorie. 
Geom. auf einer Fläche. Fragen d. Flächentheorie i. grossen. Extreme bei 
Flächen. Liniengeom. Über d. Kugel. 


Born, A., Isostasie und Schweremessung, ihre Bedeutung für geologische Vor- 
gänge. Mit 31 Abb. — 160 pp. 8. 1923. 

Die Lehre v. d. Isostasie. Voraussetzungen. Schweremessung. Heut. 
Gleichgewichtszustand d. Erdkruste. Pseudo-Anisostasien. Theoret. Erörter. z. 
Ablauf. isostat. Vorgänge. Isostasie u. Orogenese. Diluviale Vereisung u. Iso- 
stasie. Sedimentation u. Abtragung. Die ozeanischen Vulkaninzeln. Isostasie 
u. Erdbeben. Lokale u. regionale Kompensation. Isostasie u. Grossformen d. Erde. 


Courant, R., & Hizserr, D., Methoden der mathematischen Physik. Bd 1. Mit 
29 Abb. (Die Grundlehren der mathematischen Wiss. Herausg. von R. 
Courant. Bd 12.) — XIII+450 pp. 8. 1924. 
| Die Algebra d. linearen Transformationen u. quadrat. Formen. Das Pro- 
blem d. Reihenentwickl. willkürlicher Funktionen. Theorie d. linearen Integral- 
gleichungen. Grundtatsachen d. Variationsrechnung. Schwingungs- u. Eigen- 
wertpröbl. d. mathemat. Physik. Anwendung d. Variationsrechnung auf d. 
Eigenwertprobl. Spez. durch Eigenwertprobl. definierte Funktionen. 
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Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. Herausg. von der Schrift-Leitung 
der »Naturwissenschaften». Bd 3. — 404 pp. 8. 1924. 

Britt, A., Die Strahlung d. Sterne. Hess, R., Die Statistik d. Leucht- 
kräfte d. Sterne. KIENLE, H., Die astronom. Prüfungen d. allgem. Relativitäts- 
theorie. MINKOWSKI, R., & SPONER, H., Üb. d. Durchgang v. Elektronen durch 
Atome. LAskI, G., Ultrarotforschung. GUDDEN, B., Elektrizitätsleitung in 
kristallisierten Stoffen unter Ausschluss d. Metalle. MEITNER, LISE, Der Zu- 
sammenhang zwischen - und y-Strahlen. GERLACH, W., Atomstrahlen. HÜCKEL, 
E., Zur Theorie d. Elektrolyte. GÜNTHER-SCHULZE, Elektr. Ventile u. Gleich- 
richter. Katz, I. R., Quellung. Tl. 


Oo 
> 


FRAENKEL, A., Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare Einführung in 
das Reich des Unendlichgrossen. 2., erweit. Aufl. Mit 13 Textfig. (Die 
Grundlehren d. mathemat. Wiss. in Einzeldarstell. Herausg. von R. Courant. 
Bd 9.) — IX+251 pp. 8. 1923. 


Einl. Begriff d. Menge. Beispiele v. Mengen. Begriffe d. Äquivalenz, 
d. Teilmenge, d. unendl. Menge. Abzählbare Mengen. Das Kontinuum. Be- 
griff d. Kardinalzahl od. Mächtigk. Die Kardinalzahlen a, c und f. Grössen- 
ordn. d. Kardinalzahlen. Addition u. Multipl. d. Kardinalzahlen. Potenzierung 
d. Kardinalzahlen. Geordnete Mengen. Ähnlichk. u. Ordnungstypus. Lineare 
Punktmengen. Wohlgeordnete Mengen u. Ordnungszahlen. Wohlordn. u. ihre 
Bedeutung. Einwände gegen d. Mengenlehre. Notwendigk. einer veränderten 
Grundlegung u. Wege hierzu. Der axiomat. Aufbau d. Mengenlehre. Die axio- 
mat. Methode. Schluss. 


GÜNTHER, Paur, Tabellen zur Röntgen-Spektralanalyse. — 61 pp. 8. 1924. 


HAMMARSTEN, H., Untersuchungen einiger hochmolekularer Elektrolyte mit Hin- 
sicht auf ihre Bedeutung in der Zelle. Inaug.-Diss. der Hochschule zu 
Stockholm. (Aus: Biochemische Zeitschrift. Bd 147.) — 63 pp. 8. 1924. 


HARNAcK, Apour von, Immanuel Kant 1724—1924. Gedächtnisrede zur Ein- 
weihung des Grabmals im Auftrag der Albertus-Universität und der Stadt 
Königsberg in Preussen am 21. April 1924 im Dom zu Königsberg gehalten. 
—14 pp: (18. 11924: 


Herrz, P., Über das Denken und seine Beziehung zur Anschauung. T, 1. Über 
den funktionalen Zusammenhang zwischen auslösendem Erlebnis und Ender- 
lebnis bei elementaren Prozessen. — X+167 pp. 8. 1922. 

Problemstellung u. Methode. Beantwortung einer Vorfrage. Log. Vor- 
betrachtungen. Mathemat. Sätze u. mathematisch zu fassende Sätze. Der relat. 
Raumsinn. Der absolute Raumsinn. Gleichkeitstranszendenz u. and. Transzen- 
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denzen. Mathemat. Sätze (geometr. Sätze); vorbereitende Betrachtungen. Er- 
klär. f. d. Bestehen mathemat. Sätze. Anhang. 


Hôzper, Orro, Die mathematische Methode. Logisch erkenntnistheoretische 
Untersuchungen im Gebiete der Mathematik, Mechanik und Physik. Mit 
235 Abb. — X+563 pp. 8. 1924. 

1. Beispiele aus d. einz. Gebieten. 

Der geometr. Beweis. Beweise und Konstruktionen in d. Mechanik. Syn- 
these d. Massbegriffs. Die mathemat. Stetigk. Eigensch. unendlicher Punkt- 
mengen. Analyt. Geom. Widerspruchslosigk. u. Unabhängigk. d. geometr. 
Axiome. Höhere Mannigfaltigkeiten. Methode d. Grenzwerte od. Infinitesimal- 
verfahren. Funktion u. Differentialquotient. Reine niedere Arithmetik d. reellen 
Zahlen. Die sogen. imaginären Zahlen u. ihre Anwendungen. Höhere Arith- 
metik d. reellen Zahlen. 

2. Logische Analyse d. Methoden. 

Allgemein log. Vorbemerkungen. Bausteine zu einer Logik d. mathe- 
mat. Wiss. ak pie 

3. Der Zusammenhang mit d. Erfahrung. 

Die Tatsachen räumlicher Wahrnehmung u. d. Grundbegriffe u. Axiome 
d. Geom. Tatsachen u. Annahmen in d. klass. Mechanik. Tatsachen u. An- 
nahmen in d. Physik. 

Anhang 1. Die Kunst d. Untersuchung. 

Anhang 2. Paradoxien u. Antinomien. 


ZENNECK, J., Elektronen- und Ionen-Ströme. Experimental-Vortrag bei der Jahres- 
Versammlung des Verbandes deutscher Elektrotechniker am 30. Mai. Mit 
417 Abb. — 45. np.1148...,1923. 


Konorsxt, B. M., Die Grundlagen der Nomographie. Mit 72 Abb. im Text. — 
26 7p.4.8.4001923. 


Allgem. Bemerk. Darstell. einer Funktion einer Variabeln mittels Kurve 
u. mittels Skala. Die Potenz- u. d. logarithm. Skala. Die projektive Skala. 
Nomograph. Tafeln mit 3 parall. Skalen. Nomograph. Tafeln mit 2 Parallelen 
u. einer sich schneidenden Geraden. Tafeln mit 3 einander schneidenden Ge- 
raden. Tafeln mit krummlinigen Skalen. Allgem. Gleich. Zentralprojektion 
einer krummlin. Skala auf eine Gerade; auf eine Kurve. Nomograph. Tafeln 
mit einer krummlin. Skala; mit 2 od. 3 krummlin. Skalen. Zusammenstellung 
d. Resultate. Die zusammengesetzten Tafeln. Tafeln f. 4. Variable mit d. 
Schnittsystem 2. Grades. Duale Nomogramme, Kurvenscharen. Metr. Nomo- 


gramme. 


32 Bibliographie. 


KrıEs, JOHANNES von, Immanuel Kant und seine Bedeutung für die Natur- 
forschung der Gegenwart. — IV+127 pp. 8. 1924. 


Kant als Naturforscher. Kants Lehre v. d. Mathem. Das Kausalprinzip. 
Die teleolog. Betrachtung d. belebten Natur. 


Lacmann, O., Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln. Ein Lehrbuch der 
Nomographie. Mit 68 Abb. im Text und auf 3 Taf. — VIII+100 pp. 
1201074 


Zur Einführung. Gezeichnete Rechentafeln f. Gleichungen mit 2 Veränder- 
lichen. Gezeichnete Rechentafeln für Gleichungen mit 3 Veränderlichen. 
Gezeichnete Rechentafeln f. Gleichungen mit 4 od. mehr Veränderlichen. Räum- 
liche Rechenmodelle. 


Levi-Civira, T., Fragen der klassischen und relativistischen Mechanik. Vier Vor- 
träge gehalten in Spanien im Januar 1921. Autor. Übers. Mit 13 Textfig. 
— ENVI 110 Son. or eee 


Regularisierung d. Drei-Körper-Problems u. ihre Tragweite. Flüssigkeits- 
wellen: Ausbreitung in Kanälen. Parallelismus u. Krümmung in einer belieb. 
Mannigfaltigkeit. Die geometr. Optik u. d. allgem. Einsteinsche Relativitäts- 


prinzip. 


Lorwy, Aurrep, Versicherungsmathematik. 4., neubearb. und durch Hinzunahme 
der Invalidenversicherung. Erweit. Auflage. — V+224 pp. 8. 1924. 
Zins. Sterblichkeitstafeln. Einmalige Nettoprämien f. d. Versich. auf d. 
Leben einer Person. Jährl., gleichbleibende Prämienzahlung. Die Praxis. 
Deckungskapital od. Prämienreserve. Die Bilanz. Versich. auf verbundene 
Leben. Selektionssterbetafeln. Invalidenrenten. Die Ausscheidetafel f. Aktive 
u. ihre Bedeut. f. d. Invalidenversicherung. Soz. Hinterbliebenenversicherung. 
Deckungssysteme einer Versicherung. Ausgew. Fragen d. Lebensversicherung. 
Tafel f. Versicherungstreue u. Dividendenreserve. 


Lorenz, H., Lehrbuch der technischen Physik. 2., neubearb. Aufl. Bd 1. Tech- 
nische Mechanik starrer Gebilde. 2., vollst. neubearb. Aufl. der Techn. 
Mechanik starrer Systeme. T. 1. Mechanik ebener Gebilde. Mit 295 Text- 
abb. — VIII+390 pp. 8. 1924. 

1. Kinematik ebener Gebilde. 

Geometr. Bewegungslehre. Zeitl. Bewegungsänderungen. Einfache u. 
zusammengesetzte Schwingungen. Gezwungene u. Relativbewegung. 

2. Dynamik d. Massenpunktes. 

Grundlagen d. Dynamik d. Massenpunktes. Die allg. Schwere. Wider- 
standskräfte. Dynamik ebener Schwingungen. 


Bibliographie. 33 


3. Statik ebener Gebilde. 

Analyt. Statik. Graph. Statik. Das Reibungsgleichgewicht. 

4. Dynamik starrer Gebilde. 

Grundlagen d. Dynamik starrer Gebilde. Reibungsfreie Bewegung starrer 
Scheiben. Scheibenbewegung mit Widerstiinden. Der Stoss fester Scheiben. 
Die Seilbewegung. | 


Lupwie, W., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. T. 3. Das rechtwinklige 
Zweitafelsystem. Krumme Flächen. Axonometrie. Perspektive. Mit 47 
Toaster — V +169 pp: 16/0994 

Abschn. 5. Flächen. 

Gerade Regelschraubenflächen. Schiefe Regelschraubenflächen. Hüllflächen. 
Das geradlinige Drehhyperboloid. Schatten krummflichig begrentzter Körper. 

Abschn. 6. Projektion auf eine einzige Risstafel. 

Axonometrie. Gesetze d. Zentralprojektion. Herstellung perspektiver Bilder. 


NÖRLUND, Niezs ERIK, Vorlesungen über Differenzenrechnung. (Die Grundlehren 
der math. Wiss. Bd 13.) — IX+551 pp. 8. 1924. 

Grundbegriffe. Die Bernoullischen u. Eulerschen Polynome. Die Summe 
einer gegeb. Funktion. Hauptlösungen i. komplexen Gebiet. Die Gammafunk- 
tion u. verwandte Funktionen. Die höheren Bernoullischen u. Eulerschen Poly- 
nome. Mehrfache Summen. Interpolationsreihen. Fakultätenreihen. Allgem. 
üb. homogene lineare Differenzengleichungen. Homog. lineare Differenzen- 
gleichungen mit rationalen Koeffizienten. Homog. lineare Differenzenglei- 
chungen, deren Koeffizienten sich mit Hilfe v. Fakultätenreihen ausdrücken lassen. 
Die Untersuchungen v. Birkhoff. Vollständ. lineare Differenzengleichungen. 

| Reziproke Differenzen u. Ketten-Brüche. 
WILHELM ÖLBERS, sein Leben und seine Werke. Im Auftr. der Nachkommen 
herausg. von ©. ScHRILLING. Bd 1—3. 8. 

1. Gesammelte Werke. XIX+707 pp. 1894. 2—3. Briefwechsel zwi- 

schen Olbers und Gauss. Abth. 1—2. VI+767, IV+758 pp. 1900—09. 


Runes, C., & Konic, H., Vorlesungen über numerisches Rechnen. Mit 13 Abb. 
(Die Grundlehren der mathemat. Wissenschaften. Herausg. von R. Courant.) 
+ AVIS pp. San 1924. 

Das Rechnen u. seine Hilfsmittel. Lineare Gleichungen. Ausgleichungs- 
rechnung. Ganze rationale Funktionen. Das Rechnen mit unendl. Reihen. 
Gleichungen mit einer Unbekannten. Gleichungen mit mehr. Unbekannten. An- 
näherung willkürl. Funktionen durch Reihen gegebener. Numer. Integration v. 
gewöhnl. Diff.-Gleichungen. Auflösung d. Aufgaben. 
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SCHNEIDER, ERICH, Mathematische Schwingungslehre. Theorie der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einiges über par- 
tielle Differentialgleichungen und Differenzengleichungen. Mit 49 Textabb. 
— VI+194, pp...8, 1.1924. 


Gewöhnl. Diff.-Gleichungen; Schwingungen bei einem Freiheitsgrade. Sys- 
teme v. 2 gewöhnl. Diff.-Gleichungen; Schwingungen bei 2 Freiheitsgraden. 
Systeme v. mehr als 2 gewöhnl. Diff.-Gleichungen; Schwingungen bei mehr als 
2 Freiheitsgraden.  Diff.-Gleichungen, die sich auf solche mit konstanten Koeffi- 
zienten zurückführen lassen.  Partielle Diff.-Gleichungen; Schwingungen stetig 
zusammenhängender Systeme. Diff.-Gleichungen. | 


ScHourex, J. A., Der Ricci-Kalkül. Eine Einführung in die neueren Methoden 
und Probleme der mehrdimensionalen Differentialgeometrie. Mit 7 Textfig. 
(Die Grundlehren der mathemat. Wiss. Herausg. von R. Courant. Bd 10.) 
EXP pp. OMIS 


Der algebr. Teil des Kalküls. Der analyt. Teil des Kalküls. Integrabili- 
tätsbedingungen d. Diff.-Gleich. Die affine Übertragung. Die Riemannsche 
Übertragung. Die Weylsche Übertragung. Die invariante Zerlegung einer Grösse 
höheren Grades. 


Scuwerpt, H., Lehrbuch d. Nomographie auf abbildungsgeometrischer Grundlage. 
= VAL 207, DD ES 251092: 


Grundlagen d. Darstellung. Funktions-Leitern. Abbild. einer Ebene auf 
eine andere (Punkttransformationen). Netz-Tafeln. Fluchtlinientafeln.. Duale 
Abbild. einer Ebene. Rechentafeln mit besond. Schlüsseln. Anhang. 


SIEGBAHN, Manne, Spektroskopie der Röntgenstrahlen. Mit 119 Abb. — IV+ 
257 pp. 8: - 1924. a 


Kurze Zusammenfassung unserer Kenntnisse v. d. Röntgenstrahlen bis zu 
d. Entdeckung v: Laue. Interferenz d. Röntgenstrahlen. Technik d. Röntgen- 
spektroskopie. Emissionsspektren. Absorptionsspektren. Systematik u. Theorie 
d. Röntgenspektren. Das kontinuierl. Röntgenspektrum. Andere Methoden z. 
Ermittl. d. inneren Energieniveaus d. Atome. 


Warsure, Emin, Über Wärmeleitung und andere ausgleichende Vorgänge. — 
X+106 pp. 8. 1924. | | 
Begriff u. Eigenschaften ausgleichender Vorgänge. Allgem. Theorie d. 
Wärmeleitung. Der stationäre Wärmefluss. Zeitlich veränderl. Zustände. Flüssig- 
keitsreibung (Viskosität). 
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Vorträge aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik (Innsbruck 1922). Ge- 
halten von A. G. v. Baumhauer, V. Bjerknes, J. M. Burgers, B. Caldonazzo, 
U. Cisotti, V. W. Ekman, W. Heisenberg, L. Hopf, Th. v. Kärmän, G. 
Kempf, T. Levi-Civita, C. W. Oseen, M. Panetti, E. Pistolesi, L. Prandtl, 
D. Thoma, J. Th. Thysse, E. Trefftz, R. Verduzio, C. Wieselsberger, E. 
Witoszynski, G. Zerkowitz. Herausg. von Tu. v. KArmAn und T. Levi- 
Orvıra, Mit,.98 Abb. im Text, — IV +251 pp.. 8. 1924. 


Sten Editrice. 


Torino. 


Burauı-Forrı, C., & Boccro, T., Espaces courbes. Critique de la relativité. — 
Al 2Zol pp. _8. 1924, 50 L, 


Vecteurs et homographies gen. dans l’Sx  Vecteurs. Homographies. 
Homogr. de l’ordre u. Opérateurs différentiels. Elimination des coordonnées 
dans le »Calcul différ. absolu». Espaces courbes et relativité. Variétés et 
géodésiques. Courbure de Riemann. Lignes et hypersurfaces des espaces courbes. 
Recherches de M. C. Somigliana. Critique de la relativité. 


Summablitz-Verlag Dr. A. Söhner. 
Berlin-Karlshorst. 


RıAABE, E., & SöHner, A., Kein Multiplizieren und Dividieren mehr. Aktuelles 
Welt-Rechenbuch »Summablitz». D. Ausg. herausg. von A. SGHNER und 
J, TuemessL. — 241 pp. 8. 1923. 


B. G. Teubner. 


Leipzig u. Berlin. 


Bacumann, P., Zahlentheorie. Versuch einer Gesamtdarstellung dieser Wissen- 
schaft in ihren Hauptteilen. T. 4. Die Arithmetik der quadratischen For- 
men. Mit einem Geleitworte herausg. von R. Haussner. Abt. 2, — XXII 
#09 pp.1 8) 1923. | 

Die binären quadrat. Formen. Gitter u. Kettenbriiche. Reduktion un- 
bestimmter binärer Formen. Minima unbestimmter binärer Formen. Gitter 
binärer quadrat. Formen. Raumgitter u. positive ternäre quadrat. Formen. 
Der n-dimensionale Raum. Die posit. quadrat. Formen mit n Unbestimmten. 
Reduktion d. posit. quadrat. Formen. Vollkommene u. Grenzformen. Äquiva- 
lenz u. Klassen positiver quadrat. Formen. Die zerlegbaren Formen, Die 
quadrat. u. kubischen Irrationellen. Der verallgemeinerte Kettenbruchalgorithmus. 
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Minkowskis Charakteristik algebr. Zahlen. Die unbestimmten quadrat. Formen 


mit mehr als zwei Unbestimmten. 


BIRKEMEIER, W., Uber den Bildungswert der Mathematik. Ein Beitrag zur philo- 
sophischen Pädagogik. (Wissenschaft u. Hypothese. 25.) — VI+191 pp. 
51920. 

Einleit.: Ub. Bildung, Bildungswert, Bildsamkeit i. allgem. “Vom Wesen 
d. mathemat. Erkenntnis. Vom Bildungswert d. Mathematik. 


Czuser, E., Die philsophischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
(Wissenschaft u. Hypothese. 24.) — VIII+343 pp. 8. 1923. 
Möglichk. u. Wahrscheinlichk. Die mathemat. Wahrscheinlichkeitsdefini- 
tion. Wahrscheinlichkeitsdeduktion. Die Theoreme v. Bernoulli u. Poisson u. 
d. Gesetz d. grossen Zahlen. Kausalität u. Zufall. Das Theorem v. Bayes. 
Induktion. Wahrscheinlichkeitstheorie u. Naturphilosophie. 


—»—, Mathematische Bevölkerungstheorie. Auf Grund von G. H. Knibbs’ »The 
mathematical theory of population». Mit 71 Fig. im Text. — XVI+357 pp. 
8. 1923. 

Einleitung. Verschied. Typen d. Fluktuation v. Bevölkerungen. Bestim- 
mung v. Kurvenkonstanten u. v. Zwischenwerten, wenn d. Daten Augenblicks- 
werte darstellen. Spez. Kurventypen u. ihre Charakteristiken. Gruppenwerte, 
ihre Ausgleichung u. Analyse. Summationen u. Integrationen in d. Statistik. 
Stellung d. graph. Darstellungen u. d. Ausgleichung in d. Bevölkerungsstatistik. 
Übersicht d. Bevélkerungscharaktere. Die Bevölkerung als Ganzes u. ihre Ver- 
teilung nach Geschlecht u. Alter. Männlichkeit d. Bevölkerung. Natalität. 
Bezieh. d. beiden Geschlechter. Fruchtbark. u. Ergiebigk. u. reproduktive Wirk- 
samk. Die komplexen Elemente d. Fruchtbark. u. Ergiebigk. Sterblichk. 
Wanderungen. Zusätze. 


EBneEr, M., Ausführliche Stoffauswahl für die Lehrpläne im wissenschaftlichen 
Zeichnen an den höheren Lehranstalten. Mit Literaturangaben. Unter 
Beigabe der vom Reichsverband deutscher mathematischer Gesellschaften 
und Vereine bearbeiteten Lehrpläne für den Unterricht im wissenschaftlichen 
Zeichnen im Anschluss an diese und im Auftrag des Verbandes. (Beihefte 
zur Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. 8.) 
AS cane os 


Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer An- 
wendungen. Herausg. im Auftr. der Akademien der Wissenschaften in Berlin, 
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Göttingen, Heidelberg, Leipzig, München und Wien... In 6 Bänden. 
Bd 12585 Heft! 7.) a8i8851--1187!. 8 1924 


L. ZORETTI & A. ROSENTHAL, Die Punktmengen. — P. MonTEL & A. Ro- 
SENTHAL, Integration u. Differentiation. — M. FRECHET & A.- ROSENTHAL, Funk- 
tionenfolgen. 


Ferrweis, E, Wie man einstens rechnete. Mit 10 Fig., 2 Tab. u. zahlreichen 
“Aufgaben. (Mathemat.-physikal. Bibliothek. 49.) — 56 pp. 8. 1923. 


Furter, R., Vorlesungen über die singulären Moduln und die komplexen Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen. T. 1. Mit 16 Fig. im Text. (B. G. 
Teubners Samml. v. Lehrbüchern auf d. Geb. d. mathemat. Wiss. mit Ein- 
schluss ihrer Anwendungen. Bd 41:1.) — 


Die ellipt. Modulfunktion. Transformationsgleich. Die singulären Werte 
d. Modulfunktionen. Die ellipt. Funktion. Die komplexe Multiplikation d. 
ellipt. Funktionen. 


Grossmann, M., Darstellende Geometrie. T. 1. 2., durchgeseh. Aufl. Mit 134 
Fig. and 100 Übungsaufgaben im Text. (Teubners technische Leitfäden. 
Bd 2.) — 81 pp. 8. 1922. 


Normalprojektion auf eine Ebene. Zugeordnete Normalprojektionen. Kör- 
per mit ebenen Flächen. Einfache Körper mit krummen Flächen. 


—»—, Darstellende Geometrie. T. 2. 2., umgearb. Aufl. Mit 144 Fig. im Text. 
(Teubners techn. Leitfäden. Bd 3.) — VI+154 pp. 8. 1921. 


A. Darstellungsmethoden. 

Konjugierte Normalprojektionen. Axonometrie. Zentralprojektion. Geo- 
metr. Grundlagen d. Photogrammetrie. 

B. Kurven u. Flächen. 

Allgem. Eigenschaften. Topograph. Flächen. Kegel- u. Zylinderflächen. 
Kurven 2. Grades. Durchdringung v. Kegel- u. Zylinderflächen. Rotations- 
fiächen. Regelflächen. Flächen 2. Grades. 


Haun, K., Mathematische Physik. Ausgewählte Abschnitte und Aufgaben aus 
der theoretischen Physik für höhere Lehranstalten und Fachschulen und 
zum Selbstunterricht für Studierende. Mit 46 Fig. — IV +163 pp. 8. 1924. 
Einl. Aus d. Mechanik. Aus d. statist. Mechanik u. Wärmelehre. Aus 
d. Elektr.- u. Potentiallehre. Das Relativitätsprinzip. Anhang. 
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Happacx, V., Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate in 
ihrer Anwendung auf Physik, Maschinenbau, Elektrotechnik und Geodäsie. 
(Teubners techn. Leitfäden. Bd 18.) — [4|+74 pp. 8. 1923. 


Allgem. üb. Fehler u. Genauigk. einer Messung. Ausgleichung direkter 
Beobacht. gleicher Genauigk. Ausgleich. direkter Beobacht. ungleicher Genauigk. 
Ausgleich. vermittelnder Beobacht. Konstantenbestimmung. Ausgleich. bedingter 
Beobacht. Andere Probleme,.d. sich mit Hilfe d. Methode d. kleinsten Quadrate 
lösen lassen. Zulässigk. d. Anwendung d. Methode d. kleinsten Quadrate. 


Herrrer, LOTHAR, Lehrbuch der analytischen Geometrie. Bd 2. Geometrie im 
Bündel und im Raum, — XII+423 pp. 8. 1923. 


Geom. i. Bündel: Elemente d. äquiformen Geom. i. eigentl. Bündel. Ke- 
gel 2. Grades. Haupt- u. Scheitelelem. d. Kegels. Durch spez. Eigensch. aus- 
gezeichnete Kegelarten. Fokalelem. u. Fokaleigensch. d. Kegels. Durch spez. 
Fokaleigensch. ausgezeichnete Kegelarten. 

Geom. i. Grundgebilde 3. Stufe, i. Raum: Projektive Punkt- u. Ebenen- 
koordinaten i. Raum. Projektive Sätze üb. Punkte u. Ebenen. Projektive 
Koordinaten d. Geraden i. Raum. Allgem. projektive Eigensch. d. Flächen 2. 
Ordn. u. 2. Klasse. Projektive Einteil. d. Flächen 2-Grades. Spez. projektive 
Eigensch. d. ‘einzelnen Flächenarten. Polarität in bezug auf eine Fläche 2- 
Grades. Elemente d. affinen Geom. i. Raum. Affine Klassifikation u. allgem. 
parallelgeometr. Eigensch. d. Flächen 2. Ordn. u. 2. Klasse. Parallelgeom. d. 
Zentralflächen. Parallelgeom. d. Paraboloide u. d. entarteten Flächen 2. Ordn. 
u. 2. Klasse. Elemente d. äquiformen Geom. i. Raum. Hauptachsen u. Haupt- 
ebenen d. Flächen 2-Grades. Orthogonalgeometrisch ausgezeichnete Flächen 2- 
Grades. Fokalelemente u. Fokaleigensch. d. Zentralflächen 2-Grades. Fokal- 
elem. u. Fokaleigensch. d. Paraboloide. Flächenbüschel u. Flächenscharen 2. 
Grades. Die biquadrat. Raumkurven. 


Heroup, Karu, Finanz-Mathematik. (Zinses-zinsen-, Anleihe- und Kurs-Rechnung.) 
(Math.-physikal. Bibliothek 56.) — 50 pp. 8. 19923. 


Horst von SANDEN, Praktische Analysis (Handbuch der angewandten Mathematik. 
Herausg. von H. E. Timerding. T. 1.) 2., verbess. Aufl. Mit 32 Abb. im 
Text" "XV FI 195" pps sen 9222 


Allgemeines üb. numer, u. graph. Rechnen. Rechenschieber u. Rechen- 
maschinen. Die ganzen rationalen Funktionen. Extrapolation u. Interpolation 
einer ganzen rationalen Funktion. Interpolation, numer. Differentiation u. Inte- 
gration belieb. Funktionen. Mechan. Quadratur. Graph. Integration u. Diffe- 
rentiation. Analyt. Approximation empirischer Funktionen. . Auflösung v. 
Gleichungen. _ Graph. u. numer. Integration v. gewöhnl. Differentialgleich. 1. 
Ordn. Graph. u. numer, Integration v. gewöhnl. Diff.-Gleich. 2. u. höheren Ordn. 
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TlamBricaus, Theologoumena arithmeticae. Ed. V. de Falco. — XVII+90 PP. 
8: 11922, 


JAHNKE, E., & Empor, F., Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. ‘Unverand: 
Nachdruck der 1. Aufl. vom Jahre 1909. Mit 53 Textfig. (Samml. mathem.- 
physikal. Lehrbücher. 5.) — XII+176 pp. 8. 1923. x 


Die Funktionen ztgx u. x ltgæ. Wurzeln transzendenter Gleichungen. 
Verwandl. v. a+bi in ref? u. umgekehrt. Die Exponentialfunktionen BU. 
€". Die Hyperbelfunktionen, Der Integralsinus, der Integralkosinus u. d. Inte- 
grallogarithmus. Die Fresnelschen Integrale. Die Gammafunktion. Das Gauss- 
sche Fehlerintegral ® x. Die Pearsonsche Funktion F(r,v). Die ellipt. Inte- 
grale u. Funktionen. Kegelfunktionen. Die Besselschen od. Zylinderfunktionen. 


Kerst, B., Ebene Geometrie. Mit 60 Fig. im Text und 3 Übersichtstaf. (Mathe- 
mat.-physikal. Bibliothek. Herausg. von W. Lietzmann und A. Witting. 
10.) — 36 pp. 8. 1923. 


KIRCHBERGER, P., Atom- und Quantentheorie. 1—2. (Mathemat.-physikal. Biblio- 
thek. 44—45.) — 49+52 pp. -8. 1922. | 


Kommerezrz, K., Der Begriff des Grenzwerts in der Elementarmathematik. Ein 
Versuch zur Vertiefung des mathematischen Unterrichts. Mit 25 Fig. im 
Text. (Beihefte zur Zeitschrift für mathemat. u. naturwissenschaftl. Unter- 
richt. 6.) — 62 pp. 8. 1922. 

Wurzelgrössen. Berechn. d. Zahl x. Berechn. d. trigonometr. Funktionen. 
Elementare Begründung d. sphär. Trigonometrie f. Eulersche u. Möbiussche 
Dreiecke. Untersuch. aus d. Nachlass v. Gauss. Das Messen. Der Proportional- 
lehrsatz.. Flächenmessung. Proportionallehre ohne Stetigkeitsbetrachtungen. 
Quadratur d. Parabel. Die Zahl e. 


Lır, S., Gesammelte Abhandlungen . . . — Samlede avhandlinger. Ved bevilgning 
fra statens. forskningsfond av 1919 og med understöttelse av Videnskaps- 
 selskapet i Kristiania og Videnskapernes akademi i Leipzig utg. av Norsk 
matematisk forening ved F. Enger, P. Hrzsaarn. Bd 5. Abhandl. üb. d. 


Theorie d. Transformationsgruppen. Abt. 1. Herausg. von F. ENGEL. — 
X+776 pp.- 8. 1924. 


Lintzmann, W., Trugschlüsse. 3., stark verm. Aufl. des ersten Teiles von »Wo 
steckt der Fehler?» Mit 27 Fig. im Text. (Mathemat.-physikalische Biblio- 
thek. 53.) — 54 pp. 8. 1923. 
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LIETZMANN, W., & Trier, V., Wo steckt der Fehler? Mathematische Täuschungen 
und Fehler. 3., stark verm. Aufl. Mit 35 Fig. im Text. (Mathemat.- 
physikal. Bibliothek. 52.) — IV+48 pp. 8. 1923. 


Linpow, MARTIN, Differentialgleichungen unter Berücksichtigung der praktischen 
Anwendung in der Technik mit zahlreichen Beispielen und Aufgaben ver- 
sehen. Mit 38 Fig. im Text und 160 Aufgaben. (Aus Natur u. Geisteswelt. 
Bd 589.) — 106 pp. 8. 1921. los 


Kurvenscharen u. Diff.-Gleich. Diff.-Gleich. 1. Ordn.: Unmittelbare Inte- 
gration. Trennung d. Variabeln. Substitutionen. Homogene Diff.-Gleich. 
Lineare Diff.-Gleich. Totale Diff.-Ausdrücke. Eulerscher Multiplikator. Diff.- 
Gleich. höheren Grades. Singuläre Lösungen. Graph. Näherungsmethoden. 
Numerische Näherungsmethoden. Die einfachsten Typen d. Diff.-Glelch. 2. Ordn. 
Lineare Diff.-Gleich. 2. Ordn. Näherungsmethoden f. Diff.-Gleich. 2. Ordn. 
Lösungen. 


Lorze, A., Die Grundgleichungen der Mechanik insbesondere starrer Körper. 
Neu entwickelt mit Grassmanns Punktrechnung. (Abhandl. u. Vorträge aus 
d. Gebiete der Mathematik, Naturwissenschaft und Technik. Heft 7.) — 
NILSON Ja ©1022: 


Kinematik d. starren Körpers. Allgem. Dynamik materieller Punktsysteme. 
Dynamik d. starren Körpers. 


Myrsere, P. J., Uber Systeme analytischer Funktionen welche ein. Additions- 
theorem besitzen. (Preisschriften gekrönt u. herausg. von der Fürstlich 
Jablonowskischen Gesellschaft zu Leipzig.) — 24 pp. 4. 1922. 


Einl. Funktionen einer Veränderlichen mit rationalem Additionstheorem. 
Funktionen mehrerer Veränderlichen mit rationalem Additionstheorem. Funk- 
tionen mehrerer Veränderlichen mit. verallgemeinertem rationalen Additions- 
theorem. Funktionen mit algebr. Additionstheorem. 


ONNENSEN, H., Kreisevolventen und ganze algebraische Funktionen. Mit 15 Fig. 
im Text. (Mathemat.-physikalische Bibliothek. 51.) — 49 pp. 8. 1923. 


PETERS, ILLo, Die mathematischen und physikalischen Grundlagen der Musik. 
Mit einer Kurve. (Mathemat.-physikalische Bibliothek. 55.) — IV +35 pp. 
8. 1924. 


Repertorium der höheren Mathematik. 2., völlig umgearb. Aufl. der deutschen 
Ausg., unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker herausg. von H. E. Tımer- 
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DING. Bd 2. Geometrie. Hälfte 2: Raumgeometrie. Mit 12 Fig. im Text. 
SSSR LD pp 25371165; 1811922! 


Flächen 2. Ordn. nach ihrer Gestalt u. Einteilung. Von O. STAUDE. — 
Allgem. Eigensch. d. Flächen 2. Ordn. u. d. Theorie ihrer ebenen Schnitte. 
Von O. STAUDE. — Fokaleigensch. u. konfokale Systeme v. Flächen 2. Ordn. 
Von O. STAUDE. — Systeme v. Flächen 2. Ordn. Von O. STAUDE. — Raum- 
kurven 3. u. 4. Ordn. Von O. STAUDE. — Allgem. Theorie d. algebr. Flächen. 
Von L. BERZOLARI. — Die Geom. auf einer algebr. Fläche. Von F. SEVERI. — 
Flächen 3. Ordn. Von L. BERZOLARI. — Besond. Flächen 4. Ordn. Von H. E. 
TIMERDING. — Allgem. Theorie d. algebr. Raumkurven. Von L. BERZOLARI. — 
Besond. algebr. Raumkurven. Von L. BERZOLARI. — Rationale Transformationen 
d. Raumes. Von H. E. TIMERDING. — Algebr. Liniengeom. Von K. ZINDLER. 
— Raumkurven u. abwickelbare Flächen. — Allgem. Flächentheorie. Von E. 
SALKOWSKI. — Besond. Flächenklassen u. Flächensysteme. Von E. SALKOWSKT. 


Rorue, R., Elementarmathematik und Technik. Eine Sammlung elementarmathe- 
matischer Aufgaben mit Beziehungen zur Technik. Mit 70 Abb. (Mathe- 
mat.-physikalische Bibliothek. 54.) — IV+52 pp. 8. 1924. 


SALKOWSKI, E., Der Gruppenbegriff als Ordnungsprinzip des geometrischen Unter- 
richts. Ein Beitrag zur Methodik des mathematischen Unterrichts. Mit 74 
Fig. im Text. (Beihefte zur Zeitschrift für mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Unterricht. 7.) — IV+59 pp. 8. 1924. 


SCHAEFER, ÖLEMENS, Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizität und 
des Magnetismus. 2., verm. u. verbess. Aufl. Mit 33 Textfig. (Samml. 
mathemat.-physikal. Lehrbücher, herausg. von E. Jahnke. 3.) — VI+174 
DEE 922. 

Elektrostatik. Magnetostatik. Der elektr. Strom u. sein Magnetfeld. 
Induktion. Elektr. Wellen. 


SCHRUTKA, L., Zahlenrechnen. (Sammlung mathemat.-physikal. Lehrbücher, herausg. 
von E. Jahnke. 20.) — X+146 pp. 8. 1923. 
Allgem. Erörterungen. Darstell. d. Zahlen. Ungenaue Zahlen. Addition 
u. Subtraktion. Multiplikation. Rechenmaschinen u. ihre Anwendung beim 
Multiplizieren. Division. Zusammengesetzte Rechenoperationen. Potenzieren 
u. Wurzelziehen. Rechnerische Behandl. v. Polynomen. Logarithmen. Winkel- 
funktionen u. verwandte Funktionen. 


UrgaN, F. M., Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Theorie der 
Beobachtungsfehler. — VI+274 pp. 8. 1923. 
Vom Zufalle. Die Lehren v. Zufalle. Wahrscheinlichkeit. Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Grundlagen d. Theorie d. Beobachtungsfehler. 
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Voss, A., Über das Wesen der Mathematik. Rede gehalten am 11. März 1908 
in der öffentl. Sitzung der K. Bayerischen Akademie der Wissenschaften. 
Erweit. u. mit Anmerkungen vers. 3., verbess., anastatisch gedruckte Auf- 
lage. — 123 .pp.. 8.1922. | 
Bedeut. d. Mathem. f. d. Entwickl. u. d. Verständnis unserer techn.- 
wissenschaftl. Kultur. Allgem. Verständnis f. d. Wesen u. d. Aufgaben d. 
Mathem. Abriss d. histor. Entwickl. d. Mathem. Die reine Mathem. als Wiss. 
v. d. Zahlen. Die mathem. Erkenntnis d. 19. Jhs. Anwendungsgebiete d. 
Mathem., Geom. u. Mechanik. Axiomatik in d. Arithmetik. Der Fortschritt 
d. mathemat. Wissens. Objektiver Wert d. Mathem. Notwendigk. gründl. 
mathemat. Vorbildung, Reform d. mathemat. Unterrichts. 


WIiINTERNITZ, J., Relativitätstheorie und Erkenntnislehre. Eine Untersuchung über 
die erkenntnistheoretischen Grundlagen der Einsteinschen Theorie und die 
Bedeutung ihrer Ergebnisse für die allgemeinen Probleme des Naturerken- 
nens. Mit 6 Fig. im Text. — VIII+230 pp. 1923. 

Einleitendes üb. Aufgaben, Methoden u. Grenzen d. Naturerkenntnis. Der 
Sinn d. Relativität v. Raum u. Zeit. Der absolute Raum in d. Physik. Der 
Grundgedanke v. Einsteins spez. Theorie. Die vierdimensionale Welt. Zeitordn. 
u. Kausalzusammenhang. Geom. u. Erfahrung. Geom. als physikal. Hypothese. 
Allgem. Relativität u. Gravitation. Zeit, Raum u. Kausalität in d. allgem. 
Theorie. Die Relativitätstheorie i. Streite d. Schulen. 


WiTTING, ALEXANDER, Abgekürzte Rechnung nebst einer Einführung in die Rech- 
nung mit Logarithmen. Mit 4 Fig. im Text und zahlreichen Aufgaben. 
(Mathemat.-physikalische Bibliothek. 47.) — 51 pp. 8. 1922. 


WITTING, ALEx., & GEBHARDT, M., Beispiele zur Geschichte der Mathematik. 
Ein mathematisch-historisches Lesebuch. T. 2. Mit einem Titelbild und 
28 Fig. im Text. 2., verbess., anastatisch gedruckte Aufl. (Mathematische 
Bibliothek. 15.) — VI+62 pp. 8. 1923. 


WiTTING, ALEXANDER, Funktionen; Schaubilder und Funktionstafeln. Eine ele- 
mentare Einführung in die graphische Darstellung und in die Interpolation. 
Mit 26 Fig. im Text, 3 Taf. und zahlreichen Aufgaben. (Mathemat.-physi- 
kal. Bibliothek. 48.) — 41 pp. 8. 1922. 


Vereinigung wiss. Verleger. 
Berlin & Leipzig. 
Evcxex, R., Die Lebensanschauungen der grossen Denker. Eine Entwicklungs- 
geschichte des Lebensproblems der Menschheit von Plato bis zur Gegenwart. 
17. und 18. Aufl. — VIII+564 pp. 8. 1922. 
1. Das Griechentum. 2. Das Christentum. 3.. Die Neuzeit. 
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Eucken, R., Prolegomena und Epiloge zu einer Philosophie des Geisteslebens. — 
ai Vier 156 pplin8. 1922: 
Bezeichn. d. Vorhabens. Rechtfertigung d. Problems aus d. Zeitlage. 


Entwick. d. Problems. Darlegung d. eigenen Verfahrens. Erwägungen u. Aus- 
sichten. 


Die Geschichte der Zeitmessung und der Uhren, unter Mitwirkung von Lupw. 
BORCHARDT, J. DRECKER.... und anderen herausg. von E. v. BAssERMANN- 
JORDAN. 


Bd. 1, Lief. B. Die altägyptische Zeitmessung von Lupw. BoRCHARDT. Mit 
18 Taf. u. 25 Abb. im Text. — 70 pp. 4. 1920. 

Bd. 1, Lief. F. Die Gnomonik der Araber von KARL ScHoy, Mit 30 Abb. 
= JO pre. - 1923. 


F. Vieweg & Sohn. 


Braunschweig. 


Forsytu, A. R., Lehrbuch der Differential-Gleichungen mit den Auflösungen der 
Aufgaben von Herm. Maser. 2., autoris. Aufl. Nach den 3. des englischen 
Originals besorgt und mit einem Anhang von Zusätzen versehen von Walther 
Jacobsthal. — XXIII+920 pp. 8. 


Fricke, RoBeErT, Lehrbuch der Algebra verfasst mit Benutzung von Heinr. We- 
bers gleichnamigem Buche. Bd 1. Allgemeine Theorie der algebraischen 
Gleichungen. Mit 4 in den Text gedruckten Figuren. — VIII+468 pp. 
8. 1924. 

1. Grundlegende Entwicklungen. 

Rationale Funktionen. Matrisen u. Determinanten. Analyt. Entwickl, 
üb. ganze Funktionen. Symmetr. Funktionen u. Elimination, Lineare Trans- 
formationen. Transformationen höheren Grades. 


2, Einzelsätze üb. reelle Gleichungen. 

Realität u. Eingrenzung d. Wurzeln reeller Gleichungen, Satz v. Sturm 
u. verwandte Entwicklungen. Numer. Lösung reeller Gleichungen. 

3. Galoissche Gleichungstheorie. 

Endl. Gruppen. Abelsche Gruppen. Permutationsgruppen. Grundsätze 
d. Galoisschen Gleichungstheorie. Algebraisch lösbare Gleichungen, 


REICHENBACH, H., Axiomatik der relativistischen Raum-Zeit-Lehre. (Die Wissen- 
schaft. Herausg. von E. Wiedemann. Bd. 72.) — X+162 pp. 8. 1924. 
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Einleitung. 

1. Spez. Relativitätstheorie: Die Axiome u. d. Aufbau d. Metrik. Krit. 
Beobachtungen. 

2. Allgem. Relativitätstheorie: Die Axiome u. d. Aufbau d. Metrik. Inte- 
graleigenschaften. 


SEEGERS, Cart, Über die Bewegung und die Störungen der Planeten, wenn die- 
selben sich nach dem Weberschen elektrodynamischen Gesetz um die Sonne 


bewegen. Neu herausg. von P. Heylandt. — VII+54 pp. 8. 1924. 
M. 2.50. 


STUDY, E., Einleitung in die Theorie der Invarianten linearer Transformationen 
auf Grund der Vektorenrechnung. T. 1. (Die Wissenschaftl. Sammlung ... 
herausg. von E. Wiedemann. Bd. 71.) — 268 pp. 8. 1923. 


Einleit.: Probl. u. Methoden. Fundamentalsätze d. Algebra d. Vektoren 
in spez. Fassung. Invariante Darstellung d. linearen Transformationen. Zu- 
sammensetzung bilinearer Formen. Invariantensysteme, an denen eine quadrat. 
Form beteiligt ist. Fundamentalsätze d. Algebra d. Vektoren in allgem. Fas- 
sung. Ternäre bilineare Formen mit kontragredienten Veränderlichen. Ternäre 
bilineare Formen mit kogredienten Veränderlichen. Automorphe Transforma- 
tionen quadrat. Formen, Orthogonale u. quasi-orthogonale Invarianten ternärer 


bilinearer Formen. Das Formensystem v. zwei ternären quadrat. Formen, nach 
Gordan. 


—»—, Mathematik und Physik. Eine erkenntnistheoretische Untersuchung. — 
OI NPD 05.979: 


Librairie Vuibert. 


Paris. 


Bour1GAND, GEORGES, Lecons de géométrie vectorielle. Preliminaires à l'étude 
de la théorie d’Hinstein. Avec préf. de Ed. Goursat. — VIII +356 pp. 8. 
1924. 25 fr. 


1. Oper. vectorielles en géom. linéaire. Scalaires et vec- 
teurs. L’addition géom. et la compos. des translations. Expression d'un vec- 
teur quelconque. Syst. vect. fondam. Coordonnées. Changem. de coord. Fonct. 
scalaires d'un point ou d'un vecteur. Fonct. scal. de plusieurs vecteurs: volume 
du parallélépipède. Déterminants. Equations du prem. degré. Notions sur les 
transform. lin. 

2. Oper. vector. métr. La multipl. scal. et la géom. métr. App- 
Ite. de la multipl. scal. Etude des transform. lin., au point de vue métr. La 
multipl. vect. Théorie des vecteurs glissants. 
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3. Oper. vect. infinitésimales. La dérivation géom. Les 
propr. métr. des courbes gauches. Les propr. métr. des surfaces. Elém. différ. 
invariants des fonct. scal. en géom. lin. ou métr. Elém. differ. invariants des 
champs de vect. Transform. finies et infinitésim. Champs remarquables. 
Potentiels. Propr. intégr. Flux et circulation. Fonct. de lignes et de surf. 
Applic. Complém. sur la théorie des surf. méthode du trièdre mobile. Théorie 
du déplacement parallèle et théorème de Gauss. Champs scal. ou vectoriels sur 
les surf. Param. diff. Sur les principes du calcul tens. Sur les multiplic. de 
Riemann à plus de deux dimens. Sur les prince. de la géom. 


Bricarp, Raouz, Petit traité de perspective. — 87 pp. 8. 1924. 


Introd. en géométrie des éléments à l'infini, Homologie. ‘Objet de la 
perspective. Ses principes phys. et psycholog. Principes géométr. de la per- 
spective. La perspective indép. et la perspective appliquée. La perspective 
indép.: les probl. descriptifs et les probl. sémi-métr. La perspective indép.: 
les probl. métr. La perspective appliquée: le problème direct. La perspective 
appliquée: le probl. inverse. Valeur de la perspective. Résumé histor. La 
perspective cavalière. 


GAnDILLOT, M., Les faiblesses de la science. — 76 pp. 8. 1924. Fr. 5: —. 


Généralités. Bases de la géométrie. Figures primordiales. Courbure et 
relativité. L'espace. Ether et relativité. 


Lemoyne, T., Les lieux géométriques en mathématiques spéciales avec application 
du principe de correspondance et de la théorie des caractéristiques à 1 400 
problèmes de lieux et d’enveloppes. — 146 pp. 8. 1923. 


Lieux des pôles d’une droite donnée. Lieux de centres de coniques. 
Enveloppes des polaires d’un point. Enveloppes de directrices de foyer donné. 
Enveloppes des tangentes aux coniques (u,v) aux points où elles rencontrent 
une droite D. Enveloppes d’axes. Lieux de foyers. Lieux des points d'inter- 
section de deux tangentes menées de deux points donnés P, Q. Enveloppes de 
directrices. Lieux de points de contact des tangentes menées d'un point P. 
Lieux des points de rencontre des tangentes communes à une conique donnée 
et aux coniques (u,v). Lieux des points de contact des coniques (u,») et des 
tangentes communes à une conique donnée et aux coniques (wu, v). Enveloppes 
des cordes interceptées par deux droites fixes sur les coniques (u, »). Enveloppes 
des sécantes communes à une conique fixe et aux coniques (u,v). Lieux des 
points ayant la même polaire par rapport à une conique donnée et à une 
conique satisfaisant à quatre conditions simples. Lieux des pieds des normales 
menées d'un point aux coniques. Lieux des pieds des normales menées d'un 


point aux coniques. Lieux rel. aux diamètres. Lieux de sommets. Lieux et 
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enveloppes rel. aux paraboles. Lieux et enveloppes rel. à des cercles. Deter- 
mination des caractéristiques données au tableau. Applic. de la théorie des 
caractéristiques aux propriétés descriptives des coniques. 


Triprer, Henri, Les fonctions circulaires et les fonctions hyperboliques étudiées 
parallèlement en partant de la définition géométrique. — 56 pp. 8. 
1923. 5 fr. 


»—, Définition géometrique de la fonction exponentielle et de la fonction loga- 
rithmique, propriétés, — VI+22 pp. 8. 1924. 2 fr. 





Zaklada Tiskare Narodnih Novina. 
Zagreb. 


Varicak, VLADIMIR, Darstellung der Relativitätstheorie im dreidimensionalen 
Lobatschefskijschen Raume, Mit 45 Textfig. — 104 pp. 8. 1924. 


Trigonometrie d. Lobatschefsk. Ebene. Kompos. d. Geschwindigkeiten. 
Die Lorentz-Transformation. Optik bewegter Körper. Die Bewegungsgrösse 
(Impuls). Transform. d. elektromagnet. Feldes. Elemente d. hyperbol. Vektor- 
algebra. Ub.-d. Rotation starrer Körper. Ub. d. Vorzeichen d. Weltparameters. 


Zanichelli. 
Bologna. 


BELARDINELLI, GIUSEPPE, Esercizi di algebra complementare con oltre 700 
questioni risolute e proposte. — 280 pp. 8. 1923. L. 30. 


Numeri complessi. Aggregati e limiti. Le serie e i prodotti infiniti. 
Frazione continue. Funzioni e l’operazione di derivazione. Serie di potenze e 
lo sviluppo di Taylor. Forme illusorie. I massimi ed i minimi. L’analisi 
combinatoria. Determinanti e sistemi di equazioni lineari. Funzioni raz. intere. 
Risultanti e discriminante. Equazioni. Binomie. Cubiche e biquadr.  Risol., 
numer. delle equaz. alg. 


Bıancnı, Luvıcı, Lezioni di geometria differenziale. 3° ed. interam. rifatta. 
Volal: is 802 cp peed, E9224 GS: 


Curve a doppia curvatura. Forme differenziali quadrat. Coord. curvilinee 
sulle superficie. Rappresentaz. conformi. Formole fondam. per la teoria delle 
superf. Rappresentazione sfer. di Gauss. Coord. tangenziali. Curvatura tan- 
genziale o geodetica. Linee geodet. Superf. applicabili e teoremi gen. sulla 
deformazione. Deformazione delle superf. rigate. Superf. evolute e teoremi di 
Weingarten. Sistemi 00° di raggi o congruenze rettilinee. Superf. con un 
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sistema di linee di curvatura piane o sferiche. Superf. d’area minima. Il 
probl. di Plateau e la superf. minima di Schwarz. Geom. pseudosferica e la 
sua interpretaz. non-euclidea. Superficie a curvatura costante e la trasform. 
complem. delle superf. pseudosferiche. Trasformaz. di Bäcklund per le superf. 
a curvatura cost. e il teorema di permutabilitä. 


Branoni, Lurer, VOL 2: P. 1. — VIII+412+V pp. 8. 1923: L. 35. 


Deformazioni infinitesim. delle superf. flessibili ed inestendibili. Congru- 
enze rettilinee W. Deformazione delle congruenze di sfere e rotolamento di 
superf. applicabili. I teoremi di Guichard sulle deformate delle quadr. rotonde 
e le trasformaz. di Ribaucour. I sistemi ciclici e il nouvo metodo di Wein- 
garten per il probl. d’applicabilità. Trasformaz. By; per congruenze W delle 
deformate del paraboloide iperbolico. Trazform. Bj. delle deformate dell’iperbo- 
loide ad una falda. Trasform. B; delle deformate delle altre specie di quadriche. 


—) 





MV Clee 20.4187 833 F- XL pp. 8. 1924. "LU. 95: 


Spazi a n dimensioni. Ipersuperf. e curve di questi spazi. Geom. degli 
spazi a curvatura costante. Ipersuperf. negli spazi di curvatura costante. I 
sistemi nP!® ortogonali nello spazio euclideo a n dimensioni. Sistemi tripli 
ortogonali nello spazio euclideo. Le famiglie di Lamé composte di superf. a 
curvatura costante. Nota sul parallelismo di Levi-Civita. Introd. alla geom. 
proiett. differenziale d’una superf. Nota di Guido Fubini. 


—»—, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di trasformazioni. — VI+ 
590 pp. 8. 1918. L. 45. 


Teorie ausil. Primi principii della teoria dei gruppi continui. I tre teo- 
remi fondam. della teoria dei gruppi continui. Gruppi misti. Equazioni di 
definiz. di un gruppo Gr. Ordini delle trasform. infinitesime. Funzioni e 
varietà invar. rispetto ad un gruppo. Gruppi transitivi ed intrans. Gruppi 
imprimitivi. Gruppi sistat. ed asistat. Serie invar. di trasform. infinitesime. 
Sottogruppi invar. e serie di compos. di un gruppo. Gruppi integrabili. Gruppo 
aggiunto. Ricerca dei sottogruppi di un gruppo. : Prime ricerche sulla simi- 
glianza dei gruppi. Trasform. permutab. con tutte le trasform. di un gruppo. 
Gruppi semplicemente transit. reciproci. Isomorfismo dei gruppi. Gruppi para- 
metr. Risoluz. gen. del probl. di riconoscere la simiglianza dei gruppi. Gruppi 
ampliati e prolungati. Invarianti differenziali. Gruppi continui finiti sopra una 
e sopra due variab. Applic. della teoria dei gruppi continui finiti ai probl. 
d’integraz. delle equaz. differenziali. Applic. alla teoria degli spazi pluridimen- 
sionali con gruppi continui di movimenti. 
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Braxcai, Lviıcı, Lezioni di geometria analitica. — 604 pp. 8. 1920. L. 45. 


1. Metodo delle coord Fondamenti della geom. analit. 
Coord. nelle forme fondam. di prima specie. Coord. nel piano punteggiato. 
Equaz. delle curve in generale. Equaz. lineari come rappresentanti rette. Coord. 
nello spazio punteggiato. Equaz. delle superficie e delle curve nello spazio. 
Equaz. lineari come rappresentanti piani. Equaz. delle rette nello spazio. Coord. 
omogenee cartesiane e coord. projettive. Projettivitä nelle forme geom. di prima 
e seconda specie. 

2. Le curve di secondo grado (coniche). Proprietà proiettive 
delle curve di secondo grado. Proprietà diametr. delle coniche. Riduz. della 
equaz. a forma normale. Forma e prime proprietà metr. delle tre specie di 
coniche. Fuochi delle coniche e proprieta focali. 

3. Le superficie de secondo grado (quadriche). Proprieta 
gen. projettive delle quadriche. Propr. diametr. delle quadr. Descriz. della 
forma e prime propr. delle cinque specie di quadriche. Sezioni circolari. I 
due sistemi di generatrici sulle quadriche rigate e loro distrib. Fuochi e co- 
niche focali nelle quadriche. Forme quadrat. in n variabili. 


—»—, Lezioni sulla teoria dei numeri algebrici. — 641 pp. 8. 1923. L. 75. 


Prelim. d’aritmetica raz. colle prime nozioni della metrica di Minkowski. 
Il campo dei numeri di Gauss ed i campi quadrat. Proprietä fondam. dei 
numeri algebr. Corpi algebr. finiti. Le unitä nei corpi algebr. e il teorema di 
Dirichlet. Ideali nei corpi algebr. Moltiplicazione e divisibilita. | Decompos. 
in ideali primi. Congruenze di numeri risp. ad ideali. Estensione delle teorie 
di aritm. raz. Equivalenza di ideali. Numero finito delle classi. Gruppo di 
compos. delle classi. Forme decomponibili coord. agli ideali. Decompos. dei 
numeri primi raz. e congruenze di grado super. Caratteristica dei numeri primi 
crit. secondo Dedekind. Ideali primi nei corpi circolari. Ordini nei corpi 
algebr. Unita negli ordini. Ideali regolari e loro leggi di decompos. Corpi 
di Galois. Primi principii d’aritmetica analit. Funz. zéta di Riemann e Dede- 
kind e la determinaz. trascend. del numero h delle classi. Il num. À delle 
classi nei corpi quadrat. e nei corpi circolari e il teorema di Dirichlet sulle 
progressioni aritm. 


Burearti, Prerro, Lezioni di meccanica razionale. 3° ed. — XI+544 pp. 8. 


—-» 





1921. 14.1036: 
Elementi di calcolo vettoriale. Cinematica: Cap. 1—5. Statica: 1—4. 


Dinamica: 1—7. Meccanica dei corpi deformabili: 1—3. 


, Complementi. Problemi ed esercizi di meccanica razionale raccolti, spiegati 
e risoluti per cura di P. Burgatti e R. Roghi. — 385 pp. 8. 1921. L. 40. 


Problemi di cinematica. Probl. di statica. Probl. di dinamica. 
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CasTELNuUOVO, G., Spazio e tempo. Secondo le vedute di A. Einstein. (Attua- 
lità scientifiche. N:o 31.) — VII+126 pp. 8. 1923. L. 12. 


1. Principio di relatività di Galileo. Accordo degli orologi. Principio 
della costanza della velocità della luce. Carattere relativo della simultaneitä. 
Trasform. di Lorentz. Alterazioni delle misure di spazio e tempo per effetto 
del moto. Tempo proprio. Lo spazio-tempo di Minkowski. Una nuova formu- 
lazione della legge d’inerzia. 

2. Sistemi galileiana e gravitazione. Digressione sulle carte geogr. 
Esplorazione dello spazio-tempo. L’inerzia come caso part. della gravitazione. 
Caratteri dello spazio-tempo gravit. La teoria di Einstein e la legge di Newton. 
Le tre prove astron. della relatività. Valore della nouva teoria. 


Cıanı, HpGarpo, Il metodo delle coordinate proiettive- omogenee nello studio 
degli enti algebrici. (Seguito alle lezioni di geometria proiettiva ed ana- 
litica.) — VIII+215 pp. 8. 1915. L. 15. 

1. Sopra le forme geometr fondam. di prima specie. 
Coord. proiett. sopra le forme di prima specie e le proiettività binarie. Forme 
bin. quadrat. 2. Sopra le forme geom. fondam. di seconda 
specie. Coord. proiett. omogenee sopra le forme di seconda specie e la 
proiettivita ternaria. Coniche in relaz. alle forme ternarie quadrat. 3. Sopra 
le forme geom. fondam. di terza specie. Coord. proiett. omogenee 
sopra le forme di terza specie e la proiettività quaternaria. Quadriche in relaz. 
alle forme quaternarie quadratiche. 4. Sopra la forma geometr. fon- 
dam. di quarta specie (lo spazio rigato). Coord. omogen. di retta. 
Complessi e congruenze lineari. Alcuni esempi di complessi quadrat. 


—»—, Lezioni di geometria proiettiva ed analitica. 3° ed. (rived. e corr.). — 
VIIT+624 pp. 8. 1922. L: 60. 


Nozioni fondam. di geom. proiett. Elem. di geom. analit. sulla retta 
(e più in gen. su di una forma di prima specie). Proiettività fra forme di 1? 
specie. Elem. di geom. analit. nel piano. Risoluz., col metodo delle coord., 
dei principali metr. e di posiz. inerenti a punti e rette nel piano. Princip. 
generazioni e definiz. delle coniche. Princip. proprietà analit. della equazione 
quadrat. completa (a coeff. reali) in due incognite. Interpretazioni geom. rela- 
tive. Il probl. di costruire la conica quando sieno dati p punti e f tangenti in 
guisa che si abbia p+t=5. — Risol. e discuss. La teoria della polarita risp. 
a una conica. Propr. princip. delle coniche inerenti al centro, ai diametri e 
agli assi. I fuochi e le direttrici delle coniche. Punti comuni a due coniche. 
Cerchio osculatore a una conica in un suo punto. Esempi di curve piane 
algebr. di grado super. al secondo e di curve trascend. Proiettivita fra forme 
di seconda specie. Geom. proiett. sulle coniche. Elem. di geom. analit. nello 


7—2454. Acta mathematica. 45. Imprimé le 5 février 1925. 


50 Bibliographie. 


spazio. Risol., col metodo delle coord., dei princip. probl. metrici e di posi- 
zione inerenti a punti, rette e piani nello spazio. Prime considerazioni analit. 
e geometr. sopra le quadriche. La sfera. Coni e cilindri quadrici. Teoria della 
polarità risp. a una quadrica. Proprietà diametrali delle quadriche e loro equa- 
zioni normali. Quadriche rigate proprie. Principali proprietà delle quadriche 
reali desunte dalle loro equazioni normali. Rappresentazione analit. delle super- 
ficie e delle linee nello spazio. Proiettività fra forme di 3” specie. 


Der Luneo, Caro, Elementi della teoria cinetica dei gas. — XI+167 pp. 8. 
1920. L. 12.50. 
Preliminari. Il gas perfetto. Movimento molecolare e la pressione. Il 
calore nei gas. La legge di Avogadro. Dinamica interna dei gas. 
Leggi statistiche. Distribuz. delle molecole. Distribuz. delle velo- 
cità. L’equipartizione dell’energia. L’entropia dei gas. 
Appendice. 


ENRIQUES, FEDERIGO, Lezioni di geometria proiettiva. 4? ed. accresciuta. — 
X 463 pp: 8. 21920081222 


Proposizioni fondam. Legge di dualità. Teoremi prelim. Gruppi armo- 
nici. Il postulato della continuità e le sue applicaz. Il teorema fondam. della 
proiettivita. Proiett. fra forme di 1* specie. Involuzione nelle forme di 1? 
specie. Proiett. tra forme di 2? sp. Le coniche. Proiett. fra coniche. Probl. 
determin. Propr. focali delle coniche. Propr. metr. dei coni quadrici. Cenni 
sulle rigate quadr. e sulle curve gobbe del terz’ ordine. Proiett. tra forme di 
3° sp. 


—»—, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni algebriche. 
Pubbl. per cura di Oscar Caısısı. Vol. 3. — 593 pp. 8. 1924 1265 


Libro 5. Curve e funz. algebr. di una variabile. Le serie lineari sopra 
une curva. La geometria sopra le curve del piano e le trasform. cremoniane; 
evoluzione stor. delle idee. Curve e trasform. Corrispondenze fra curve. Sulla 
teoria delle curve gobbe. 


Pasını, CLaupio, Metodo dei minimi quadrati per la compensazione degli errore 
di osservazione. Appendice al trattato di topografia. — 174 pp. 8. 1921. 
Lago: 

Introduzione Metodo dei minimi quadrati. Compensa- 
zione delle osservazioni dirette. Compensaz. delle osservaz. mediate. Compensaz. 
delle osservaz. condizionate. Calcoli di compensaz. Triangolazioni. 


Poligonazioni. Livellazioni. 
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Pasını, Cuaupio, Trattato di topografia. 4* ed. — 612 pp. 8. 1921. L. 32. 


I Topografia. Introd.: Preliminari. Strumenti sempliei. P. 1. 
Planimetria. Strum. planimetr. Rilevamenti planimetr. Figuramento del 
rilevato. 2. Altimetria. Strumenti altimetr. Livellazione geom. Livell. 
trigonom. Livell. barometr. Rilevamenti altimetr. 3. Celerimensura o 
tacheometria. Strumenti. Rilevamento tacheometr. 

I. Agrimensura. Misura delle superficie agrarie. Divisione dei 
terreni. Tavole. 


PINCHERLE, SALVATORE, Lezioni di algebra complementare dettate nella R. Uni- 
versita di Bologna e redatte per uso degli studenti. Teoria delle equazioni. 
Med prmved.— VI+354 pp, ad. 1921... L. 32, 

Elem. dell’analisi combinatoria. Un cenno sulla teoria delle sostituzioni. 
I determinanti. Forme ed equazioni lineari. I] teorema fondam. dell’algebra. 
Funzioni simmetriche. : Risultante, eliminazione. Radici multiple e discriminante. 
Funz. razionali fratte. Trasform. nelle equaz. Equaz. binomie, cubiche e bi- 
quadrat. Cenno sulla risol. algebr. delle equaz. Separazione delle radici. 
Approssimazione delle radici. 


—»—, Lezioni di calcolo infinitesimale dettate nella R. Universita di Bologna 
e -redatte per uso degli studenti. 2? ed. riv. — VIL--785 pp. 8. 1920. 
L. 40. 

1. Calcolo differenziale. Funzioni di una variabile in senso gen. 
Funz. elementari. Derivate e differenziali per le funz. di una variabile. Ulte- 
riori proprieta delle funz. derivabili di una variabile. Sviluppo di Taylor per 
le funz. di una variab. e sue applic. Funz. di più variabili. Funz. implicite. 
Sviluppo di Taylor per le funz. di più variab. e sue applicaz. 

2. Calcolo integrale. L'integraz. definita. Calc. degli integrali. 
Integrali generalizzati. Integraz. delle funz. di forma analit. semplice. L'inte- 
graz. nei campi a due dimensioni. L'integraz. multipla. 

38. Applicazioni geometr del calcolo infinitesimale. 
Curve piane: Quadratura e rettificaz. delle curve piane. Curve sghembe. 
Superficie. Volumi. Area delle superficie curve. 

4. Equazione differenziali. Generalita. 1 teoremi d’esistenza 
per l’equazione del primo ordine. Equaz. del primo ord. Jenno sulle equaz. 
di ord. super. Equaz. lineari. Cenni sulle equaz. alle deriv. parziali. 


Porro, Francesco, Trattato di astronomia. Vol. 1. — XIX+424 pp. 8. 1922. 
L. 45. 


Trigonom. sferica. La sfera celeste e il suo moto diurno. I sole e il 
suo moto annuo. La luna e i suoi movimenti. La parallasse. L’aberrazione 
della luce. Refrazione astronom. Precessione e nutazione. Riduzioni dei 


luoghi stellari. 
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Questioni riguardanti le matematiche elementari raccolte e coordinate da Fede- 
rigo Enriques. P. 1. Critica dei principii. Vol. 1. Articoli di U. Amaupı, 
F. Exnriques, F. Guarpuccr, G. Vaızarı, G. Vırauı. 3° ed. — VI+ 

389 pp. 8. 1924. L. 50. 
ENRIQUES: L’evoluzione delle idee geometr. nel pensiero greco: punto, linea 
e superficie. AMALDI: Sui concetti di retta e di piano. GUARDUCCI: Della con- 
gruenza e del movimento. VAILATI: Sulla teoria delle proporzioni. VITALI: 
Sulle applicaz. del postulato della continuità nella geom. elem. ENRIQUES: I 
numeri reali. I numeri naturali. I numeri razionali. I numeri irraz. I nu- 


meri non-archimedei e la generalizzazione del continuo numerico. 


TonELLI, Leonipa, Fondamenti di calcolo delle variazioni. 2. — VIII+660 pp. 
eld bs Pts pie JB OSV), 

1. Estremi liberi assoluti. A. Forma parametr. Esistenza 
dell’estremo libero assol. Prime proprietà delle estremanti. Le estremali. 
Ulteriori proprietà delle estremanti. 

2. Estremi liberi assoluti. B. Forma ordinaria. Esist. 
dell’estremo libero assol. Prime propr. delle estremanti. Estremanti ed estre- 
mali. Ulteriori proprieta delle estremanti. Alcuni probl. classici. 

3. Problemi isoperimetrici. Forma parametr.: esistenza e pro- 
prietà delle estremanti. Forma parametr.: ulteriori propr. delle estremanti. 
Forma ordinaria: esistenza e proprieta delle estrem. 

4, Estremi relativi. Estremi relativi liberi. Estremi relativi condi- 


zionati. 


CORRECTIONS 


au mémoire »Theorie des équations aux dérivées partielles linéaires hyperboliques et 
du problème de Cauchy» (Acta Mathematica, T. 31, 1908) par Jacques Hadamard. 


. Ces corrections sont introduites dans l’ouvrage de M. Hadamard »Lectures on 


Cauchy's problem in linear partial differential equations» (Oxford University Press, 


London), 1923. 


p. 349, ligne 6 par en bas 


ibid., formule (30) second 
membre 


ibid., avant dernière ligne . 


p. 370, dernière ligne 


p. 371, formule (48) 


ibid. ligne 4 (troisième après 
la formule (48)) 


ibid. première formule (49) 


ibid. deuxième formule (49) 


1373, ligne 2 
ibid. ligne 3 
p. 374, dernière ligne 


p. 375, formule (57) 


21—2454. 
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SUNDMAN,  » 


WEIERSTRASS-WOCHE IN MUNSTER 


veranstaltet von der 


Westfälischen Mathematischen Gesellschaft an der Wilhelms-Universität 


Dienstag, 2. Juni, 


Mittwoch, 3. Juni, 


Donnerstag, 4. Juni, 


: = : 
Freitag, 5. Juni, 


Samstag, 6. Juni, 


Münster i. W. vom 2. bis 6. Juni 1925. 


abends 8 Uhr: Zwangsloser Begrüssungsabend im Zwei-Löwen- 
Klub (hinter dem Rathaus). 

vormittags 10 '/a Uhr: Feierliche Eröffnung der Tagung in der 
Aula der Universität. 

Festrede von Prof. Dr. G. Mittag-Leffler (Stockholm): Erinner- 
ungen an Weierstrass. 

mittags 2 Uhr: Gemeinsames Mittagessen im Casino (Neuplatz). 

nachmittags 5 Uhr: L. Bieberbach (Berlin): Weierstrass’ Brief- 
wechsel mit H. A. Schwarz. 

N. N. Zur Variationsrechnung. 

vormittags 10 Uhr: Vorträge über Grundlagen der Mathematik. 

D. Hilbert (Göttingen): Über das Unendliche und die Begründung 
der Mathematik. 

G. Mittag-Leffler (Stockholm): Was ist Zahl, Unendlichkeit, 
Kontinuität? 

O. Perron (München): Die vollständige Induktion im Kontinuum. 

vormittags 10 Uhr: Vorträge über Funktionentheorie. 

P. Koebe (Jena): Methoden der konformen Abbildung und Uni- 
formisierung. 

O. Perron (München): Über eine besondere Klasse polynomischer 
Entwicklungen. 

K. Knopp (Königsberg): Das Eulersche Summierungsverfahren. 

vormittags 10 Uhr: H. Weyl (Zürich): Über Darstellung konti 
nuierlicher Gruppen durch lineare Transformationen. 





! Auskunft durch das mathematische Seminar der Universität Münster i. W. 
? Teilnehmerkarten bis 15. Mai durch Herrn Dr. E. Kamke, Münster i. W., Gröningerstr. 14, 


gegen Einsendung von 3 Mark. 


Uppsala 1925. Almqvist & Wiksells Boktryckeri-A.-B, 2454 
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